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Resumen

En este articulo se reportan los resultados de una investigaciéon que tuvo como objetivo identificar el papel
gue juega el contraejemplo en la elaboracién de definiciones matematicas. En particular se analiz6 el caso de
la funcién convexa en un grupo de estudiantes de nivel universitario. Los elementos tedricos y metodolégicos
primarios que sustentaron el trabajo descansan en los aportes sobre pruebas y refutaciones, elementos de
heuristica, lenguaje y axiomatica y en el debate cientifico en cursos de matematicas. Como resultado
fundamental se destaca que el debate cientifico favoreci6 mediante la discusién en torno al concepto de
funcion convexa y a la formulaciéon de contraejemplos. Estos contribuyeron en la comprobacion de casos
particulares, la formulacion y refutacion de conjeturas, hasta aproximarse a la presentacion clasica de la
definicion. Establecemos también que el contraejemplo es un recurso didactico y una herramienta mediadora
gue contribuye en los procesos de elaboracion y comprension de la definicion matematica.

Palabras clave: contraejemplo; debate cientifico; funcién convexa; definicion generada por prueba.

The Counterexample in the Elaboration of the Definition of the
Convex Function for University Students

Abstract

In this paper the results of an investigation that aimed to identify the role played by the counterexample in the
elaboration of mathematical definitions are reported. In particular, the case of the convex function; in a group
of university students was analyzed. The principal theoretical and methodological elements that supported the
work rest on the contributions in proof and refutations, elements of heuristics, language and axiomatics and in
the scientific debate in mathematics courses. As a fundamental result, we emphasized that the scientific
debate favored, through the discussion on the concept of convex function and the formulation of
counterexamples These contributed to the verification of particular cases, the formulation and refutation of
conjectures, until approaching the classic presentation of the definition. We also establish that the
counterexample is a didactic resource and a mediation tool that contributes in the processes of elaboration
and understanding of the mathematical definition.

Keywords:counterexample; scientific debate; convex function; definition generated by proof
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INTRODUCCION

Varios autores coinciden en la importancia de las conjeturas y sus refutaciones vistas a través del
contraejemplo como una via para la reconstruccion del conocimiento y desarrollo del pensamiento
matematico. Ademas, consideran que el contraejemplo puede ser una herramienta mediadora que posibilite
una alternativa para favorecer los procesos de ensefianza y aprendizaje de contenidos de la matematica que
son tratados en los distintos niveles educativos (Komatsu, 2010; Garcia y Morales, 2013; Martinez y Detzel,
2010; Bustos y Zubieta, 2015). En las situaciones practicas de los procesos de ensefianza y aprendizaje, el
contraejemplo actia como una fuerza de impulso que obliga a refinar las conjeturas o a refutarlas, este
proceso favorece el aspecto formal en la presentacion del contenido matematico.

En la presente investigacion asumimos como definicion de contraejemplo la dada por S.Kleene: “Una férmula
F del célculo de predicados no es valida exactamente si F es falsable en el sentido siguiente: existe un dominio
no vacio D y una asignacion de los parametros de F que da el valor f(falso). Tal asignacion sera llamada
asignacion falsificante para F en D, y F sera llamada falsable en este D. El sistema formado por este D y esta
asignacion podra ser designado como un contraejemplo de F”. (Kleene, 1967, p.284). En la definicion dada,
consideramos al contraejemplo como una par (D, 1) formada por un dominio D y una asignacion [ /[ /(es decir
una n-tupla de valores de los parametros de F), para que esta pareja, sea un ejemplo o un contraejemplo, es
necesario remitirla al argumento F: por consecuencia (DI1[1[1F) forman un contraejemplo si [1(1eD y si [1[1F)
toma el valor f. La formulacion natural en matematicas se transforma en “[I[Jes el contraejemplo de F en el
dominio D”. En este caso el uso pone el acento sobre la asignacién [I, que se transforma en “el
contraejemplo”, mientras que los otros dos términos son relegados al segundo plano como condiciones o
incluso se funden en el contexto.

En el campo de la ensefianza-aprendizaje de la matematica se han desarrollado trabajos relativos a la
formulacién de conjeturas y al empleo del contraejemplo para el tratamiento de conceptos, propiedades y
relaciones matematicas. En particular, en las investigaciones reportadas por Weber (2009), Komatsu (2010),
Knuth y Ko(2013), Giannakoulias, Mastorides, Potari y Zachariades, (2010), Komatsu, Jones, lkeda y
Narazaki (2017),Garcia y Morales (2013), Klymchuk, (2010), Zazkis y Chernoff (2008), Huang (2014) se han
identificado que las mismas van dirigidas a profesores y estudiantes, en cada una de ellas se pone de
manifiesto que la elaboracion y utilizacion del contraejemplo es una herramienta didactica para favorecer los
procesos de validacion y comprension del conocimiento matemaético.

Del andlisis de los trabajos, anteriormente citados, respecto al uso del contraejemplo; identificamos las
siguientes implicaciones metodoldgicas: 1) Permite estimular el razonamiento en los estudiantes del como y
el porqué de los procesos que se siguen para llegar a conclusiones, y disminuir los procedimientos
memoristicos y algoritmicos de aprendizaje: esta implicacion se identifico en los trabajos de investigacion
dirigidos hacia el alumno en los niveles escolares (primaria, secundaria, bachillerato, licenciatura y posgrado)
al tratar contenidos especificos de la matematica tales como: aritmética, algebra, geometria, calculo y
andlisis, teoria de niUmeros, entre otras; 2) Permite la estructuracién funcional de los razonamientos l6gico-
matematicos: esta implicacion fue identificada en las propuestas relacionadas con el estudio de la prueba y
la produccién del contraejemplo para la validacién de resultados; 3) Favorece la reflexion de los estudiantes
en aspectos esenciales de las matematicas, al poner de manifiesto la importancia de las reglas, principio,
teoremas y propiedades asociadas a los objetos mateméticos: esta implicacion fue identificada en la actividad
del alumno, del profesor y del profesor en formacion; 4) Permite identificar a través del proceso constructivo
del conocimiento las caracteristicas y propiedades basicas e invariantes de los objetos matematicos: esta
implicacién se identifico a partir de propuestas de contraejemplos que favorecieron la refutacion de conjeturas
sobre definicion de conceptos de objetos matematicos en temas concretos de aritmética, geometria, algebra,
calculo, teoria de nimeros, entre otras; 5) Revela conceptos erroneos, y obliga a prestar atencion a cada
detalle del proceso mejorando la comprensién de los conceptos y propiedades matematicas: esta implicacion
se identificoal concebir el contraejemplo en su connotacion semantica y su uso como herramienta didactica
para favorecer los procesos de validacién; y en dicho proceso, la refutacion mediante la propuesta de
contraejemplo fue fundamental.

En el presente trabajo se reconocen los aportes de (Polya, 1958) y (Lakatos, 1984) en los que establecen que
el contraejemplo ha jugado un papel central a lo largo de la historia del desarrollo del conocimiento
matematico, pues su insercién permitio la refinacion, y/o refutacién de conjeturas sobre conceptos y sus
definiciones, propiedades y sus relaciones, hasta llegar a la presentacion clasica de los contenidos que hoy
se identifican en los libros de texto, esencialmente. En la misma direccion, se asume el papel metodoldgico
del contragjemplo, en el contexto escolar, a partir de su relacién funcional para el establecimiento de
argumentos matematicos, y de su imbricacion didactica, que constituye una actividad que los estudiantes
necesitan practicar constantemente. Ademas, se pone de manifiesto los alcances metodolégicos y relevancia
del contraejemplo, y su utilidad en los procesos de elaboracion del conocimiento matematico en el contexto
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escolar, por ello, enfatizan en su uso para favorecer en estudiantes de nivel licenciatura de la Universidad
Auténoma de Guerrero los procesos de elaboracion de la definicion del concepto de funcién convexa, un
contenido que se trabaja en los cursos de Calculo, Andlisis Matematico, y en areas afines de aplicacion de la
Matematica, enmarcadas en el plan de estudios 2009.

Morales, Dolores, Hernandez, Nolasco y Sigarreta (2014) y Ramos y Lépez (2015) coinciden en establecer
qgue los conceptos matematicos son una categoria especial en la ensefianza de la Matematica, ya que
constituyen la forma fundamental con que opera el pensamiento matematico. Con su formacion se contribuye
a la consecucion del importante objetivo de las matematicas: representar la relacion entre la matematica y la
realidad objetiva. En esta misma linea (Winicki, 2006) sostiene que los conceptos y sus definiciones, los
axiomas y teoremas son la base de las estructuras de las distintas ramas de la matematica. Por tanto, en los
procesos de ensefianza y aprendizaje se esperaria un tratamiento especial a los procesos de formacion y
definiciéon de conceptos como actividades esenciales de la ensefianza y para el aprendizaje. Sin embargo, en
la practica no ocurre de este modo, generalmente en los procesos de enseflanza y aprendizaje de la
matematica en los distintos niveles esta ausente la actividad de reflexionar y orientar la actividad hacia la
formacién y definicién de conceptos.

En los trabajos antes mencionados se han identificado cuatro razones principales, por las cuales es importante
la elaboracién de conceptos y definiciones en la ensefianza de la Matemética: 1) La comprension de
conceptos y definiciones mateméticos, es fundamental para el entendimiento de relaciones matematicas; 2)
Es una condicion previa e importante para la capacidad de aplicar lo aprendido, en forma segura y creadora,;
3) La formacion de conceptos y definiciones claras, representa un punto esencial para el adiestramiento
l6gico-verbal; 4) La posibilidad de transmitir en la elaboracion de conceptos, importantes nociones ideolégicas
y de la teoria del conocimiento, y de desarrollar una serie de valiosas cualidades de la personalidad.

Sustentados en lo anterior, identificamos la relevancia del tratamiento metodoldgico de los conceptos y sus
definiciones como via para el desarrollo del conocimiento matematico. Sin embargo, tal posicion dista mucho
de lo que sucede en las practicas tradicionales de ensefianza-aprendizaje, ya que comidnmente se observa
gue en dichas practicas hay repeticién ante los alumnos de las definiciones tal cual vienen enunciadas en los
libros de texto, sin duda que esta practica afecta de manera negativa al aprendizaje de los alumnos con los
cuales se abordan los determinados contenidos ya que no es suficiente para el entendimiento de los
conceptos a que se refieren las definiciones.

A pesar de que las definiciones juegan un papel central para precisar de manera sélida y operar en diferentes
contextos los conceptos matematicos, en algunos casos las definiciones para un mismo concepto varian de
un libro de texto a otro y en muchas ocasiones causan confusion entre los lectores (léase profesores y
estudiantes). A titulo de ejemplo, se tiene el caso de la definicion de la convexidad de las funciones de una
variable como se identifico en algunos libros de Calculo y Andlisis Matematico mas cominmente utilizados en
el nivel medio superior y superior en México. En tales textos encontramos diferencias en relacion a la
definicién de funcién convexa (diferencias, en lo fundamental, en el sentido de restricciones); algunos autores
asumen la nocién de derivada de una funciéon para definir el concepto de convexidad, por ejemplo: Granville
(2009), entre otros, utiliza la frase de “Concava hacia arriba o Convexa hacia abajo” para hablar de
convexidad de las funciones de una variable y ademés, también plantea la definicion en términos de la
derivada.

Por el contrario, hay quienes definen la convexidad sin recurrir al concepto de derivada, como lo indican, por
ejemplo, entre otros: Spivak (2003); Bartle y Sherbert (2005), estos autores utilizan el término: “Funciones
céncavas hacia arriba®, para hablar de convexidad, en la definicion que plantean no utilizan el concepto de
derivada. Resulta atinado plantear que de los libros analizados, por ejemplo el Piskunov (2004) se interpreta
lo convexo como lo concavo y viceversa. Por otro lado, la definicion de convexidad en los diccionarios de
matematicas, sélo dan una idea muy vaga de lo que es una definicion de convexidad para funciones. En Pisot
y Zamansky (1972) encontramos la siguiente definicion: Sea f una funcién de la variable x definida en un
intervalo |. Se dira que f es convexa, si el conjunto de los puntos (x,y) de R? tales que y=f(x) es un conjunto
convexo (un conjunto ACR?, se dice que esconvexo, si dado cualquier par de puntos del conjunto, el segmento
gue los une esté incluido en el conjunto). Mientras que Rudin (1980) define una funcién convexa como una
funcién continua definida en (a,b) tal que vx,y&(a,b) se cumple que:

x+yy _ f)+f)
() L0

Aunque es claro que ambas definiciones son equivalente; nétese que la definicion dada por Pisot y Zamansky
tiene un caracter esencialmente geométrico; mientras que la dada por Rudin es puramente analitica.
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Finalmente, en Rudin (1988) se plantea una definicion mas general: Se dice que una funcion real f definida
en un segmento (a,b), con -«< a<b<~, es convexa si satisface la desigualdad:

fO-fx) _f@-f») siempre que a<x<y<z<b.
y—-x = z-=y

(2)

Los textos analizados, en los cuales definen el concepto de funcién convexa; pudimos constatar, en primer
lugar, que no hay uniformidad en la presentacion de los conceptos y sus definiciones. Esta situacion nos
motivd a entrevistar a un grupo de cinco profesores, que imparten la unidad de aprendizaje de Célculo
Diferencial e Integral, de la Facultad de Matematicas de la Universidad Autbnoma de Guerrero, México, con
la finalidad de encontrar mas argumentos que nos permitieran justificar nuestra investigacion.

Pregunta ¢Desde su punto de vista, como define una funcibn convexa? Obtuvimos las siguientes
respuestas:1) Dado un intervalo | de la forma (a,8), [a,8], (a,8], [a,8), donde a es un nimero real o0 -», 8 es un
namero real o+, con a <B y dada una funcién real f definida en AcRtal que Aol (o sea,lcA), se dice que f
es una funcién céncava hacia arriba (y con ello, convexa hacia abajo) si se cumple que existe un elemento
cel tal que a<c<g (es decir, si ¢ es un punto interior de I) y si c es tal que:

VX, %y ,%3%4 €E1: %7 <xp <c<x3 <Xy, =
fGa) = fG) _ f0) = £(©) _F(©) = fxs) _ frs) = Fxa) )
X, —X,  X;—cC c—x3  X3—X4

Todo esto con f continua en [; 2) f: AcR— R es convexa ba,beA, si xega,b], entonces f(x)<f(x), donde £(x)
es una recta que pasa por los puntos (a,f(a)) y (b,f(b)), como se muestra en la Fig. 1.

<

Fig. 1: Representacién de region convexa [segun el profesor entrevistado]

3) Como una funcién tal que al tomar cualquier subintervalo (a,b) del dominio, la imagen del punto medio de
(a,b) no sobrepasa al promedio de las imagenes de los extremos del intervalo,

a+b\ f(a)+f(b)
()<L,

4) Una funcion es convexa si para todo punto se puede trazar una recta tangente y la grafica de la funcion
siempre queda por encima de la recta tangente; 5) Una funcidn convexa es una curva que crece Yy luego
decrece. No estoy seguro si necesariamente debe alcanzar un punto maximo. No confundir funciones
convexas con regiones convexas.

Observamos que las definiciones y terminologia utilizada por los profesores son similares a la encontrada en
los libros de texto mas utilizados en nuestra universidad, consideramos que esto es debido a que la mayoria
de estos profesores fueron formados con los textos clasicos, mencionados anteriormente, y el hecho de que
en la practica tradicional de ensefianza los docentes tiendan a hacer repeticiones textuales de las definiciones
plasmadas en los libros de texto, puede obedecer, al factor de que los docentes que formaron a estos
profesores incidieron en hacer prevalcer dicha practica de ensefianza. Esta identificacion sobre la definicién
de funcién convexa y de las dificultades indentificadas en los profesores, nos permiten suponer que en los
estudiantes se generen confusiones y dificultades que podrian hacermas dificil el proceso de adquisicién de
conocimientos para ellos, en particular sobre la de definicidon de funcién convexa.
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Por otra parte, en las investigaciones en el campo de la Matemética Educativa en torno al tratamiento de las
definiciones (Iéase Morales et al. (2014), entre otras) identifican la importancia que le dan a la definicién en
matematicas y es por ello, que a partir de estudiar distintos conceptos de objetos matematicos (familias de
triangulos y cuadrilateros, angulo recto, triangulo, conceptos del célculo, entre otros objetos) los
investigadores han identificado errores y dificultades en su tratamiento metodolégico, y al mismo tiempo han
intentado, a partir de proponer procesos de elaboracién y construccién de definiciones, superar los errores o
dificultades metodoldgicas asociadas con la asimilacion de los conceptos en estudiantes y profesores de nivel
medio y superior.

Con este antecedente, en la investigacion nos planteamos el siguiente objetivo: Aportar elementos al proceso
de ensefianza-aprendizaje de la Matematica a través del estudio del papel que juega el contraejemplo en los
procesos de elaboracion de definiciones en el contexto escolar: El caso de la funcién convexa. Las preguntas
cientificas que guiaron esta investigacion fueron: 1) ¢ Qué papel juegan los contraejemplos en el proceso de
construccion de conocimentos en el ambito escolar?; 2) ¢Qué importancia tiene el uso consciente de
contraejemplos para el proceso de aprendizaje de los estudiantes dentro del contexto escolar de debate
cientifico?; 3) ¢Qué papel juega el contraejemplo en el proceso de construccién de la definicion de funcién
convexa en un contexto escolar de debate cientifico?

ELEMENTOS TEORICO-METODOLOGICOS

En esta investigacion, entenderemos por concepto: El reflejo mental de una clase de objetos, procesos y
relaciones de la realidad objetiva 0 subjetiva (o el reflejo de una clase de clases), sobre la base de sus
caracteristicas invariantes. Entre los conceptos se pueden considerar determinadas relaciones: Conceptos
superiores, subconcepto, conceptos colaterales, conceptos disjuntos, concepto interferenciado. Por definicion
de concepto, entenderemos: a) Una determinacion sobre lo que es un objeto, cémo se origina 0 cOmo se
reconoce; b) Una regla que establece cémo se utiliza un signo verbal; ¢) Una determinacion o una regla, que
indica o establece qué significa o debe significar un signo verbal.

Identificamos ademas, dos tipos de definiciones. La definicién existencial: En este tipo el objeto a definir ya
existe y se describe a través de sus caracteristicas y la definicién genética: En estas se expresa como puede
obtenerse el objeto a definir, Zilmer (1981). Las definiciones existenciales se pueden clasificar, segun el tipo
de construccion del definiens (Se puede escribir una definicion en forma de ecuacién X=Y, en esta ecuacion
X es lo que debe definirse, difiniendum, y por Y entendemos lo que define a X, definiens): 1) El definiens se
compone del concepto superior y de caracteristicas significativas; 2) El definiens se compone de un nimero
de axiomas que deben ser véalidos para el objeto a definir (definicion axiomética); 3) El definiens se compone
de una sucesién de indicaciones recursivas (definicion inductiva).

Desde la Teoria del Conocimiento, se postulan dos vias generales a través de las cuales se pueden conducir
a los alumnos a la formacién y definicion de nuevos conceptos. La via inductiva: Se caracteriza porque se
parte de ejemplos particulares y se llega a una generalizacién. La via deductiva: Se parte de la definicion del
concepto y mediante el analisis de ejemplos se descubre el contenido y extensién del concepto, Zilmer (1981).
Tomando como justificacién los argumentos anteriores, planteamos el problema de investigacién en los
siguientes términos: ComUnmente en los cursos tradicionales de Matematicas los procesos de construccion
de definiciones se encuentran ausentes, privando a los estudiantes de participar en el proceso de construccion
de su propio conocimiento. La actividad del investigador en matematicas subraya, en la construccion de
conceptos, la importancia de la construccion de definiciones, en lo fundamental, como elemento bésico
operante en un determinado contexto matematico.

En este trabajo utilizamos el término “elaboracion de definicion” en su sentido metodolégico y no entraremos
en detalles asociados a elementos filoséficos sobre la discusion del término definicion. A continuacion
realizamos un acercamiento metodolégico a las siguientes cuestiones basicas para nuestra investigacion:
¢ Qué es una definicion?, ¢ qué es definir?

Comencemos por la acepcion cotidiana. Etimolégicamente, definir significa: delimitar lo que es de lo que no
es. Este aspecto esta presente en las definiciones dadas en los diccionarios y enciclopedias como se muestra
en los siguientes ejemplos: El término “definir’ tiene dos acepciones en el Pequefio Larousse llustrado; una
es acorde al significado etimologico, es decir “determinar, delimitar con exactitud”. La otra consiste en “fijar y
enunciar con claridad y exactitud la significaciéon de una palabra”.

En la enciclopedia Encarta, “definicion”: “Proposicién que expone con claridad y exactitud los caracteres
genéricos y diferenciales de algo material o inmaterial. Tradicionalmente, definir es explicitar, cuando se trata
de una palabra, y, cuando se trata de un ser, es asignarle un estatus; se define por género proximo y
diferencias especificas” (Wikipedia llama a esto el método aristotélico de definicién). Sin que la palabra
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“definicion” esté, propiamente hablando, definida, aparecen dos tipos de definiciones: las definiciones
intuitivas y las definiciones generativas: estas Ultimas consisten en dar un procedimiento de engendramiento
por una consigna verbal breve, en donde el definiens regula la generacién del definiendum. Los términos
“definir’ y “definicién” de entrada parecen simples, sin embargo, las definiciones dadas en Wikipedia utilizan
términos mas sofisticados, sin ejemplo ilustrativo en donde “definicion” es analizada como: “explicacion del
sentido de una palabra o la naturaleza de una cosa; ella (la definicién) consiste en analizar la comprension de
una idea, por ejemplo enunciando su género proximo y su diferencia especifica”.

Notese que la mayor parte de los diccionarios y enciclopedias distinguen generalmente diferentes tipos de
definicién sin precisar si se trata de una necesidad usual o cientifica, practicada o no. Estos tipos de
definiciones no son analizadas en el sentido estricto del término. Subrayemos igualmente que la funcién de
los diccionarios es habitualmente ilustrar las definiciones mediante ejemplos y raramente, o incluso nunca,
mediante contraejemplos. Ademas, una expresion aparece recurrentemente cuando se trata de definiciones:
la definicién por género y diferencias especificas. En esta practica, dos puntos que nos parecen pertinentes
destacar son: 1) Los diferentes tipos de definicion estan dados, sin justificar las razones que los motivan, ni
especificacion de la disciplina a la cual se asocian: se habla de definicién nominal, esencial, pero también
generativa, intuitiva, analitica y genética y 2) Entrando en la Acepcion matematica. En Morales et al. (2014)
se trabaja sobre la base de asumir por definicién: a) una determinacién de qué es un objeto, como se origina
0 cOémo se reconoce; b) una regla que establece cédmo se utiliza un signo verbal; c) una determinaciéon o una
regla, que indica o establece qué significa o debe significar un signo verbal.

En los diccionarios de Matematicas encontramos, en lo fundamental, las siguientes clasificaciones de
definicion: 1) Definicién explicita: Introduccién de un concepto mediante una expresion compuesta por
conceptos conocidos; 2) Definicion implicita: Unién de varios conceptos por medio de teoremas; 3) Definicion
recurrente: Se define una determinada propiedad para el nimerol. Ademas, se define cémo se deduce esta
propiedad para el nimero n+1, a partir de su validez para n. En la misma direccién se plantea que se llama
definiciéon de un término matematico toda proposicion del cual es una abreviacion.

Lo que destaca en estas definiciones es que en matematicas una de las caracteristicas de la definicion es su
aspecto abreviativo-relacional. Encontramos también esta idea en Polya (1957) que menciona que “definir un
término, es dar su significado en otros términos que se suponen conocidos: se trata de hecho de sélo definir
a partir de términos ya conocidos” y Polya distingue los términos primarios de los términos derivados. En
relacion a las definiciones dadas por los diccionarios generales y matematicos, precisa que: “Las definiciones
dadas en los diccionarios no difieren mucho de las definiciones mateméticas por su forma exterior, pero estan
redactadas bajo una idea diferente” (Polya, 1957; p. 68).

Sin embargo, en matematicas, la funcién de las definiciones tiene un sentido mucho mas concreto que las
definiciones cotidianas no soélo, segin Polya (1957) porque la definicion matematica crea el significado
matematico, sino también su funcion y precision conceptual son diferentes. En efecto, Polya enuncia que para
poder eliminar un término técnico hay que conocer su definicion, y asi, la utilizacion de definiciones
matematicas conocidas permite edificar un razonamiento y verificarlo. Por otro lado, observamos que el
aspecto abreviativo y la descomposicion de una definicibn en términos primarios y/o ya definidos, es
caracteristica de toda exposicion matematica tedrica; tomemos el ejemplo de las obras de Rudin (1980, 1988).
Indudablemente, Rudin es un buen ejemplo de exposicion deductiva de la matematica. En las obras de este
autor, el lugar de las definiciones al inicio de cada tema, con miras a abreviar el discurso es elocuente y
testimonia cierta concepcién abreviativa. En resumen, distinguimos dos aspectos importantes relativos a las
definiciones en estos trabajos: el caracter abreviativo de una definicidn, y la construccién axiomatica y el lugar
de las definiciones en una exposicién matematica.

DEFINICIONES EN LA CONSTRUCCION DEL CONOCIMIENTO MATEMATICO

El analisis acerca de la definicién en su acepcion matematica pone en evidencia su importancia en un sistema
axiomatico pues, junto con los axiomas y los términos primarios sirven de base al razonamiento y son parte
fundamental de toda la teoria matemética. Lakatos (1984) presenta un analisis notable acerca de la actividad
de los matemaéticos y la produccion de conocimientos, situandose en un marco mas amplio que el aspecto
I6gico o la presentacion axiomatica. Considera esta actividad como una interaccion dialéctica entre pruebas
y refutaciones, entre ejemplos y contraejemplos en medio de la cual las definiciones van evolucionando de
acuerdo a las necesidades generadas por la busqueda de una prueba. La clase de problemas en los cuales
se interesa Lakatos estd principalmente constituida de problemas historicos (la férmula de Euler para
poliedros, y la relacién entre la convergencia de sucesiones de funciones y la continuidad con Cauchy, por
ejemplo). Se trata de problemas esencialmente intramatematicos y él pone énfasis en la fase heuristica pero
también en la axiomatica, i. e. ;,cémo se llega a tal o cual teoria? Estos problemas no fueron resueltos en un
dia y la presentacion del autor adopta cierta metodologia en el sentido heuristico.
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Método de pruebas y refutaciones

Lakatos (1984), describe el proceso de construccion de conceptos ligado a la busqueda de una demostracion,
en el que describe la evolucién de diferentes definiciones, en el método de pruebas y refutaciones enuncia
tres reglas heuristicas. Regla 1. Si se dispone de una conjetura, proponerse probarla o refutarla, es decir; se
trata de buscar contraejemplos tanto de la conjetura (aspecto global) como de los lemas sospechosos
(aspecto local). Regla 2. El descubrimiento de un contraejemplo genera un nuevo examen de la prueba y una
basqueda del lema “culpable”: no se debe relegar un contraejemplo, es decir, contentarse con una relegacion
de excepciones. Tampoco se debe descartar una refutacion como un “monstruo”. Regla 3. El contraejemplo
puede por lo tanto ser local (contraejemplo para un lema) o global (contraejemplo para la conjetura): se debe
entonces verificar si un contraejemplo local es global y en caso de que si, remitirse a la Regla 2.

Es en la bisqueda de una prueba, o mas bien el estudio de una determinada conjetura que, segin Lakatos
(1984), conducen a la formacién de uno o varios conceptos, y esto se traduce notablemente por la evolucion
de las definiciones de éstos. Asi, las diferentes definiciones dadas en el transcurso de un debate cientifico,
sefialan de alguna manera la formacién del concepto. Lakatos (1984), introduce entonces la terminologia:
definicidon-cero y definicion generada por la prueba. Segin esto, un procedimiento de construcciéon de
definiciones corresponde a la formacién del concepto el cual también proviene de la prueba.

Definiciones-cero. Constituyen un atajo de lenguaje, sin que el concepto matemético asi designado esté aun
definido. Estas pueden ser definiciones “de ensayo” al inicio de la investigacion. Este concepto de definicion-
cero funciona a la par de la idea de concepto-cero. Sin embargo, ciertas situaciones pueden no recurrir a
definiciones-cero, salvo cuando un concepto matematico se revela Gtil. Asi, una definicion-cero esté en el
origen del proceso de busqueda. Puede ser conducida a desaparecer o a evolucionar hacia una definicion
generada por la prueba, este tipo de definiciones poseen una funcién de denominacion. Lakatos, insiste, en
particular, en la importancia de la evolucion de una definicidon-cero hacia una definicion generada por la
prueba. Establece que las definiciones-cero poseen las cualidades siguientes: 1) Se trata de una definicién
gue puede ser adoptada, a titulo de ensayo, en el origen del proceso de blsqueda, resaltando que la funcion
primera de la prueba es determinar el dominio de validez de la conjetura y por tanto revelar el verdadero
concepto y su definicion. A lo més, la definicion cero puede ser muy amplia y de ninguna utilidad, o muy
estrecha y constituir un obstaculo que oculta ciertas partes del dominio de validez (Lakatos, 1984 p.175).
Ademas, el problema de partida, en el origen del proceso de busqueda y que induce definiciones-cero puede
ser una férmula, lo que sera suficiente para iniciar la busqueda. Por ejemplo, Lakatos considera que se puede
iniciar a los alumnos en situaciones problemas no por definiciones sino mostrandoles un cubo, un octaedro y
mostrandoles que V-A+C=2, y asi pedirles el dominio de validez de esta férmula. De esa manera, el
investigador establece que como punto de partida, es un buen principio (Lakatos, 1984).

Definiciones generadas por la prueba

Desde el punto de vista de Lakatos, el aspecto mas importante en la actividad de definicion es el concepto
generado por la prueba y su definicion. Reiteramos que una definicién generada por la prueba nace de la
prueba. En relacién a la formacion de conceptos, se trata de hecho de encontrar un contexto problematico. El
interés del estilo heuristico reside en la puesta en evidencia de la “légica” que ha dado a luz al nuevo concepto
(Lakatos, 1984, p. 168).

Lakatos utiliza el ejemplo de la prueba de Dirichlet de la conjetura de Fourier para confrontar al estilo
deductivista con el estilo heuristico. En este caso, el estilo deductivista (refiriéndose al estilo empleado por
Rudin en Functional Analysis (1973)) sitla a la definicién y al estudio de funcién de variacion acotada en un
capitulo sobre la integral de Riemann-Stieltjes, sin hacer el enlace entre estos dos conceptos. El autor propone
en su lugar, en un estilo heuristico, como la integrabilidad en el sentido de Riemann-Stieltjes y la variacion
acotada son dos conceptos generados por la prueba surgidos de la busqueda de la prueba de Dirichlet de la
conjetura de Fourier.

En la teoria, el uso y la generacion de ejemplos y contraejemplos se utilizan simultdneamente en el momento
de los intercambios y conjeturas entre las personas que intervienen en el proceso de definicién, en esta teoria
los ejemplos y contraejemplos juegan un papel central. En actividades de determinacion del dominio de
validez de una conjetura o de una férmula, se debe interrogar sobre: ¢qué efectos pueden producir los
contraejemplos? Lakatos presenta el método de exclusién de monstruos, la rendicion y el método de exclusion
de excepciones, asi como las consecuencias sobre la definicion producida (reformulacién, exclusion o
inclusion del contraejemplo). La exposicién del método de exclusion de monstruos trata de hecho de los casos
dichos patoldgicos: segun los defensores de este método, esos casos patolégicos no deben ser considerados
como contraejemplos, los monstruos sé6lo son monstruos, no contraejemplos.
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En cuanto al método de exclusiéon de excepciones, de manera un poco analoga al método precedente,
considera que s6lo existen excepciones, no contraejemplos: el problema es saber qué objeto se define (por
ejemplo, ¢se definen los poliedros eulerianos o los poliedros en general?). Asi, Lakatos sugiere utilizar el
método de exclusion de excepciones para encontrar el dominio de validez de la formula de Euler en su caso
preciso, pero proscribirla si sélo constituye un artificio linglistico para salvar “agradables” teoremas. El
problema reside entonces en la separacién entre las excepciones y el dominio de los ejemplos. El mecanismo
de utilizacion y de produccion de ejemplos y de contraejemplos aparece, quiza de manera mas sistematica
en el proceso dialéctico entre la construccion del concepto y la elaboracion de la prueba.

La modelizacion de Lakatos, muestra también cémo el proceso de matematizacion elimina estos
contraejemplos por: exclusién de monstruos, exclusion de excepciones, incorporacion de lemas, etc. Una vez
que el trabajo esta concluido, es decir, en la presentacion clasica (axiomatica) de estos resultados, el
andamiaje de los contraejemplos desaparece del texto. Segun Brousseau (1986) se produce una
descontextualizacion, una despersonalizacion y una destemporalizacion de los conocimientos, lo cual
constituye una de las etapas de un proceso llamado transposicion didactica. A continuacion asumiremos
algunos elementos esenciales de la Teoria de Situaciones Didacticas de Brousseau que permitan justificar
los alcances metodoloégicos del “Debate Cientifico” propuesto por Marc Legrand, Legrand (1993).

En la construccién del conocimiento para Brousseau (1999) el término “situacién” asume un papel
trascendental: “Hemos llamado ‘situacion™ a un modelo de interaccion de un sujeto con cierto medio que
determina a un conocimiento dado como el recurso del que dispone el sujeto para alcanzar o conservar en
este medio un estado favorable. Algunas de estas “situaciones” requieren de la adquisiciéon “anterior’ de todos
los conocimientos y esquemas hecesarios, pero hay otras que ofrecen una posibilidad al sujeto para construir
por si mismo un conocimiento nuevo en un proceso “genético”. Brousseau (1999) plantea que una “situacion
didactica” es “Un conjunto de relaciones establecidas explicita y/o implicitamente entre un alumno o un grupo
de alumnos, un cierto medio (que comprende eventualmente instrumentos u objetos) y un sistema educativo
(representado por el profesor) con la finalidad de lograr que estos alumnos se apropien de un saber constituido
0 en vias de constitucion.”

La Teoria de Situaciones Didacticas busca estudiar, en lo fundamental, situaciones problémicas para la
apropiacion del conocimiento apoyandose en enfoques constructivistas del aprendizaje (Artigue, 1994; citado
en Calvo, 2001). Dicha concepcion constructivista, esencialmente, tiene un sentido piagetiano del
aprendizaje, concepcion que es asumida por Brousseau (1986) de la siguiente manera: “El alumno aprende
adaptandose a un medio que es factor de contradicciones, de dificultades, de desequilibrios, un poco como
lo hace la sociedad humana. Este saber, fruto de la adaptacién del alumno, se manifiesta por respuestas
nuevas que son la prueba del aprendizaje.” En la misma direccién la teoria postula que el profesor debe
proponer un sistema de situaciones de manera que la estrategia éptima para resolver el problema aparezca
de la interacciones de los estudiantes y utilizando algin aspecto del conocimiento elaborado. En otras
palabras, se entiende que el alumno aprende un conocimiento cuando es capaz de adaptarse, mediante una
serie de modificaciones de su estrategia, a las diferentes situaciones que se propusieron para el estudio en
la adquisiciéon del conocimiento. En ese contexto, Brousseau (1986) sostiene que hay necesidad de disefiar
y organizar actividades desafiantes, afirmando que el conocimiento de interés puede, e incluso debe, ser
planificado. Las “situaciones didacticas” permiten construir en los estudiantes, una “génesis artificial” de ideas
matematicas especificas cuya génesis histérica y diversos aspectos en la teoria actual son comprendidos y
ya conocidos.

La Teoria de las Situaciones Didacticas segin (Brousseau, 2007), pone el énfasis en sistema de preguntas
y cuestiones que el docente propone al estudiante, en los conocimientos previos y nociones que estructuran
sus respuestas, en un proceso complejo de estructuracion-desestructuracion-estructuracion asociado al
proceso de ensefianza-aprendizaje, mediante multiples operaciones intelectuales y procesos mentales tales
como: conjeturar, ejemplificar, abstraer, generalizar, argumentar, explicar, demostrar, deducir relaciones,
entre otros. En esta direccion el estudiante aprende en relacién a la actividad que realiza, por la estructuracion
dinamica del sistema de conocimiento, por la posibilidad de integrar nuevo conocimiento e informacion a las
concepciones previas que posee y por la posibilidad de socializar dentro de las clases y en su propio contexto
la reconstruccion de la informaciéon. Para la operacionalidad de la teoria, desde el punto de vista
metodolégico, la misma distingue tres importantes tipos de situaciones didacticas: Situacién de accion, de
formulacién y situacién de validacién.

Aunque asumimos de forma explicita, en lo fundamental, por la importancia que reviste dentro de la
Matematica Educativa los trabajos de Brosusseau sobre situaciones didacticas; cabe sefialar los aportes que
en la misma direccion ha desarrollado Diaz - Barriga (1996). En dichos trabajos las secuencias constituyen
una organizacion de las actividades de aprendizaje que se realizaran con y para los estudiantes con la
finalidad de crear situaciones que les permitan desarrollar un aprendizaje significativo. Otro elemento basico
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desarrollado por ambos autores y con la misma connotacion dentro del proceso de ensefianza-aprendizaje y
gue se explicita dentro del debate cientifico de Marc Legrand; es la llamada institucionalizacion; Brousseau
(1994) define su objeto de la siguiente manera: “La consideracion “oficial” del objeto de ensefianza por parte
del alumno, y del aprendizaje del alumno por parte del maestro, es un fenédmeno social muy importante y una
fase esencial del proceso didactico: este doble reconocimiento constituye el objeto de la institucionalizacién.”

El debate cientifico en cursos de matematicas

Marc Legrand (1993) considera que una forma de abordar el conocimiento matematico es mediante la
propuesta del “Debate Cientifico”. El debate se establece entre los estudiantes a partir de situaciones
problematicas propuestas por el profesor o cuestiones y/o conjeturas que los estudiantes aportan y que puede
debatirse sobre ellas a fin de construir su significado. Consideramos que los trabajos desarrollados por
Legrand, son un ejemplo de la posibilidad del disefio y puesta en marcha de las ideas basicas de la teoria de
situaciones didacticas y, en particular, del sistema de actividades propuestas Brousseau llamado “génesis
artificial” y en este sentido se pone de manifiesto la posibilidad de crear y hacer funcionar las comunidades
micro-cientificas, pues en una situacion mediada por el debate es propicio el trabajo con grupos o
comunidades micro-cientificas de estudiantes.

Dentro de las caracteristicas basicas del debate cientifico en esta investigacion se asumen las siguientes:
Naturaleza y estado de los enunciados: El tipo de enunciados que se trabajan bajo el debate cientifico son de
tipo conjetural, es decir; enunciados que pueden ser verdaderos por quien los propone, pero para la clase no
tiene un caracter institucional. Este tipo de enunciados son los que posibilitan la puesta en escena del debate.
Forma adoptada por los que intervienen en el debate: Por una parte es la forma en la que el alumno se
posicione en relacion a sus aciertos, y por otra, la eleccién de sus interlocutores privilegiados. Esto es, la
forma en que el estudiante se dirige al profesor para manifestarse ante su aserciéon, 0 comprometerse con
sus comparieros haciendo hipétesis relativas al tema en cuestidon. Desde esta visién, se considera que para
gue haya una real comprension de contenidos a través del desarrollo de un debate cientifico, es necesario
considerar lo siguiente: los enunciados sobre los cuales se trabaja son de tipo conjetural, existe un contrato
didactico que legitima el hecho de que todo alumno puede someter sus propias conjeturas a la clases, los
alumnos que escuchan estas conjeturas deben poder dudar de su pertinencia o veracidad.

El papel del alumno

Es importante hacer una negociacion didactica con la intencion de conducir al alumno a considerar que va a
adquirir conocimientos de manera diferente a como quizas lo ha venido haciendo a lo largo de su formacion,
ciertamente no es tan sencillo por la forma en como se relaciona normalmente con sus comparieros, sin
embargo, es factible insistir que va a aprender escuchando y analizando de forma sutil los propdsitos de la
interaccién maestro-alumno, y que ademas tendra oportunidad de convencer acerca de lo bien fundamentado
de sus aserciones, sin necesitar de la intervencion previa del profesor.

El papel del profesor

El profesor debe manejar simultdneamente una triple funcién: epistemolégica, didactica, y social. Es decir,
debe estar consciente en todo momento de lo que es matematicamente puesto en discusion, debe permitir
gue el debate se desvie al ritmo de su propia comprension o de los mejores alumnos; para esto, anota lo que
se dice con el fin, por una parte, de hacer mas lenta la velocidad de los intercambios de opiniones, y por otra
parte, construir una lista de ideas fuertes (verdaderas o falsas), con la finalidad de que cada uno pueda discutir
acerca de ellas. De esta manera el profesor permanece neutro acerca de lo que se dice, y organiza una
memoria de la clase, y considerar que el aspecto social es muy importante, por la necesidad de que alguien
conduzca al grupo, con el fin de evitar que el debate se hunda en un foro en donde cada uno grite. Segin
Legrand (1993) el contraejemplo puede ser una herramienta de regulacion del debateque se haya generado.

La apuesta del debate

Es importante mencionar que el objetivo del debate no es el descubrimiento de propiedades mateméticas
nuevas, sino, en lo fundamental, la toma de sentido respecto a teorias bien establecidas. Aqui se trata de
descubrir la significacion de resultados y de apropiarse de los métodos de razonamiento que confieren cierta
independencia de pensamiento. Por otra parte, un elemento esencial del contrato didactico es: hacer compartir
la hipétesis de que, si el cuestionamiento interno de la clase es importante, va a permitir la vida en la duracion
de la clase, de problemaéticas cientificas indispensables para la constitucion del sentido.
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El tratamiento de las definiciones

Los objetos que manipulamos en matematicas, incluso cuando estan transpuestos de una realidad sensible,
son sin embargo, objetos construidos, y no se puede discutir sobre ellos matematicamente si su definicion no
es clara; pero esto es desde el punto de vista del discurso del profesor, y los alumnos, sobre todo aquellos
gue tienen dificultades, no tienen en general que hacer tal discurso. El tratamiento de las conjeturas intuitivas
provoca tomar decisiones muy radicales que obligan al final de un tiempo a plantear la siguiente cuestion:
¢todos estamos hablando de lo mismo? En el debate para la elaboracion de una definicién los actores tienen
muchas oportunidades de ser escuchados, incluso por aqguellos que evaden todo lo que tenga un aspecto
formal, porque la definicién se transforma entonces en el Unico medio racional de deshacerse de un
malentendido.

Tipos de situaciones manejadas por el debate: a) Las situaciones de introducciéon a un nuevo concepto.
Cuando se habla de debate en la clase, se piensa principalmente en proponer trabajar situaciones
problematicas que permiten la introduccion de un concepto. El debate cientifico puede favorecer en la
buasqueda de significados de los conceptos que conforman parte de la estructura de la matematica. Si bien es
cierto que, no para todos los conceptos matematicos existe una relaciéon con un problema real; a nuestro ver
pueden plantearse situaciones que provoquen y propicien en los estudiantes interés en la discusion, andlisis,
y definicién de los conceptos, utilizando como herramienta el contraejemplo; b) El debate sobre conjeturas.
Estos debates se producen lo mas a menudo cuando el curso ha emprendido la fase de desarrollo de una
teoria. Cuando se han adquirido elementos necesarios que verifican casos particulares, nociones de
conceptos béasicos que permiten estructurar enunciados (conjeturas), cuando se establecen relaciones entre
nociones similares lo cual provoca el planteamiento acerca de que si una es caso particular de la otra o
viceversa, a partir de operar con objetos matematicos que satisfacen ciertas propiedades, a partir de hechos
gue confirman o verifican casos particulares, cuya cantidad y variedad afectan el grado de convencimiento, a
partir de intuiciones erréneas que tienen los estudiantes acerca de las nociones que los conducen a la
impresién de que un terminado resultado puede ser verdadero; ¢) Debates espontaneos. Un tipo de debate
enmarcado en la propuesta general del “debate cientifico”, es llamado debate espontaneo. Este debate surge,
cuando se devuelven las preguntas en forma de conjeturas en la microsociedad cientifica o grupo de clase el
cual da la responsabilidad de responder bajo tres formas: verdadero, falso, otro; donde “otro” significa “no
puedo” o “no quiero responder bajo la forma verdadero/falso”.

Esta devolucién de las preguntas a los estudiantes en forma de conjeturas, pocas o raras veces se han tratado
a profundidad, y generalmente las preguntas hacia el profesor se han pensado como aquellas donde los alumnos
o bien no han escuchado nada o bien, estan distraidos de lo que en ese momento se estaba poniendo en juego.
Considerar los argumentos que los estudiantes hacen acerca del contenido que se esta tratando, posibilita la
introduccién de otros conceptos que en ese momento no son objeto de discusion, pero que ademas el profesor
supone que los estudiantes ya dominan; entonces se considera pertinente hacer un paréntesis, para dedicarle
tiempo al debate sobre este tipo de conceptos y posteriormente retomar el tema principal.

La institucionalizacién es el momento en que el profesor sale totalmente de su neutralidad epistemolégica
para etiquetar, entre los resultados estudiados, aquellos que seran ciertamente reutilizados: aquellos que son
verdaderos se transforman en teoremas del curso, y aquellos que son erroneos pero que corresponden a
modos de pensamiento muy “naturales” son referenciados como tales. En este contexto, el profesor reafirma
por lo tanto que no es tiempo perdido producir resultados falsos y darse cuenta de ello, y que es un verdadero
conocimiento cientifico saber que tal razonamiento, tal método, tal resultado no desemboca en tal o cual
situacién. Una parte importante de los conocimientos institucionalizados es por lo tanto de naturaleza muy
diferente de aquellos que figuran tradicionalmente en un curso, puesto que son meta-conocimientos. Una de
las apuestas del debate es por lo tanto hacer descubrir a cada uno que a partir del momento en el que no se
inhiben sus facultades imaginativas y creadoras (por ejemplo declardndose inaptos a la reflexion o diciéndose
gue no sirve para nada buscar lo que ha sido ya encontrado), se tienen ideas personales, pero que una idea
cientifica espontanea no es por asi decirlo jamas inmediatamente satisfactoria y totalmente exacta; ésta debe
ser “trabajada” y sometida a la busqueda de pruebas y de contraejemplos.

En esta fase, el profesor debe claramente indicar lo que es exacto y lo que no lo es, su rol es sobre todo no
poner en vanguardia a los alumnos que habian encontrado de golpe la buena solucién y despreciar la actitud
de aquellos que habian cometido errores. Le incumbe, por el contrario, mostrar que la introduccién de
proposiciones o de razonamientos erréneos por el juego de la critica con la sola vista del resultado final.

Relacion de los elementos tedricos y metodologicos

En el proceso de construcciéon de la definicién de un determinado concepto; las pruebas y las refutaciones
juegan un papel central y en este sentido, el contraejemplo sirve de base y/o herramienta mediadora y de
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control del proceso asociado a la formacién conceptual. El mismo adquiere fuerza y sentido metodolégico en
su relacién con la validez de las conjeturas, de las argumentaciones, de las demostraciones, de las
condiciones logicas, como medio para la toma de decision, entre otros usos. A medida que la refutacién de
conjeturas o proposiciones mediante el contraejemplo permiten la evolucién del proceso de construccién de
la definicién, y una vez que el trabajo esta formalizado, es decir, en la presentacién clasica (axiomatica) de
estos resultados, el andamiaje de los contraejemplos desaparece del texto y es asi, como se presenta este
conocimiento (acabada e inmutable) para su tratamiento en la escuela. De esto Ultimo, se establece que se
ha producido una descontextualizacion, una despersonalizacion y una destemporalizacion de los
conocimientos, en el proceso de transposicion didactica.

En el proceso de transformacion de la génesis del saber al saber sabio, la historia de los saberes es eliminada
completamente, cuando son borradas las sucesiones de dificultades y preguntas, los ejemplos vy
contraejemplos y las innumerables discusiones generadas que provocaron la posibilidad de construir y definir
los conceptos fundamentales que hoy dia se plasman y tratan en los textos. Una vez que el conocimiento es
presentado mediante definiciones, teoremas, axiomas, etc.; el profesor debe recrear escenarios que
posibiliten la recontextualizacion, repersonalizacién y la retemporalizacién a fin de que el estudiante se apropie
de ese conocimiento en un contexto significativo, él debe buscar la forma de crear en la clase una
microsociedad cientifica, donde el estudiante vuelva a contextualizar, personalizar, temporalizar ese saber,
con la finalidad de que identifique su produccién con el saber que opera en la actualidad. Este proceso se
muestra en la Fig. 2.

descontextualizacion recontextualizacion ) redescontextualizacion
’ e C4 L4
M despersonalizacién P repersonalizacion A redespersonalizacion
L 4
s i g & 7
destemporalizacion retemporalizacion N redestemporalizacion
L4 L4 L 4
= /) N\ J o b
Actividad matematica Actividad matematica y Actividad matematica
del matematico didactica del profesor del alumno

Fig. 2: Etapas de la transposicién didéactica.

La teoria de situaciones didacticas busca estudiar todas aquellas situaciones de apropiacion del conocimiento
a partir de la adaptacion del estudiante al medio donde se construye un saber. En este trabajo, defendemos
el criterio que la actividad esencialmente asociada al estudiante se pone de manifiesto en la etapa de
“Actividad matematica del alumno”, mientras que la intervencién del profesor-investigador consiste en crear
las condiciones para favorecer la “Actividad matematica y didactica” ver Fig. 2. Consideramos que la
instauraciéon de un debate cientifico resulta un elemento de caracter trascendental para la recreacion de
escenarios propicios que favorecen los procesos de construccion, en este caso, del concepto de funcién
convexa.

METODOLOGIA

La secuencia didactica utilizada en la investigacion fue tomada de una ingenieria didactica disefiada para la
introduccién de la nocién de convergencia de sucesiones de funciones (Robinet, 1992). En particular, se
trabajo con la primera actividad propuesta en la primera etapa del disefio de la ingenieria didactica,
consistente en graficar trece sucesiones de funciones y determinar el comportamiento de dichas graficas en
un proceso infinito, ver Tabla 1.

La justificacion del tratamiento de esta actividad, radica en el hecho de que el concepto de convergencia y de
convergencia uniforme de sucesiones de funciones engloba conceptos fundamentales del Célculo y del Analisis
Matematico. Por mencionar algunos de estos conceptos: limite, continuidad, derivada, criterios de convergencia
de series, determinacion de dominios de definicion de funciones, variacion de funciones: crecimiento y
decrecimiento, maximo y minimo relativos, concavidad y convexidad, punto de inflexion, entre otros.

Dada la diversidad en los tipos de graficas, durante el proceso de andlisis por los estudiantes; se previé el
surgimiento de conflictos entre ciertas nociones que se involucran en el proceso de graficacion y de manera
I6gica se instauraron diversos debates en torno a esta actividad, en particular, la atencién se centr6 en las
dificultades relativas a la nocién de funcidon convexa y se intentd en el transcurso del desarrollo de las
actividades, llevar a cabo un proceso de elaboracion de la definicion de esta nocion.
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Tabla 1: Sucesiones de funciones propuestas por Robinet (1992).
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Consideraciones metodoldgicas

La investigacion se llevd a cabo en las siguientes etapas: (i) Eleccién de una estrategia didactica; (i) Eleccion
de la secuencia didactica; (iii) Eleccion del contenido a trabajar; (iv) Recopilacién y tratamiento de la
informacion; y (v) Poblacion objeto de estudio.

Primera Etapa. Eleccién de una estrategia didactica que permitio la produccién de argumentaciones y contra-
argumentaciones: fue el debate cientifico en cursos de matematicas. Desde nuestro punto de vista, el debate
cientifico en cursos de matematicas es una estrategia idonea para poner en accién un proceso de
construccion de definiciones en colectivo, en la cual se busca la colaboracion y participacion de todos los
involucrados en este proceso, esta propuesta se instaura, en lo fundamental, a partir de situaciones
probleméticas.

Segunda Etapa. Eleccién de la secuencia didactica. Hemos tomado nuestra secuencia didactica disefiada
para la introduccion de la nocion de convergencia de sucesiones de funciones (Robinet, 1992) porque su
estructura y disefio favorece la aplicacion y, en su caso, la discusion de diferentes conceptos basicos
estudiados en los cursos anteriores. La diversidad de situaciones representadas va a permitir la aparicion de
ciertos conflictos cognitivos entre las nociones y conceptos involucrados en el proceso de graficacion, y
mismos que se instauraran en los llamados Debates Espontaneos segun la terminologia de Legrand (1993).

La secuencia se trabajo con los estudiantes organizados en grupos de tres o cuatro. Este trabajo en grupos
es fundamental en esta situacion por las siguientes razones: 1) La situacion de debate cientifico esta
constituida de un tipo de tareas que esta ausente de las estrategias didacticas usuales: por lo tanto es
necesario organizar interacciones, tanto para favorecer la devolucién de la situacion ante los estudiantes como
para recopilar datos para nuestra investigacion; 2) Finalmente, trabajando en grupos los estudiantes estaran
mas comodos tendran mayor seguridad e inventiva, pues la diversidad de sus conocimientos permitira al
agrupo apoyarse sobre nociones mas ricas. En otras etapas se les pedira a los estudiantes trabajar solos,
para poder controlar lo adquirido por cada uno acerca de la nocién.
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Tercera Etapa. Eleccién del contenido a trabajar. Se trabajé con la nocién de funcién convexa, en lo esencial,
por la importancia que reviste dicho concepto como base de temas esenciales de la Mateméatica Superior
tales como: Teoria de Funciones, Topologia y Teoria de las Desigualdades y por la relacion operacional que
guarda con los conceptos de limite, continuidad, derivada e integral. Cabe destacar, ademas que el tema de
funcion convexa surgi6 a manera de debate espontaneo. Particularmente, se estudié el proceso de
construccion de la definicidn de funcidén convexa, y se observé el papel que desempefia el contraejemplo en
ese proceso.

Cuarta Etapa. Recopilacion y tratamiento de la informacion. Con el objetivo de registrar las reacciones,
interacciones, dialogos y discusiones; se distribuyeron en cada equipo grabadoras de voz digitales. Las
exposiciones fueron registradas mediante una cdmara de video la cual le daba preferencia al representante
de cada equipo que exponia los resultados producto de las discusiones colectivas y a la persona que
previamente solicitaba la palabra para intervenir con alguna opinién. Se registraba también lo escrito en el
pizarrén. Para el analisis de la informacién se hizo necesario transcribir detalladamente lo registrado en las
grabadoras y en la cadmara de video, respetando, en todo momento, el lenguaje utilizado por los estudiantes.
Se procedié entonces al analisis y sintesis de la informacion.

Quinta Etapa. Poblacion objeto de estudio. La poblacion de estudiantes con los cuales se trabajd, estuvo
formada por veinticuatro alumnos del cuarto semestre de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Autonoma de Guerrero, en ese momento estaban cursando la materia de Calculo IV. Previo a la
experimentacion, los estudiantes estaban por iniciar el estudio del tema de sucesiones de funciones, por lo
gue este fue el escenario que utilizamos para realizar nuestra investigacion. Otro dato relevante es que dichos
alumnos han abordado ya los métodos para el anélisis de funciones empleando la primera derivada para
determinar el sentido de variacion y los extremos, y la segunda derivada para determinar la convexidad,
concavidad y puntos de inflexion. En teoria los estudiantes debieran tener dominio de las nociones que se
involucran en estos procesos, por ejemplo, debiera estar claro para ellos qué es una funcién convexa y saber
gué relacion tiene con la derivabilidad y la continuidad, pero como se pudo observar en la experimentacion,
esto no es asi.

RESULTADOS

Se presentan los resultados de la investigacion, destacandole las respuestas, preguntas, interacciones y
situaciones similares, entre profesor — estudiante y viceversa.

Irrupcién sobre el concepto de convexidad en un debate espontaneo

El tema de la convexidad hace su irrupcién en el debate en el momento en que se estan exponiendo las
gréficas por los estudiantes organizados en equipos de tres, de las sucesiones de funciones. Especificamente
se esta tratando el caso de la sucesién nimero 7, ver Fig. 3.

()
f(x)=0 parax e (- ,0)
vn>2yvxeR fn(X)=§ parax e [0,1]
n—x
f (X)=——— paraxell,
W)=y Paaxelle)

Fig. 3: Forma analitica y grafica de la sucesién de funciones.

Un debate espontaneo. La inquietud surge a partir de la pregunta planteada por uno de los participantes:
Estudiante 1(E1): ¢ No existen puntos de inflexién?

[...]

Estudiante 2 (E2): No, porque en primera la funcién es lineal. Los puntos de inflexién estan determinados al
hacer la derivada. Ahi la segunda derivada seria cero, porque una funcién lineal su derivada es constante, si
yo la vuelvo a derivar me va a dar cero. Ahora tu igualas la segunda derivada a cero para encontrar los puntos
donde...este...se dice que hay puntos de inflexién, entonces te va a dar cero igual con cero nada mas.

Se observo que E2 describid de una manera precisa y para un caso particular el algoritmo que sirve para
encontrar los puntos de inflexion de una funcion. En principio para E2 y para todos los participantes en el
debate debieran estar claros los conceptos que se involucran en este procedimiento, a saber el concepto de
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funcion céncava, funcion convexa y punto de inflexién. En efecto, los estudiantes han abordado ya estos
contenidos en sus cursos anteriores de calculo. La reaccion que E1 tiene hace sospechar que no es asi, por
lo que el PROF plantea la siguiente pregunta:

PROF: A ver creo que no estamos hablando de lo mismo ¢Qué es un punto de inflexion? ¢ Qué es un punto
de inflexion E1?

E1l: Es donde cambia la funcién de...es donde hay un cambio pues...

PROF: Cambio en qué sentido ¢ Qué tipo de cambio?

E1l: Que crece y después decrece ¢ No?

PROF: O sea que va creciendo y después va decreciendo, ahi hay un punto de inflexién, ¢Estamos de
acuerdo en eso? ¢ Si?

[Se genera un debate en el que algunos dicen que si y otros que no. Varios hablan al mismo tiempo]

PROF: Creo que no esta claro eso de los puntos de inflexion.

E2: PROF, ahi se maneja el término concavidad de una curva.Donde hay ese cambio hay un punto de
inflexion.

PROF: Y en este caso tenemos una grafica ¢De qué tipo? ¢ Cdncava o convexa?

[Varios contestan convexa]

PROF: Tenemos una gréfica ¢ Concava o convexa en este caso?

[Se escuchan varias opiniones]

La diversidad de opiniones manifestadas en esta parte del debate pone de manifiesto las dificultades que los
estudiantes tienen en torno a las nociones de punto de inflexion, de convexidad y de concavidad de una
funcion. En algunos casos las opiniones son contradictorias y los partidarios de una u otra posicién parecen
dispuestos a involucrarse en una discusion en la que se diluciden los significados de las nociones.

Definiciones que emergieron

Una vez que el problema esta planteado, aprovechando una inquietud de E1, fue necesario hacer surgir las
diferentes concepciones que los estudiantes tienen acerca de la convexidad para analizar si es posible
hacerlas evolucionar hasta acercarse a alguna de las definiciones establecidas en los textos de mateméticas.
Se observo que la discusion acerca de la convexidad surge en lo que Legrand llama un debate espontaneo,
Legrand (1993). Con esta intencién se plantea la siguiente pregunta.

PROF: ¢ Qué significa que una funcién sea concava o convexa?

[Hay unos segundos de discusion].

Primera definicién.E1. Cuando la grafica se mantiene en el mismo plano y no sale de ahi.

El lenguaje utilizado en esta definicion dada por E1 es muy ambiguo, por lo que hay necesidad de explorar
un poco mas en su significado. Ademas, se observo que esta definicion se aleja mucho de las definiciones
manejadas en los textos. Es el motivo por el cual el PROF pidi6 a ES que ilustre su definicién con un ejemplo
grafico para que ahi se identifiquen los diferentes elementos utilizados.

PROF: A ver dibUjanos una grafica que, desde tu punto de vista, sea concava y una convexa, en el pizarrén.
La idea que ti tienes. Para que nos expliques la definicién que estas dando.

[...]

[E1 pasa al frente y traza un sistema de coordenadas]

El: Yo tengo entendido que una funcién es convexa cuando esta en este semiplano [sefala el primero y
cuarto cuadrante]. Bueno viendo esa grafica...podemos decir que ésta es convexa [hace un trazo en el
pizarrén, analoga a la siguiente construccién, Fig. 4].

N\

Fig. 4: Curva convexa segun E1.

Una primera interpretacion dada al dibujo podria hacer pensar que E1 considera que una funcién convexa es
aquella que “abre hacia abajo” acorde con lo expuesto en Piskunov, Puskinov (2004). Esto Ultimo no esta
fuera de lugar, ya que los estudiantes que participaron en este debate usaron como uno de los textos

198 Informacién Tecnoldgica — Vol. 30 N° 1 — 2019



El Contraejemplo en la Elaboracién de la Definicion de Funcidon Convexa Hernandez-Gémez

principales para sus cursos de célculo | y calculo Il el texto de Piskunov, es lI6gico que en la mente de ellos
tengan esa concepcion de la convexidad. Sin embargo, con el objeto de profundizar en la concepcién de ES,
el PROF le hace la siguiente solicitud:

PROF: Supongamos que dibujas esa misma grafica del lado izquierdo del eje de las y. A ver dibyjala,
exactamente la misma asi como esta.
[E1 dibuja lo que se le pide, ver Fig. 5]:

V4 \

Fig. 5: Gréfica simétrica respecto al eje y.

PROF: ¢ Esa cosa es concava y convexa?

E1: Seria concava de aqui para aca [sefiala del origen hacia la izquierda)...es que no sé.
PROF: Ahora dibuja una que no sea convexa...

[E1 traza una curva como la siguiente, ver Fig.6]:

Fig. 6: Curva no convexa, segun E1.

PROF: Esa no seria convexa y segun tu definicién es porque en ese caso cambia del plano negativo y pasa
al plano positivo.
E1 asiente.

Estos dos ejemplos son acordes con lo expresado verbalmente por E1. Por tal motivo, consideramos que no
es posible que esta definicion ingenua evolucione para acercarse a la definicion establecida. En consecuencia,
esta definicion se deseché al surgir otras definiciones en torno a la cuales se generaron nuevas discusiones.

En lo que sigue, solo se muestran las aproximaciones a la definicién de funcién convexa que emergieron,
producto del debate y en el que la formulacién de los contraejemplos favorecié la evolucion y/o la refutacion
en algunos casos de propuestas de definiciones.

Segunda definicién. E2. Cuando derivo encuentro los puntos de inflexion, entonces tomo los intervalos del
dominio de mi funcién y ya en ese intervalo analizo la primera derivada. Sila primera derivada en ese intervalo
sufre un cambio de positivo a negativo, entonces yo puedo afirmar que mi... este... en ese intervalo la curva
es convexa. Y si en ese intervalo la derivada cambia de negativo a positivo, yo puedo afirmar que en ese
intervalo la curva es concava. Yo asi lo haria.

Esta definicion es generada, en lo fundamental, por una intuicién errénea, que tiene el estudiante, en relacion
a la convexidad. En efecto, para las funciones, que cominmente se muestran, como ejemplos, en los textos,
cuyos maximos se pueden calcular mediante la derivada, en una vecindad de los maximos las curvas son
convexas. Evidentemente, este es s6lo un caso particular de la nocion de funcidon convexa pero consideramos
gue mediante sugerencias criticas pudieron irse eliminando restricciones para aproximarla a alguna de las
definiciones establecidas. En la terminologia de Lakatos, esta definicién puede fungir como una definicion cero.
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Tercera definicion.E2. Fijese, lo que yo le decia era, en términos de funciones crecientes y decrecientes, yo
tendria que mi funcion crece y de repente decrece podria ser una opcién para tomar que es convexa, y cuando
mi funcion va decreciendo en ese intervalo y de repente crece pues la puedo tomar como concava.La idea
central en la que se basa esta definicion es similar a la anterior s6lo que ante la critica de que la definicion
depende de la derivabilidad de la funcién la enuncia en términos de la monotonia. Esta definicion pudo
haberse criticado con un contraejemplo pues en realidad este hecho no caracteriza ni implica a la convexidad.

Cuarta definicion. E3. Para las convexas, la tangente siempre va a estar por arriba, y para las concavas la
tangente siempre va a estar por debajo, de la funcion...de la curva. Recuérdese que esta definicion es la dada
por Piskunov. Sin embargo es una definicion restringida sélo al dominio de las funciones derivables. Sin
embargo es posible hacerla evolucionar, al igual que la segunda.

Quinta definicidn. E4. Profesor, yo encontré una definicién en un diccionario de matematicas. Dice que una
figura es convexa, si tomando dos puntos del interior de la figura y trazamos un segmento que une dos puntos
de la figura, no se sale de la figura, esté contenido en ella. Esta definicién se presenta en la Fig. 7.

A
1
N
5

Fig. 7: Region de convexidad [segun definicion en diccionario de mateméticas]

E5. Ahora si, con esa definiciéon (que dio E4) de convexidad... Entonces, vamos a ver, si yo tomo dos puntos
cualesquiera y los uno, ese segmento siempre va a pertenecer a la figura. Esta definicion construida entre
dos participantes es la definiciébn cero que, por la verificacibn mediante ejemplos y la critica mediante
contraejemplo se hace evolucionar hacia la definicion seis. Reiteremos que pudo haber evolucionado
aproximandose a la definicion dada en Pisot y Zamansky, Pisot (1972).

Sexta definicién. E2. No profesor. Si yo tomo dos puntos de un intervalo pero que pertenezcan a la curva, si
yo los uno, y si... la curva queda por encima de la recta que une esos dos puntos, se dice que es... convexa.
Y si pasa por debajo la curva de la recta esa, entonces es céncava. Se llega a esta definicién después de que
la quinta es puesta a prueba mediante ejemplos y finalmente desechada mediante un contraejemplo.

Séptima definicién. E6. Y ya entonces para todo x, como ya dio la definiciébn E3, o sea que esta sea g(x) [se
refiere a la curva] y esta que sea f(x) [se refiere a la recta que une a los puntos] y ya a partir de ahi, si f(x) es
menor que g(X) [f(x) < g(x)]. Finalmente esta definicién se obtiene por una solicitud de mayor precision en el
lenguaje utilizado en la definicion seis. Es evidente que esta Ultima definicion no es, en términos estrictos,
exactamente la definiciéon de una funcion convexa. Sin embargo consideramos que esta muy préxima a ella.
Esta definicion puede enunciarse de manera mas precisa en la etapa de institucionalizacion con la ventaja y
la conviccién por parte de los participantes en todo el debate, de que las discusiones tenidas a lo largo del
proceso habran preparado el terreno para dotar de sentido a la definicion formal del concepto.

Enla Tabla 2 se indica el nUmero de alumnos que aportaron propuestas sobre una aproximacion a la definicién
de funcién convexa; presentadas anteriormente, indicando ademas, si éstas son o no refutables, y si
evolucionan o no.

Tabla 2: Alumnos que aportaron propuestas afines a la definicion

Definiciones No. de alumnos c,uya No._ Alumnos que no Se refuta Evoluciona
respuesta es afin dieron respuesta la respuesta
Definicion 1 18 6 Si No
Definicién 2 16 8 No Si
Definicion 3 16 8 No Si
Definicion 4 17 7 No Si
Definicién 5 17 7 No Si
Definicién 6 18 6 No Si
Definicion 7 18 6 No Si
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DISCUSION FINAL

A lo largo de la actividad desarrollada, se observo que es factible poner en funcionamiento un proceso de
elaboracion de definiciones en el contexto escolar y que en este proceso, los contraejemplos pueden ser
utilizados adecuadamente para criticar las definiciones propuestas por los que participan en el debate y
hacerlas evolucionar, aproximandolas a las definiciones que se usan en los textos escolares de matematicas.
Consideramos que el debate cientifico en cursos de matematicas es un escenario propicio para un
procedimiento de esta naturaleza. En la misma direccién, mediante la investigacion, se puso de manifiesto
gue el contraejemplo es un recurso basico y una herramienta mediadora; que favorece la critica, la refutacion
y afinacion de las propuestas de definicién, en este caso, de funcién convexa, mismas que emergieron en una
situacién de debate cientifico, y de esa forma se hizo evolucionar el proceso hasta aproximarla a la definicion
formal que usualmente utilizan los textos escolares.

El desarrollo de clases con “debate cientifico” favorece, mediante la discusion en torno a problematicas que
involucran los conceptos, la formulacion de contraejemplos, la comprobacién de casos particulares, el rechazo
de conjeturas, entre otros. Hacer una reconstruccién del concepto, favorece el significado preciso, su
aprendizaje y su utilidad en la misma matematica y en situaciones reales. Por otro lado, a lo largo del debate
aparecieron también los disfuncionamientos previstos en el planteamiento de nuestro problema, a saber, el
impacto que tiene la diversidad de definiciones y terminologia existente en relacion a la nocién de convexidad,
a pesar de que en matematicas se acepta de manera generalizada que la precision en las definiciones juega
un papel muy importante en esta disciplina. A nivel de beneficios de la estrategia de debate, se observd cémo
los participantes se comprometian con la defensa de sus respectivas posturas y como, al final de la
experimentacion relativa a la nocién de funcién convexa, manifestaron inquietudes por propiedades mas
profundas de las nociones involucradas en el debate. Especificamente, lo referente a la relacion entre la
derivabilidad y la convexidad de funciones asi como la existencia de funciones continuas convexas en ningun
intervalo.

Por ultimo, esperamos que este trabajo contribuya a llamar la atencion sobre las definiciones que se utilizan
en el ambito de la escuela. Ya que el uso del contraejemplo como herramienta mediadora, favorecio, en el
debate, el establecer relaciones entre diferentes definiciones de un mismo objeto o entre definiciones similares
(como la continuidad, continuidad uniforme, continuidad absoluta, entre otras).

CONCLUSIONES

La puesta en desarrollo de un debate cientifico para la construccién del concepto de funcién convexa, resulté
ser un escenario propicio, en el cual, el uso del contraejemplo jugd un papel revelador, como una herramienta
didactica mediadora entre la formulacién de conjeturas, y refutacion y/o afinacion de formulaciones acerca del
concepto. En este proceso emergieron nociones fundamentales en torno al de funcion convexa, mismas, que
tras su discusidn se logré preparar el terreno para hacerlas evolucionar teéricamente hacia las determinadas
definiciones como se muestra en las definciones de 2 a 7 de la Tabla 2.

La preparacion por parte del professor en los aspectos: epistemolégico, didactico y cognitivo del concepto
matematico: Funcién convexa, favorecié el papel que jugd en su intervencion en el debate, ya que en todo
momento se tuvo el cuidado de no desviar las discusiones hacia situaciones ajenas y alejadas del contenido
matematico en cuestion. Esta preparacion permitié en los estudiantes proponer conjeturas y debatir sobre
ellas, en dichos debates se utilizo el contraejemplo como argumento para aceptar o refutar las propuestas de
definiciones. De esta manera, se posibilité a travéz de la definicién 2, Tabla 2, la evolucién de las definiciones.

Con el presente trabajo se contribuye en una propuesta didactica para el tratamiento de los conceptos y sus
definiciones en un ambiente de debate cientifico, en el que la situacion del contraejemplo ofrece una
herramienta de corte didactico que posibilita la formulacion y refutacion de conjeturas, favoreciendo la
evolucién de las definiciones generadas por la prueba, y tomando como punto de partida para analisis de las
definiciones de tipo cero.
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