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Resumen

Los temas sensitivos se refieren a acciones delictivas o comportamientos no acepta-
dos por la sociedad. Ejemplos de estos temas son el abuso en el consumo de drogas,
preferencias sexuales, enfermedades sexuales, infidelidad, abortos ilegales, evasion de
impuestos, fraudes, corrupcion, plagio en examenes, etc. En encuestas de temas sen-
sitivos, es comun que el encuestado se niegue a responder la pregunta o responda de
manera no veraz. Esta forma de responder provoca que las inferencias sean incorrectas
debido a la presencia de sesgo de no respuesta o sesgo a respuestas no veraces. Warner
(1965) fue el primero en proponer un método de respuesta aleatoria que protege la

privacidad del encuestado y disminuye el sesgo de no respuesta.

Los disenos de respuesta aleatoria se han utilizado para estimar la proporcion, el
total o la media de caracteristicas sensitivas en la poblacion, mediante variables alea-
torizadas binarias, multinomiales o cuantitativas. También se ha modelado el efecto
variables independientes en una variable binaria aleatorizada, como en Blair et al.
(2015) donde se uso regresion logistica. No se encontraron trabajos sobre modelacién
Bayesiana de variables aleatorizadas ordinales, por lo que en este trabajo se usa el
enfoque Bayesiano, para modelar el efecto de variables independientes en una variable
aleatorizada ordinal, usando regresién probit ordinal. Se consideraron cuatro distribu-
ciones iniciales; la Normal, la Doble Exponencial, la t de Student y la Cauchy. Las
distribuciones posteriores se obtuvieron mediante MCMC. Los estimadores se com-
pararon en funcion del Sesgo, Error Cuadratico Medio, Longitud y Cubrimiento de
intervalos creibles. El mejor estimador Bayesiano fue el que usa la distribucion inicial

Doble Exponencial.



ABSTRACT

Sensitive issues refer to criminal actions or behaviors not accepted by society. Exam-
ples of these issues are abuse in drug use, sexual preferences, sexual diseases, infidelity,
illegal abortions, tax evasion, fraud, corruption, plagiarism in examinations, etc. In a
survey on sensitive issues, it is common for the respondent to refuse to answer the
question or answer in an untruthful way. This way of responding causes inferences to
be incorrect due to the presence of non-response bias or bias to untruthful responses.
Warner (1965) was the first to propose a randomized response method that protects

the privacy of the respondent and decreases the non-response bias.

Randomized response designs have been used to estimate the proportion, total
or average of sensitive characteristics in the population, using binary, multinomial or
quantitative randomized variables. The effect of independent variables on a randomized
binary variable has also been modeled, as in Blair et al. (2015) where logistic regres-
sion was used. We did not find works on Bayesian or frequentist modeling of ordinal
randomized variables, so in this work the Bayesian approach is used to model the ef-
fect of independent variables in an ordinal randomized variable using ordinal probit
regression. Four prior distributions were considered; Normal, Double Exponential, Stu-
dent’s t and Cauchy. Posterior distributions were obtained by MCMC. The estimators
were compared according to the Bias, Mean Squared Error, Length and coverage of
credible intervals. The best Bayesian estimator was the one that uses the prior Double

Exponential distribution.
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Capitulo 1

Introduccion

Se conocen como temas sensitivos aquellos que se consideran amenazantes a la
privacidad de una persona, que reflejan opiniones sobre acciones delictivas o compor-
tamientos no aceptados por la sociedad. Por ejemplo, temas como abortos ilegales,
consumo de drogas, infidelidad, homosexualidad, evasion de impuestos, corrupcion,
fraudes etc. En las encuestas cuando se preguntan temas sensitivos de forma directa,
comunmente el encuestado se niega a responder o responde deshonestamente para no
dar una imagen negativa ante la sociedad. Estas situaciones provocan que los resulta-
dos de las inferencias sean incorrectos y no confiables, debido a respuestas deshonestas
o al sesgo de no respuesta; y con ello, las conclusiones carecen de validez porque no
aportan informacién real del individuo en la poblacion. Debido a estos problemas, los
investigadores han buscado estrategias que minimicen la resistencia del encuestado a
responder honestamente una pregunta sobre el tema sensitivo. Una estrategia que se
ha utilizado, es la técnica de respuesta aleatoria, que reduce el sesgo de no respuesta y

permite que las inferencias tengan mas precision, confiabilidad y validez.

Warner (1965) fue el primero en proponer un método de respuesta aleatoria para
preguntas con respuesta binaria (Si o No). El método consiste en utilizar un mecanismo
aleatorio que selecciona una de dos preguntas complementarias que debe responder el

encuestado.



Otros autores hicieron modificaciones al diseno de Warner, cambiando el mecanis-
mo aleatorio o las preguntas que debe responder el encuestado. Entre algunas de las
versiones que existen son el disefio de pregunta no relacionada propuesto por Greenberg
et al. (1969); el diseno de Moors (1971) que optimiza el de la pregunta no relacionada;
el diseno de respuesta forzada propuesto por Boruch (1971); el diseno de respuesta dis-
frazada que propuso Kuk (1990); la implementacién de la técnica de Mangat y Singh
(1990) que consiste en dos etapas con dos mecanismos aleatorios; la técnica de Mangat
(1994) un poco mas simple que la de Mangat y Singh (1990); el mecanismo aleatorio
alternativo que proponen Singh y Joarder (1997), que consiste en repetir la prueba
con el mecanismo aleatorio de Warner si un encuestado que pertenece al grupo sensi-
tivo no selecciona la pregunta sobre el tema sensitivo en el primer ensayo; el método
de Chua y Tsui (2000), que requiere un valor numérico neutral a diferencia del di-
seno de Warner, que exige una respuesta directa Si o No; la propuesta de Odumade

y Singh (2009) de utilizar como mecanismo aleatorio dos mazos de cartas en vez de uno.

Los disenos de respuesta aleatoria se han utilizado tanto en el enfoque clasico como

en el enfoque Bayesiano para distintos propdsitos.

1. Bajo el enfoque clésico, algunos autores han utilizado los disenos de respuesta

aleatoria para:

a) Estimacion de la proporcién de una caracteristica sensitiva binaria; Warner
(1965) obtuvo estimaciones insesgadas de maxima verosimilitud; Greenberg
et al. (1969) también estimaron la proporcién de la caracteristica inocua
no relacionada; Abernathy et al. (1970) investigaron sobre la induccién del
aborto ilegal en Carolina del Norte, al utilizar el diseno de la pregunta no
relacionada; Chi et al. (1972) utilizaron la técnica de respuesta aleatoria pa-
ra estimar la incidencia de aborto en Taiwan; Kuk (1990) menciona que su

método puede ser aplicado a las caracteristicas cualitativas y cuantitativas;



Mangat y Singh (1990) utilizaron dos mecanismos aleatorios, el primer meca-
nismo para determinar si el encuestado debe responder la pregunta sensitiva
o utilizar el segundo mecanismo que es exactamente el de Warner (1965);
Mangat (1994) hace mas simple la técnica de Mangat y Singh (1990), al
utilizar el mecanismo aleatorio como en Warner (1965) sélo si el encuestado
no pertenece al grupo sensitivo; Chua y Tsui (2000) utilizaron un método
que consiste en dos etapas, en la primera etapa cada encuestado selecciona
un numero aleatorio sin reemplazo de un conjunto de naturales entre 1 y m,
sin decir que nimero toma, en la segunda etapa genera los conjuntos c¢; y ¢
de m nimeros, (reorganizandolos ascendentemente) de distribuciones cono-
cidas f; y fo respectivamente, y se le indica que mencione el niimero mayor
del conjunto c¢; si posee la caracteristica sensitiva, o el numéro mayor del
conjunto ¢ si no la posee; Chaudhuri (2001) mostré como se puede desarro-
llar una estimacion si la muestra de individuos se extrae con probabilidades
de seleccién desiguales con o sin reemplazo; Chang et al. (2004) también
estimaron la probabilidad de que los individuos que pertenecen al grupo
sensitivo informen la verdad; Odumade y Singh (2009) estudiaron la eficien-
cia relativa del estimador que propusieron, con respecto a otros estimadores;
Arnab et al. (2012) proporcionaron una generalizacion de la estrategia de
Odumade y Singh (2009); Arnab y Shangodoyin (2015), mediante el método
de maxima varosimilitud, mejoraron el estimador de la proporciéon obteni-
do por Arnab et al. (2012); Alavi y Tajodini (2016) aplicaron la técnica de
respuesta aleatoria de manera repetida, con el fin de incrementar la protec-
cion de la privacidad de los encuestados y la eficiencia de la estimacion de la
proporcion; Singh y Tarray (2016) sugirieron una clase de estimadores inses-

gados para la proporcion, al utilizar un modelo mixto de respuesta aleatoria.

Estimacién de la proporcién de una caracteristica sensitiva multinomial;
Abul-Ela et al. (1967) consideraron el caso cuando al menos una y no més
de k — 1 categorfas son sensitivas; Mukerjee (1981) sugirié pruebas de mues-

tras grandes para la independencia de los caracteres confidenciales; Kim



y Warde (2005) utilizaron el mecanismo aleatorio de Hopkins (botella con
bolas de dos colores diferentes), desarrollado por Liu y Chow (1976), pa-
ra estimar la proporcién bajo el supuesto que el encuestado responde con
la verdad y también cuando no lo hacen, compararon proporciones de las
categorias sensitivas bajo el supuesto de que el encuestado responde con la
verdad, y midieron la relacion lineal de dos variables sensitivas mediante la

correlaciéon del estimador de momento del producto de Pearson.

Estimacién de la media y del total de individuos con caracteristicas sensitivas
en una poblacién; Soberanis y Miranda (2011) en un muestreo sin reempla-
zo y asistido por un modelo de regresion logistica, utilizaron la técnica de
Morton para estimar el total. La técnica de Morton consiste en la seleccion

aleatoria de preguntas no relacionadas en tres opciones:

1) La pregunta sensitiva.

2) Una opcién no sensitiva, tal que la respuesta siempre es Si, o simple-

mente se le indica al encuestado que diga Si.

3) Una opcién que es el complemento de la segunda.

cada una de las tres opciones respectivamente con probabilidades pi, po y
ps. Kalucha et al. (2015) propusieron un estimador de razén, de la media
de una poblacién finita al utilizar un modelo de respuesta aleatoria opcional

propuesto por Gupta et al. (2010).

Modelacién de variables binarias aleatorizadas.

Scheers y Dayton (1988) fueron los primeros en utilizar regresién logistica
con variables respuesta aleatorizadas, aplicado al modelo Warner (1965) y
al modelo de Greenberg et al. (1969); van der Heijden y van Gils (1996)
ajustaron un modelo de regresion logistica con los disenos de respuesta for-
zada y de pregunta no relacionada. van den Hout et al. (2007) estudiaron un
modelo de regresion logistica univariante para variables respuesta aleatori-

zadas binarias, como un modelo lineal generalizado; también estudiaron un



modelo de regresion logistica multivariante, en el que es posible la relacion
entre varias variables respuesta aleatorizadas y un conjunto de covariables
conjuntamente; como ejemplo tomaron los datos de un estudio sobre el frau-
de de beneficios sociales. van der Heijden et al. (2011) modelaron mediante
regresion logistica una variable respuesta binaria aleatorizada y mediante
regresion ordinal, una variable W (suma de m preguntas sobre caracteristi-
cas sensitivas binarias con respuestas Si) con variables independientes. Blair
et al. (2015) utilizaron la variable binaria aleatorizada en el modelo de re-
gresion logistica de dos maneras, como variable respuesta o como variable
independiente; estimaron los pardametros del modelo mediante el algoritmo

EM (Esperanza-Maximizacion).

Modelacién de variables multinomiales.

Cruyft et al. (2006) estudiaron un modelo Poisson cero inflado, para una
variable aleatorizada con multiples categorias de respuesta ordenada, para
tener en cuenta el sesgo de respuesta de autoproteccién; el estudio fue bajo
el supuesto de que las categorias de la caracteristica sensitiva siguen una
distribucién Poisson. Proporcionaron un ejemplo de una variable de una en-
cuesta Holandesa sobre el fraude a la seguridad social, utilizaron el diseno

de respuesta forzada.

Comparaciones entre disefios de respuesta aleatoria; Moors (1971) mejord
una de las sugerencias sobre la eleccién de los pardmetros del modelo de
Greenberg et al. (1969) y probd la superioridad de la optimizacién del mode-
lo de pregunta no relacionada comparado con el modelo Warner. Tracy y Fox
(1981) compararon la validez de la técnica de respuesta aleatoria al realizar
la entrevista con respuesta aleatoria y con pregunta directa, mostraron que
el método de respuesta aleatoria superd al método directo al revisar el error
cuadratico medio en cada caso. Chaudhuri y Mukherjee (1987) revizaron va-
rios disenos de respuesta aleatoria aplicados a caracteristicas cuantitativas

y cualitativas, algunos aplicados a poblaciones infinitas. Lensvelt-Mulders



et al. (2005) compararon la eficiencia de 6 disenos de respuesta aleatoria;
en sus resultados mostraron que el disefio de respuesta forzada y una for-
ma especial del diseno de pregunta no relacionada fueron mas eficientes.
De Schrijver (2012) analizé los disenos de respuesta forzada y de pregunta
no relacionada para estudiar si los encuestados entienden y confian en los
disenos, sus resultados mostraron que la comprension fue significativamente
mayor en el diseno de respuesta forzada y la confianza fue baja en ambos

disenos.

2. Otro de los enfoques de la inferencia en el que se han utilizado los disenios de
respuesta aleatoria es en el Bayesiano. Bajo este enfoque, Kim et al. (2005) pro-
pusieron una versiéon Bayesiana del modelo de Mangat (1994), para estimar la
proporcién de una caracteristica sensitiva binaria. Kim y Heo (2011) desarro-
llaron un modelo de respuesta aleatoria multinomial bayesiano, al considerar el
modelo de respuesta aleatoria multinomial de Kim y Warde (2005), para estimar

la proporcion de una caracteristica sensitiva multinomial.

En la literatura revisada no se encontré antecedentes sobre modelacion Bayesia-
na de variables respuesta aleatorizadas ordinales, por lo que este es el objetivo en el
presente trabajo, modelar bajo el enfoque Bayesiano, variables respuesta aleatorizadas
ordinales, con un conjunto de variables independientes que miden caracteristicas sen-

sitivas del individuo.

Se utiliza el modelo probit ordinal y se proponen cuatro distribuciones iniciales, la
distribucién Normal, la Doble Exponencial, la t de Student y la Cauchy. Las distribucio-
nes posteriores se aproximan, al utilizar el programa JAGS en el software estadistico
R y para mejorar la eficiencia del proceso MCMC se consideran estandarizadas las
variables independientes. Las estimaciones que se obtienen con cada una de las distri-

buciones iniciales, se evaliian para compararlas.



En el resto de este primer capitulo se da una breve descripcion de algunos disenos de
respuesta aleatoria: el disenio de Mangat y Singh (1990), el disefio de Mangat (1994) y
de los cuatro disefios que usan Blair et al. (2015), el diseno de Warner (1965), el diseno
de pregunta no relacionada, el diseno de respuesta forzada y el diseno de respuesta
disfrazada; aunque en el presente trabajo se utilizé un mecanismo aleatorio usado para
el diseno de respuesta forzada generalizado a variables multinomiales. En el segundo
capitulo se presenta la teoria sobre el enfoque Bayesiano, los métodos numéricos y los
criterios de evaluacién de estimadores. En el tercer capitulo se presenta la metodologia
utilizada y el modelo propuesto. En el cuarto capitulo se presentan los resultados

obtenidos, enseguida las Conclusiones, las Referencias y finalmente los Anexos.

1.1. Algunos disenos de respuesta aleatoria

1.1.1. Modelo Warner

El modelo Warner fue el primer diseno de respuesta aleatoria propuesto para dis-
minuir el sesgo de no respuesta y proteger la privacidad del encuestado cuando se pre-
guntan temas sensitivos. Este disefio nombrado asi en honor a Stanley Warner (1965),
fue propuesto para preguntas con respuesta binaria. El método consiste en utilizar un
mecanismo aleatorio, por ejemplo un juego de cartas, una ruleta, el lanzamiento de
dados, una urna con bolas de colores, etc. El diseno considera a la poblacion dividida
en dos grupos: el grupo de individuos que tienen la caracteristica sensitiva, A, con
probabilidad 74 y el grupo de individuos que no tienen la caracteristica sensitiva, A,
con probabilidad 1 — m4. El mecanismo aleatorio determina si se debe responder la pre-
gunta ;Perteneces a A? con probabilidad p o la pregunta complementaria ; Perteneces
a A®? con probabilidad 1 — p. Se pide al encuestado que responda honestamente con
un S7 o un No la pregunta seleccionada, sin mencionar al entrevistador que pregunta

selecciona, para proteger su privacidad.



Figura 1.1: Mecanismos aleatorios utilizados en el modelo Warner.

Bajo el modelo Warner la probabilidad de pertenecer al grupo con la caracteristica
sensitiva, m4, se puede obtener al considerar una variable binaria latente Z y una

variable binaria observada Y tal que:

v 1 si el i-ésimo individuo responde si
0 si el i-ésimo individuo responde no
P 1 si el i-ésimo individuo pertenece al grupo A
i p—
0 si el i-ésimo individuo pertenece al grupo A®
— Si(Y;=1)
L AAZi=1)
4 —No (Y; =0)
1-m (A7 —No (Y; =0)
A (Z; = 0)

1 Sps (A2 — Si(Y;=1)

Figura 1.2: Diagrama del disenio de Warner.

Mediante el mecanismo aleatorio la probabilidad de que el i-ésimo encuestado, 1 =

1,...,n, pertenezca al grupo con la caracteristica sensitiva, 74 = P(Z; = 1), esta



relacionada con la probabilidad de respuesta Si, m = P(Y; = 1), mediante la ecuacion:
T = P(Z;=1)P(A?Z, =1)P(Y; =1|Z;=1,A7)
+P(Z; = 0)P(A°?|Z; = 0)P(Y; = 1|Z; = 0, A°?)
= map+ (1 —7a)(1 —p)
= Zp-Vma+(1-p)

Asi la probabilidad de que cada encuestado pertenezca al grupo con la caracteristica

sensitiva m4 esta dada por:

T —(1-p) 1
TA = 2p_1 ) p?éQ

Se debe tener especial cuidado al seleccionar el valor de p, el cual debe ser de forma que
el encuestado esté convencido de que su privacidad se mantendra oculta, p = 1/2 seria
ideal pero con este valor el estimador no estard definido y si p = 1 seria equivalente a
realizar la pregunta directa, justo lo que el encuestado se niega a responder, por lo que

preferentemente debe seleccionarse % <p<lLl

1.1.2. Diseno de pregunta no relacionada

El diseno de pregunta no relacionada fue desarrollado por Greenberg et al. (1969)
para dos casos, uno con y el otro sin la probabilidad conocida de la caracteristica
inocua no relacionada. Al igual que en el modelo Warner, también se consideran dos
preguntas, una de las cuales es la pregunta sobre el tema sensitivo y la otra a diferencia
de la pregunta complementaria, es cualquier pregunta que no esté relacionada con el
tema sensitivo, por ejemplo la pregunta sobre el tema sensitivo podria ser ;Perteneces
al grupo de individuos que consumen droga? y la pregunta no relacionada con el tema

sensitivo podria ser ;Perteneces al grupo de individuos que les gusta la musica clasica?

El diseno desarrollado para el caso cuando se conoce la probabilidad de la carac-
teristica inocua no relacionada, se describe a continuacion:

Al igual que en el modelo Warner la poblacién se divide en dos grupos, el mecanismo

10



aleatorio determina si se responde la pregunta sobre el tema sensitivo, denotada por A,
con probabilidad p de ser seleccionada o la pregunta no relacionada, denotada por B,
con probabilidad 1 — p de ser seleccionada y con probabilidad conocida ¢ de respuesta
St. Igualmente que en el modelo Warner, se pide al encuestado responder con un S7 o
un No de manera honesta, a una de las dos preguntas seleccionadas, sin mencionar el

resultado del mecanismo aleatorio para proteger su privacidad.

En la Figura 1.3, se presenta un diagrama del diseno de pregunta no relacionada,
para el caso cuando se conoce la probabilidad de la caracteristica inocua no relacionada,

donde Z y Y son variables binarias descritas como en el modelo Warner.

A? ———Si(i=1)

< Si(Y;=1)
T, <

No (Y; = 0)

(A? — No (Y; =0)

1—my p ! i
A (Z; =0
“ )< q Si(Y=1)

1—qg*No(¥;=0)

Figura 1.3: Diagrama del disenio de pregunta no relacionada.

Para este caso la probabilidad de respuesta Si se obtiene mediante:
T = P(Z;=1)P(A?Z;, =1)P(Y; =1|Z; =1, A?)
+P(Z; =1)P(B?|Z; = 1)P(Y; = 1|Z; =1, B?)

+P(Z; = 0)P(B?|Z; = 0)P(Y; = 1|Z; = 0, B?)

= map+ma(l = p)g+ (1 —ma)(1—p)g

= pra+q(l—p)
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Y la probabilidad de pertenecer al grupo con la caracteristica sensitiva m4 es:

T™—(1—
A = (p p)q7 p#o

Desde el punto de vista practico, el valor de p debe ser distinto de cero, porque con
este valor es equivalente a sélo realizar la pregunta no relacionada y no la pregunta
sobre el tema sensitivo, por lo que, no se obtendria la informacién de interés; distinto
de uno porque con este valor es equivalente a realizar la pregunta sensitiva de manera

directa, justo lo que el encuestado no quiere responder.

1.1.3. Diseno de respuesta forzada

El diseno de respuesta forzada también fue desarrollado para preguntas con res-
puesta binaria. Al igual que en el modelo Warner, la poblacién también se considera
dividida en dos grupos. El mecanismo aleatorio en este diseno, determina si el encuesta-
do responde con honestidad a la pregunta sobre el tema sensitivo, con probabilidad p o
responde con un S7 o un No de manera forzada, con probabilidades p; y py respectiva-
mente, independientemente si tiene o no la caracteristica sensitiva. Por ejemplo, Blair
et al. (2015) usaron como mecanismo aleatorio el lanzamiento de un dado, en el que el
encuestado responde No con probabilidad pg si el resultado del lanzamiento del dado
es 1, o responde con honestidad la pregunta sobre el tema sensitivo con probabilidad
p, si el resultado del lanzamiento es 2, 3, 4 o 5, o responde Si con probabilidad p; si
el resultado es 6, donde py + p + p1 = 1. Por otro lado, van den Hout et al. (2007)
utilizaron el lanzamiento de dos dados, en el cual consideraron la suma de los valores

resultantes del lanzamiento.
En la Figura 1.4 se presenta un diagrama sobre el diseno de respuesta forzada,

donde las variables binarias Z y Y se consideran como se describieron en el modelo

Warner.
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Do No — No (¥; =0)

- AlZ;=1) P (A? — Si(Y,=1)
A
™ s — sin=1)
Po No — No (Y;=0)
1—?TA
A (Z;=0) £ (A? —— No (Y; = 0)
P1 Si

— Si(%=1)

Figura 1.4: Diagrama del diseno de respuesta forzada.

En este diseno la probabilidad de respuesta Si, 7, para cada individuo, ¢ = 1, ..., n,
y la probabilidad de pertenecer al grupo con la caracteristica sensitiva, 4, estan rela-

cionadas por:
T = P(Z;=1)P(A?Z, =1)P(Y;=1|Z;=1,A?)
+P(Z; = 1)P(Si|Z; =1)P(Y; = 1|Z; = 1, S1)
+P(Z; =0)P(Si|Z; =0)P(Y; = 1|Z; = 0, 5%)
= Tap+map1 + (1 —ma)p1
= pTA+ P
m— D1

A = p#0
p

El valor de p debe ser distinto de cero, para que tenga sentido realizar la pregunta sobre
el tema sensitivo y se obtenga la informacion de interés, también debe ser distinto de

uno para evitar realizar la pregunta sensitiva de manera directa.

1.1.4. Diseno de respuesta disfrazada

Otro diseno similar al de Warner, es el de respuesta disfrazada propuesto por Kuk
(1990), el cual no requiere la respuesta directa del encuestado. Igual que en el modelo
Warner también se utilizan dos preguntas, la pregunta sensitiva con probabilidad p de

ser seleccionada y la pregunta complementaria con probabilidad 1 — p. La modificacién
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en este disenio es que el encuestado en vez de responder Si o No, sus respuestas son
sustituidas por palabras inocuas, es decir, palabras que no afectan la sensitividad de las
respuestas, para evitar la incomodidad de proporcionar respuestas directas. Un ejemplo
de este diseno, es cuando el mecanismo aleatorio, consiste en que al encuestado se le
presentan dos cajas con cartas, una caja con cartas a la izquierda, que representa la
respuesta S7, la cual tiene una proporcién p de cartas rojas y 1 — p de cartas negras, y
la otra caja con cartas a la derecha, que representa la respuesta No, la cual contiene
proporciones complementarias de las cartas, es decir, una proporcién 1 — p de cartas
rojas y una proporcion p de cartas negras. Bajo el diseno se le explica al encuestado
que tome una carta de cada caja, de igual manera sélo él debe conocer el resultado
del mecanismo, sin olvidar la respuesta que representan las cajas, cuando el entrevis-
tador realiza la pregunta directa sobre el tema sensitivo, se le indica que proporcione
como respuesta, el color de la carta seleccionada de la caja que representa su respues-
ta honesta. De esta manera su privacidad esta protegida, porque no da una respuesta

directa afirmativa o negativa, sino que es sustituida por el color de la carta seleccionada.

En la Figura 1.5, se presenta el diagrama sobre el diseno de respuesta disfrazada
para este ejemplo, donde Z y Y son variables binarias, tal que para cada individuo, se

describen como:

1 si el i-ésimo individuo responde roja
Y, =
0 si el i-ésimo individuo responde negra

P 1 si el i-ésimo individuo pertenece al grupo A
i —=
0 si el i-ésimo individuo pertenece al grupo A®

Bajo este diseno y mediante el mecanismo aleatorio, si responder Roja es equivalente
a una respuesta S, entonces la probabilidad de que el i-ésimo encuestado, responda

Roja, es igual a la probabilidad de responder St en el modelo Warner.
7 = P(Z;,=1)P(Roja|Z; =1)P(Y; = 1|Z; = 1, Roja)
+P(Z; = 0)P(Roja|Z; = 0)P(Y; = 1|Z; = 0, Roja)
= map+(1—7ma)(1—p)=2p—1)ma+ (1 —p)
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Al igual que en el modelo Warner, la probabilidad de pertenecer al grupo con la carac-
teristica sensitiva, w4, se determina mediante:

Sl Ul )
2p—1
El valor de p debe ser distinto de 1/2 para que el estimador de 74 esté definido y

distinto de uno para evitar realizar la pregunta sensitiva de manera directa, es decir,

p# 5L
p R —— Roja(¥;=1)
1-p N —— Negra (Y; = 0)
1-p R — Roja(Y;=1)
1—-my
AC (Z; = 0)<
p N — Negra (Y; =0)
Figura 1.5: Diagrama del disefio de respuesta disfrazada.

1.1.5. Diseno de Mangat y Singh (1990)

El método que propusieron Mangat y Singh (1990) también considera la poblacién
dividida en dos grupos, similar al modelo Warner, consiste en que cada encuestado
utiliza dos mecanismos aleatorios; con el primer mecanismo aleatorio se selecciona con
probabilidad ¢ responder la pregunta sensitiva o con probabilidad 1 — ¢ utilizar el se-
gundo mecanismo aleatorio (M2), que es exactamente como en el modelo Warner, es
decir, que con probabilidad p se selecciona la pregunta sensitiva y con probabilidad
1 — p se selecciona la pregunta complementaria, para responder con un S7 o con un No

de manera honesta.

En la Figura 1.6, se presenta el diagrama del diseio de Mangat y Singh (1990),
donde Z y Y son variables binarias como se describieron en el modelo Warner. Mediante
este diseno, la probabilidad de respuesta Si, m, esta relacionada con la probabilidad de

pertenecer al grupo con la caracteristica sensitiva, 74, mediante la ecuacion:
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m = P(Z;=1)P(A?Z;=1)P(Y; =1|Z; =1, A?)
+P(Z; = 1)P(M2|Z; = 1)P(A?|Z; = 1, M2)P(Y; = 1|Z; = 1, M2, A?)
+P(Z; = 0)P(M2|Z; = 0)P(A°?|Z; = 0, M2)P(Y; = 1|Z; = 0, M2, A°?)
= mat+7ma(l—tp+(1—ma)(1—1t)(1—p)
= tma+ (1 =t)[pra+ (1 —p)(1—74)]
Entonces 74 es:

_mi—(1-p(A-1
2p—1+2t(1 —p)

TA

El valor de t debe ser distinto de cero, porque con este valor el método se reduce exacta-
mente al modelo Warner y distinto de uno porque es equivalente a realizar la pregunta
sensitiva de forma directa, justo lo que el encuestado se niega a responder. También el
valor de p debe ser distinto de cero y de uno, distinto de cero porque con este valor no
tiene sentido un segundo mecanismo, se reduce a utilizar el modelo Warner, y distinto

de uno porque se reduce a realizar la pregunta de forma directa.

— Si(Y;=1)

t y ;A?
iy “Z":”< Lvid? — siri=1)
1—-t¢ M2
1-p

(AC? — No (¥; = 0)

» No (Y; = 0)

t (A?
C [
1—t M2<
1-p

1_?[}1

(A7 —— Si(Yi=1)

Figura 1.6: Diagrama del disenio de Mangat y Singh (1990).
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1.1.6. Diseno de Mangat (1994)

El disenio de Mangat (1994) es un poco mas simple que el disenio que desarrollaron
Mangat y Singh (1990). Este método también considera a la poblacién dividida en
dos grupos complementarios. Cada uno de los encuestados se selecciona por muestreo
con reemplazo con igual probabilidad; con la instruccion de responder S, si tiene la
caracteristica sensitiva, en caso contrario, utiliza el modelo Warner, es decir, mediante

un mecanismo aleatorio se determina si responde la pregunta sensitiva o la pregunta

complementaria.
, A(Z:=1) » Si(Y.=1)
1 P_»;A? — No(¥; =0)
A%a=m<:::
1-p* (A7 — Si(Y=1)

Figura 1.7: Diagrama del disefio de Mangat (1994).

Con este método, la probabilidad de respuesta S4, al considerar las variables binarias

Z y Y como en el modelo Warner, se determina como:

T = P(Z=1)PY;=1|Z;=1)+ P(Z; = 0)P(A°?|Z; = 0)P(Y; = 1|Z; = 0, A°?)
= ma+(1-ma)(1-p)
= (1—p)+pra

Asi para cada encuestado, la probabilidad de pertenecer al grupo con la caracteristica

sobre el tema sensitivo es:

T—(1—

Desde el punto de vista préctico, el valor de p debe ser distinto de cero, porque si es
cero, equivale a no utilizar el mecanismo aleatorio y las respuestas serian de forma
directa de pertenecer o no al grupo con la caracteristica sensitiva. También debe ser
distinto de uno, porque eso llevaria a realizar la pregunta de manera directa, justo lo

que el encuestado se negaria a responder.
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Capitulo 2

Teoria Bayesiana

La inferencia Bayesiana es una alternativa a la inferencia clasica, para estudiar pro-
blemas a través de la estimacion de parametros o contrastes de hipétesis. El término
bayesiano, se debe a que en el proceso de inferencia se usa el famoso teorema de Bayes,

publicado en 1763, del matematico reverendo Thomas Bayes (1702-1761).

En la inferencia Bayesiana, a diferencia de la inferencia clésica, el pardmetro de in-
terés en el modelo de probabilidad, es considerado como una variable aleatoria, donde
el conocimiento que se tiene de este, tiene cierto grado de incertidumbre. Mediante el
enfoque subjetivo, se puede incorporar informacién inicial que exprese el conocimiento
o ignorancia sobre el parametro y mediante el teorema de Bayes esa informacion se
actualiza al observar la evidencia de los datos, para tomar decisiones basada en la nueva
informacion. La inferencia Bayesiana, se basa en la funcion de densidad posterior del

parametro, después de analizar los datos.
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2.1. Inferencia Bayesiana

La funcién de masa o de densidad de probabilidad conjunta, por definicion es el

producto de la distribucién de los datos 7(y|#) y la distribucién inicial 7(6):

m(y,0) = m(y|0)m(0)
Entonces por el teorema de Bayes, la distribucién posterior de 6 dado y es :

m(y,0) _ 7(yl0)7(0)
m(y) m(y)

m(0ly) =
donde la distribucion marginal de y es:

/ﬂ(y|9)7r(9)d9, si 0 es continua

m(y) =

> m(yl0)m(0), si 0 es discreta

la cual no depende del parametro 6. Dado el vector y de observaciones, la distribucién
marginal, es una constante de normalizacién en la distribucién condicional 7(6|y), por

lo que puede omitirse para obtener la forma equivalente, la distribucién posterior no

normalizada (Gelman et al., 2014, pag. 6).

m(0ly) o< m(y|6)m(6)

La distribucién 7(#) aporta informacion del pardmetro 6 antes de conocer los datos;
cuando no existe conocimiento sobre el parametro o el conocimiento existente es dificil
de resumir en una informacién previa, esa ignorancia se expresa como distribuciones
iniciales no informativas. Algunas distribuciones no informativas son la distribucion
Uniforme entre —oo y +00 o entre 0 y 400 o la inicial de Jeffreys, algunas distribucio-
nes iniciales no informativas pueden ser impropias (cuando su integral es diferente de

uno sobre el rango de valores posibles) (Congdon, 2006, pag, 4).

Las distribuciones posteriores a veces se pueden obtener de forma sencilla al realizar
calculos analiticos o numéricos, cuando la distribucion inicial es conjugada. Conjuga-
cion es la propiedad de que la distribucién posterior sigue la misma forma paramétrica

que la distribucion inicial, entonces la distribucién inicial es conjugada para la funcion
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de verosimilitud (Kruschke, 2014, pdg. 126). Cuando se tiene un vector de parametros
de alta dimensién, a veces no es posible calcular la distribucion posterior mediante
calculos analiticos, debido a que se deben resolver multiples integrales complejas, por
lo que es conveniente utilizar métodos computacionales, que implican un muestreo re-
petido que convergen al muestreo de la distribuciéon posterior del parametro. Estos
métodos computacionales son algoritmos iterativos basados en Cadenas de Markov
Monte Carlo (MCMC, por sus siglas en inglés). Dos de los algoritmos conocidos, son

el Metropolis-Hastings y el muestreador de Gibbs.

2.2. Cadenas de Markov Monte Carlo

Una cadena de Markov X={X®} es una secuencia de variables aleatorias depen-
dientes indexada por el tiempo t > 0. La secuencia X©, XM . X® _ que toma
valores en un espacio de estado discreto, es una cadena de Markov si cumple con la
propiedad de Markov, es decir, si la distribucién condicional de cualquier variable en un
determinado estado dadas todas las anteriores, sélo depende de la inmediatamente an-
terior, P(X®|X© X® Xty = p(XO|XED) A la distribucién P(X®]X 1)
se le denomina kernel de transicion o kernel de Markov. A medida que la cadena de
Markov va avanzando, va convergiendo a una distribucién estacionaria o invariante que
se aproxima a la distribucién posterior del pardametro de interés. Para que la cadena
de Markov converja a una distribucién estacionaria, se deben cumplir las siguientes

condiciones:

1. Que sea homogénea en el tiempo, es decir, que la distribucién de probabilidad de
transicién entre dos estados no cambie en el tiempo. En términos de probabilidad,
esto significa que la probabilidad de ir del estado 7 al estado j en un paso no

dependa del tiempo en el que se encuentra la cadena:
P(X, =j|Xn1=1)=P(X; =j|Xo=1)

2. Que sea irreducible, es decir, que todos los estados de la cadena, se comuniquen

con todos los demas estados, con probabilidad positiva en tiempo finito.
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3. Que sea recurrente positiva, es decir, si el tiempo promedio de recurrencia de un
estado recurrente i de la cadena, es finito. Un estado ¢ es recurrente, si la cadena

regresa a i, con probabilidad 1.

La mayoria de las cadenas involucradas en los algoritmos MCMC son recurrentes y
la distribucion limite es la distribucién estacionaria. En la simulacion, si un kernel dado
produce una cadena de Markov ergddica con distribucion estacionaria f, entonces al
generar una cadena de este kernel, producira simulaciones de la distribucion f. Por lo
que el objetivo de generar muestras via Cadenas de Markov, es para estimar cualquier
funcion integrable h de interés, a través de promedios, es decir, de las simulaciones
X0, x® XW® .. se puede estimar E;(h(X)) con:

T

_
_ ®)
ht_TZh(X )

t=0

donde h; converge a E;(h(X)) cuando t — oo, (Robert y Casella, 2010, pag. 169).

2.2.1. Metropolis-Hastings

El algoritmo de Metropolis-Hastings, es un método de simulacién de Cadenas de
Markov, para aproximar una distribucién posterior arbitraria w(6|y) que es dificil de
muestrear directamente. El algoritmo construye un kernel de Markov con distribucién
estacionaria 7(f|y), luego se genera una cadena de Markov al usar este kernel, de
manera que la distribucién limite de la cadena sea w(f|y). Este algoritmo se basa en
una condicién de aceptacion o rechazo, que garantiza que el método genere muestras de
la distribucién estacionaria que converge a la distribucién posterior de interés. Para el
algoritmo se propone una funcién de densidad condicional ¢(.|x) para generar valores
candidatos, el valor generado, es evaluado para ser aceptado o rechazado con cierta
probabilidad a(z, 68*). El algoritmo Metropolis-Hastings produce una cadena de Markov
a través de la siguiente transicién (Robert y Casella, 2010, pdg. 170-171).

1. Se inicia la cadena con un valor arbitrario z(9.

2. Se repite para la iteracion j = 1,2, ..., N.
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3. Se genera un valor §* de la distribucién condicional ¢(.|z)) y un valor u de la

distribucién U(0, 1).

4. Se calcula la probabilidad de aceptacién:

(29, 6%) = min (1 m(6*[y)g(z"6%) )

m(zW]y)q(0*[z)
5. Siu < a(x(j), 0*) entonces el valor 0* es aceptado y pasa a ser el siguiente estado

de la cadena, es decir, 20D = §*.

6. En caso contrario el siguiente estado de la cadena sigue siendo el valor del estado

j, es decir, Ut = 20),

7. El proceso se repite, tal que la distribucién de la cadena de Markov {21, z®), .. 2™}

converja a la distribucién objetivo.

2.2.2. Muestreador de Gibbs

Es otro de los algoritmos de simulacién utilizado para generar Cadenas de Markov
Monte Carlo, cuya distribucién estacionaria converge a la distribucion posterior del

parametro de interés.

El algoritmo para producir una muestra de Gibbs para un vector de k pardmetros
0 = (01,0, ...,0;), estd dada por la siguiente transicion de #) a §U+Y (Robert y Casella,
2010, pag. 206):

1. Se inicia la muestra al fijar valores iniciales para todos los pardmetros ) =

0 0 0
RN

2. En la transicion j + 1, para cada parametro, se genera un valor de la distribu-
ciéon condicional del parametro 6, dado los valores generados en la transicion

inmediatamente anterior de los parametros restantes.
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07~ m(0:169,09,09,....0)
05~ (0210970, 09, 09, .. 0)

Qf(ij+1) ~ 7T3(93|9§j+1)7 Q;j—H)a eé(Lj)a Sz} 0]((:]))

00~ mOnl07 07T, oY)

Las distribuciones 7y, o, ..., 7 son llamadas distribuciones completas.

3. El proceso de muestreo, es repetido hasta que el limite de la cadena converja a

la distribucién posterior del pardametro.

2.2.3. Diagnésticos de convergencia de la cadena

Como se mencion6 anteriormente, para que una cadena converja a una distribucion
estacionaria, esta debe ser irreducible, homogénea y positiva recurrente. Algunas formas
de verificar la convergencia de la cadena es utilizando algunos diagnosticos, ya sean
graficos o pruebas estadisticas que den indicios de que las cadenas convergen. Entre
algunas de las pruebas estadisticas, estén el diagndstico de Geweke (1992), el de Raftery
y Lewis (1992), el de Heidelberger y Welch (1993) y el de Gelman y Rubin (1992) que
estan implementados en el paquete CODA del software estadistico R (Core Team,
2016). En este trabajo se describe el diagnéstico de Gelman y Rubin (1992), el cual
sera utilizado, ademés de un diagndstico gréfico que es la traza de una cadena de

Markov.

Traza de la Cadena de Markov

Una forma visual de diagnosticar la convergencia de las cadenas de Markov, es
mediante el grafico de la traza de al menos dos secuencias paralelas del parametro
de interés. En este grafico se relaciona el niimero de iteraciones contra los valores de
las estimaciones del pardametro en cada iteracion, una forma de decir que las cadenas

convergen a la distribucion estacionaria, es cuando los valores de las estimaciones del
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parametro en cada cadena estan en un corto rango, en el transcurso de las iteracio-
nes, es decir, que las cadenas estén superpuestas o entrelazadas (mezcladas); en caso
contrario probablemente se necesite aumentar el nimero de iteraciones para llegar a la

convergencia o simplemente no hay convergencia en las cadenas.

Diagnéstico de Gelman y Rubin

El diagnéstico de Gelman y Rubin (factor de reduccién de escala potencial, R),
es una prueba estadistica para diagnosticar la convergencia de mas de dos cadenas
de Markov, la prueba consiste en medir la varianza entre las cadenas y dentro de las
cadenas, este diagndstico es calculado con la funcién gelman.diag del paquete CODA

en el software estadistico R.

El factor de reduccién de escala potencial, R, es estimado mediante el siguiente

procedimiento:

1. Se generan m > 2 cadenas, cada una con 2n iteraciones y con puntos iniciales

dispersos.

2. Para disminuir el efecto de las primeras iteraciones en las cadenas (periodo de
calentamiento), se eliminan las primeras n iteraciones y se trabaja con las res-

tantes.

3. Sea 1 un estadistico que estima algtin parametro de la distribucién objetivo. De
las m cadenas generadas con las restantes n iteraciones {X;; : 1 < i < n,1 <
Jj < m}, se calcula ¢,; = ¢¥(Xy;,..., X,;) para cada cadena y se calculan las

estimaciones de la varianza entre y dentro de las cadenas para estimar la varianza

de 1.

» Varianza entre cadenas (varianza de los promedios dentro de las cadenas):

n

— . 5 —ah )2
B—m_lj;(% )

donde
_ 1 _ )
by== by bo==3> 1,

i=1 j=1
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La varianza entre cadenas, B, contiene un factor de n porque se basa en la
varianza de los promedios dentro de la cadena, 9 ;, cada uno de los cuales

es un promedio de n valores v;; (Gelman et al., 2014, pag. 284).

» Varianza dentro de la cadena (promedio de las varianzas dentro de las ca-

denas):

WZ%Z% S?Znilz(%‘j—lﬁjf

j=1 =1

4. Las estimaciones de la varianza entre y dentro de las cadenas se combinan para

estimar un limite superior para la varianza de :

- 11
V) == W+ =B

n

Si las cadenas son muestras aleatorias de la distribucién objetivo, \A/(@/)) es un
estimador insesgado de V(). Gelman y Rubin (1992) comparan V (¢) y W los
cuales son asintoticamente equivalentes. Si los valores iniciales de la cadena estan
sobredispersos pero convergen a V(1) cuando n — oo, entonces V (1) sobreestima
la V(v); si las cadenas no han llegado a la convergencia en la iteracién n, es
decir, si ain no se han mezclado bien en todo el conjunto del soporte de la
distribucién objetivo, entonces la varianza W de la muestra subestima la V' (¢).
Cuando n — o0, el valor esperado de XA/(@/)) converge a V' (¢) por la derecha y
W converge a V() por la izquierda. Si YA/(w) es grande en relacién con W, esto
sugiere que la cadena atun no converge a la distribucién objetivo en la iteracion

n (Rizzo, 2008, pag. 267).

5. Finalmente se estima el factor de reduccion de escala potencial, R:

= V()
@—\/7

que puede ser interpretado como la medicion del factor por el cual la desviacion
estandar de v podria reducirse al extender la cadena. El factor \/E tiende a 1
cuando la cadena tiende a infinito, entonces \/E deberia estar cerca de 1 si las
cadenas convergen aproximadamente a la distribucién objetivo. El valor de R
deberfa ser menor que 1.1 o 1.2, sugerencia de Gelman (1996) citado por Rizzo

(2008).
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2.2.4. Implementacion de métodos MCMC en JAGS

JAGS (Just Another Gibbs Sampler) es un programa de gran utilidad para im-
plementar modelos Bayesianos mediante aproximacién por Cadenas de Markov Monte
Carlo. JAGS fue desarrollado para trabajar estrechamente con el software estadistico
R, al utilizar los paquetes rjags, R2jags y runjags. JAGS fue escrito bajo los siguientes

tres objetivos:

= Tener un motor para el lenguaje BUGS que sea ejecutable en Unix, Mac y Win-

dows.

= Ser extendible, es decir, permitir a los usuarios escribir sus propias funciones,

distribuciones y muestreadores.

= Ser una plataforma para la experimentacién de modelos Bayesianos.

Ejecutar un modelo en el programa JAGS, se refiere a generar muestras de la
distribucién posterior de los pardmetros involucrados en el modelo. La ejecucién de un

modelo se realiza en cinco pasos (Plummer, 2013):

1. Definiciéon del modelo.
2. Compilacion.

3. Inicializacion.

4. Adaptacién y burn-in.
5. Monitoreo.

1. Definicién del modelo.

Se realiza en dos partes:

= Descripcion del modelo. El modelo se define en un archivo de texto al usar
un dialecto del lenguaje BUGS. Se define con la palabra model seguido de
llaves {}, dentro de las llaves se escriben una serie de relaciones denomi-

nados nodos, que estan en términos de otros nodos. Las relaciones pueden
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ser estocdsticas o deterministas; el simbolo (~) define nodos estocasticos y
representan una variable aleatoria, el simbolo (< —) define un nodo determi-

nista, es decir, que el valor esta determinado por ciertos valores especificos.

= Definicion de los datos. Los datos se definen en un archivo separado de la
descripcion del modelo. Los valores de datos se pueden suministrar para
nodos estocésticos y para constantes (incluidos los valores constantes utili-
zados dentro de los bucles for). Se genera un error cuando se proporciona

un valor de datos a un nodo determinista.

2. Compilacion.

Al compilar un modelo, se crea un grafico en la memoria de la computadora que

lo representa. La compilacién del modelo puede fallar cuando:

» El grafico contiene un ciclo dirigido, debido a que estos estan prohibidos en

JAGS.

= Un pardmetro de nivel superior no esta definido. Cualquier nodo que se usa
en el lado derecho de una relacién, pero no esta definida en el lado izquierdo
de ninguna relacion, es un nodo constante y su valor debe ser proporcionado

en el archivo de datos.

= El modelo usa una funcién o distribuciéon que no se haya definido.

En el proceso de compilacion, se debe especificar el nimero de cadenas paralelas
que ejecutarda JAGS, dado que por defecto sélo ejecuta una cadena.
3. Inicializacion.

Antes de que se ejecute un modelo, debe inicializarse y para esto hay tres pasos:

a) Se establecen los valores iniciales de los pardmetros del modelo.

b) Se elige un generador de ntiimeros aleatorios (RNG, por sus siglas en inglés),

para cada cadena paralela y se establece una semilla.

¢) Los Samplers se eligen automaticamente para todos los parametros del mo-
delo. Un Sampler es un objeto que actia sobre un conjunto de parametros

y los actualiza de una iteracion a la siguiente.
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4. Adaptacién y burn-in.

En teoria, la muestra generada por MCMC converge a la distribucién objetivo en
el limite, cuando el nimero de iteraciones tiende a infinito, es decir, la muestra
converge a la distribucion posterior de los parametros del modelo; pero en la
practica todas las ejecuciones de MCMC son finitas. Por convencion, se genera
una muestra por MCMC con un ntmero de iteraciones suficientemente grande
y se divide en dos partes: una primera parte de periodo inicial (burn-in) que se
descarta, y el resto de la ejecucion en la que se considera que la cadena converge
(suficientemente cerca) a la distribucién objetivo. La muestra de la segunda parte
de la ejecucion, se utiliza para estimar estadisticos que resumen la distribucion

objetivo.

5. Monitoreo.

En JAGS un monitor es un objeto que registra valores muestreados. El monitor
mas simple es una traza, que almacena el valor muestreado de un nodo en cada
iteracion. JAGS no puede monitorear un nodo a menos que se haya definido en el
archivo del modelo. Para nodos con valores vectoriales o de matriz, cada elemento

debe estar definido.

2.3. Estimacién de parametros

2.3.1. Estimadores puntuales

Una vez que se obtiene la distribuciéon posterior del parametro de interés, dado
los datos, ya sea por calculos analiticos o por aproximacién MCMC; esta distribucion
se utiliza para realizar inferencias acerca del pardmetro. Un estimador puntual del
parametro que resuma toda la informacion de la distribucion posterior, se puede obtener
al considerar una funcién de pérdida ¢(T,0), la cual es una funcién no negativa que
indica la perdida que se tiene cuando se considera un estimador 7" en lugar del verdadero

valor del pardmetro 0. Algunas de las funciones de pérdida mas utilizadas son:
» Pérdida cuadratica ((T,0) = (T — 0)*
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» Pérdida absoluta ¢(T,0) = |T — 0

» Pérdida (todo o nada), donde ¢(7,6) = 0si (T'—0) < eol(T,0) =1si (T—60) > ¢

para un € > 0.

Cada una de estas funciones de pérdidas conducen a diferentes estimadores pun-

tuales Bayesianos, cuando se minimiza la pérdida esperada Ey[¢(T, 0)]:

/@ EylU(T, )7 (0)d0 — /@ _ /Y E(T,@)W(ym)ljdyi (6)d6
= [ | am.ormtoiyias] x dez

Minimizar la doble integral es equivalente a minimizar la pérdida esperada posterior,

Ey[0(T,0)|y], (Mood et al., 1964, pag. 343 - 346):

Eyle(T,0)ly] = / (T, 0)m(0]y)do

En general, el estimador Bayesiano de 6 es el valor de T' = t € © que minimiza la

pérdida esperada posterior:
t =min Ey|l(T,0)|y
T€1® 0[ ( ’ )| ]

Al utilizar la funcién de pérdida cuadratica, el estimador Bayesiano es la media poste-

rior (Gémez y Delicado, 2006 pég. 80):
BT, 0)ly] = E[T —0)ly] = E[(T? — 20 + 6)ly]
= E[T"|y] - 2E[T0]y] + E[0°[y]
= T° —2TE[fly] + E[6*]y]
Al derivar respecto a T' e igualar a cero se obtiene:
2T —2E[f0ly] +0=0

Entonces T' = E[f|y] =t el cual es minimo porque la segunda derivada es 2 > 0.
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Al minimizar el valor esperado de la funcién de pérdida absoluta, el estimador

Bayesiano es la mediana posterior (Néjera, 2015, pag. 14):

E[(T, 0)ly] :(LafﬁwwwwezﬂﬂT—ewwwwe

donde
T -6 siT >0
T —0] =
—(T—6) siT<¥

Luego

/_oo T — O|n(0]y)dd = / (T — 0)m(0]y)do + /OO —(T — 0)n(0]y)do

o] —00 T

_ /T T7r(0]y)d9—/T O (0]y)do

—00 —00

_/OO Tﬂ(9|y)d0+/m Om(6ly)do

T T

_ T/T ﬂ(&\y)dﬁ—/_i b (6]y)d6

—T/ 7r(9|y)d0+/ 0 (6]y)do
T T

Al derivar

diT (/_Oo |T — 9\#(9!}’)(10) = / 7(0ly)do + Tr(T|y) — Tn(T)y) — Tn(T|y)

(e o] —00

— /TOO m(0ly)d0 + Tw(T|y)

_ /177(6|y)d9—/;07r(9]y)d9

Si
i /oo |T — 0|7 (f]y)dd | =0
ar \ ) . Y ) =
Entonces
T o
| s = [ ely)as
—00 T
de donde

| o=

—00
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que es minimo porque

= ([ m-omowan) - (] OO wloly)io ~ [ " wtoly)ao)

= n(Tly) +7(Tly) =2n(T|y) > 0

Por tanto el valor t que minimiza la pérdida absoluta es la mediana posterior.

Y al minimizar el valor esperado de la funcién de pérdida todo o nada, el estimador

Bayesiano es la moda posterior.

2.3.2. Intervalos creibles

Un conjunto creible para un parametro 6, es el conjunto de valores, tal que 6 se
encuentra dentro de este conjunto, con probabilidad 1 — «. La densidad posterior se
usa para cuantificar la probabilidad de que # se encuentre en un conjunto creible, es
decir, un intervalo creible del 100(1 — ) % para 6 es un subconjunto C' C O tal que
(Fox, 2010 péag. 58-59):

PO eCly) = /CW(9|y)d9 =1—-«

Un defecto de un conjunto creible es que no especifica si los valores de 6 dentro del
conjunto son mas probables que los valores fuera del conjunto. Por lo que es preferible
elegir un conjunto creible de valores con la densidad posterior més alta. Una exten-
sién del conjunto creible es el intervalo de densidad posterior méas alta (HPD, por sus
siglas en inglés) que cubre al menos una probabilidad de 1 — a: y contiene los valores
méas probables de 6, P(6 € Cly) > 1 —a«, y paraun 6; € C y 0, ¢ C se sigue que
p(01]y) > p(fs]y). La densidad posterior de cada punto dentro del HPD es mayor que
la probabilidad de cada punto fuera del HPD (Fox, 2010 pdg. 58-59).

El intervalo creible con probabilidad 1 — «, en una distribucion posterior unimodal
simétrica, es el intervalo de densidad posterior mas alta, que se define al tomar los
cuantiles «/2 y 1 — a/2 de la distribucién posterior. Para un vector multidimensional
de parametros, el conjunto creible se define como una regién creible en lugar de un

intervalo creible.
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2.3.3. Ciriterios para evaluar estimadores

Cuando se estudian varios estimadores, es conveniente analizar algunos criterios de
evaluacién, para compararlos y determinar que estimador cumple con suficientes expec-
tativas para considerarse como el mejor. Es conocido en estadistica frecuentista, que
un buen estimador es el que es insesgado y de minima varianza, el Error Cuadratico

Medio, es la medida que considera estas dos propiedades del estimador.

En el presente trabajo, se consideran algunos criterios de evaluacion, para las es-
timaciones obtenidas en la simulacién con cada distribucion inicial. Los criterios que
se consideran son: la Esperanza, el Sesgo, el Error Cuadrético Medio, la Longitud y el

Cubrimiento de los intervalos creibles.

Los criterios de evaluacion se obtienen a partir de la simulacion de 1000 repeticiones
del proceso MCMC. En el presente trabajo, Ek es la estimacion del parametro i, donde
k=1,...py p es el nimero de variables independientes usadas en el modelo. Dado
que se obtienen 1000 estimaciones para cada parametro, entonces E,(f) es la estimacion

del parametro S en la r-ésima repeticién, r = 1, ..., 1000.

Los criterios de evaluacion se definen a continuacion.

» La Esperanza estimada es el valor promedio sobre toda la muestra de estimaciones

Ek del parametro [.
1000

B(Br) = 10002/3’c

= El Sesgo estimado es el valor promedio de la diferencia de la estimacion y el

verdadero valor del parametro.
1000

S(5:) = 10100 Z@” — B) = B(BY) - By
=1

= El Error Cuadratico Medio estimado es el valor promedio del cuadrado de la

diferencia de la estimacion y el verdadero valor del parametro.
o 1000
ECM(By) =

009 2" = 5e)* = Var(B) + 55
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» La Longitud estimada del intervalo creible (E) es el promedio de la diferencia
del valor del limite superior (LS) y el valor del limite inferior (LI), del intervalo

creible de la estimacion.

1000
1

L(By) = —— > [LS(B") — 1B
(30 = 1555 2 LSBL) — L1
» El Cubrimiento, C', es la proporcién de veces que los intervalos creibles del 95 %
contienen al parametro. El Cubrimiento estimado, C , es el promedio sobre toda
la muestra de C’,gr), donde C’,gr) = 1 si en la r-ésima repeticién, con probabilidad
de 0.95, el parametro (3, esta contenido en el intervalo creible estimado y C,S") =0

en otro caso.

C = I[LI(B") < B, < LS(B)]
o 1 1000 ( )
C(Br) = 1000 2 Cy

donde I[.] es la funcién indicadora.
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Capitulo 3

Metodologia

En el presente capitulo se describen; el mecanismo aleatorio usado para el diseno de
respuesta forzada, generalizado a una pregunta sobre un tema sensitivo con respuesta
ordinal; el modelo de regresién probit ordinal; la simulacién de las observaciones para
las variables independientes y para la variable dependiente con tres y cuatro categorias
ordinales; finalmente, el estudio de simulacién implementado en JAGS, para aproximar

la distribucién posterior de los parametros del modelo.

3.1. Diseno de respuesta forzada para variables con
mas de dos categorias

Para el diseno de respuesta forzada generalizado a variables multinomiales, Liu y
Chow (1976) y Kim y Warde (2005) utilizaron el mecanismo aleatorio de Hopkins. Liu
y Chow (1976), lo usaron para un modelo discreto de respuesta aleatoria cuantitativo
y Kim y Warde (2005) también lo usaron para variables respuesta que siguen una dis-

tribucion multinomial.

En el presente trabajo también se utiliza el mecanismo aleatorio de Hopkins; el cual

consiste en colocar en una botella, frasco o matraz redondo, bolas de dos colores dife-
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rentes, por ejemplo en este trabajo se utiliz6 una proporcién p de bolas verdes y una
proporcion 1 — p de bolas azules, donde las bolas azules se marcan con proporciones
g;, no necesariamente iguales, con los ntimeros del 1 al J, dependiendo del ntimero de
categorfas que tenga la variable dependiente. En este trabajo, las proporciones g; se
consideraron iguales, es decir, ¢ = 1/3 y ¢ = 1/4, cuando la variable dependiente Y

tiene J = 3 o J = 4 categorias ordinales respectivamente.

Al utilizar este mecanismo aleatorio, el entrevistador debe dar instrucciones al en-
cuestado de agitar el recipiente, colocarla boca abajo y permitir que salga o se acerque
una bola al cuello del recipiente sin mencionar el color de dicha bola para proteger su
privacidad. Si el resultado del mecanismo es una bola color verde, el encuestado debe
responder honestamente la pregunta sobre el tema sensitivo con el numero j =1, ..., J
que corresponda, y si el resultado es una bola color azul debe responder el nimero que
estd marcado en dicha bola. Esto produce que el mecanismo aleatorio permita obtener
respuestas honestas con probabilidad p y con probabilidad 1 — p obliga al encuestado a
dar una respuesta forzada independientemente si pertenece o no al nimero de categoria

que responde.

Para este mecanismo sea Z la variable latente con tres categorias ordinales y Y la

variable observada tal que:

1 si el i-ésimo individuo responde 1
Yi = 2 si el i-ésimo individuo responde 2

3 si el i-ésimo individuo responde 3

1 si el i-ésimo individuo pertenece a la categoria indizada por 1

Zi = < 2 sieli-ésimo individuo pertenece a la categorfa indizada por 2

3 si el i-ésimo individuo pertenece a la categoria indizada por 3
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Figura 3.1: Diagrama del mecanismo aleatorio para una pregunta con tres categorias.

De manera similar si Y tiene 4 categorias ordinales:

.
1 si el i-ésimo individuo responde 1

2 si el i-ésimo individuo responde 2

Yi = «
3 si el i-ésimo individuo responde 3
\ 4 si el i-ésimo individuo responde 4
( . . . . .. , . .
si el i-ésimo individuo pertenece a la categoria indizada por 1
7 si el i-ésimo individuo pertenece a la categoria indizada por 2
,L' prm—

si el i-ésimo individuo pertenece a la categoria indizada por 3

O N

si el i-ésimo individuo pertenece a la categoria indizada por 4

Mediante el mecanismo aleatorio, la probabilidad de respuesta latente para una

pregunta con J categorfas ordinales, 7; = P(Z; = j), i = 1,...,ny j=1,..,J estd
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relacionada con la probabilidad de respuesta observada m;; = P(Y; = j) mediante:
Wij:pﬂz-kj—i—(l—p)q i=1,...,n j=1,..,J

donde p es la probabilidad de responder honestamente el nimero de la categoria de la
pregunta sobre el tema sensitivo y ¢ la proporcién de bolas azules marcadas del 1 al 3

o del 1 al 4 segtn el caso.

3.2. Modelo de regresion probit ordinal

Entre algunos de los modelos que se utilizan para explicar la relacion de la variable
ordinal con p variables independientes que miden caracteristicas de los individuos, esta
el modelo probit ordinal en el que se considera que la probabilidad de un resultado
ordinal en particular es el area bajo la curva normal entre dos puntos de corte en el
que se encuentra. Esta probabilidad se calcula al considerar el drea acumulada bajo
la distribucién normal hasta el punto de corte de la derecha menos el area acumulada

bajo la normal al punto de corte de la izquierda (Kruschke, 2014 pag. 674).

P(szlu,a,vj—l,%)z@(u) —CD(M) j=1,..J

o o

donde v;, i y o son respectivamente los puntos de corte, la media y la desviaciéon
estdandar en la distribuciéon Normal. Se definen de manera implicita el punto de corte
Yo = —00 Yy 775 = 00, para que tengan sentido la probabilidad del menor y mayor
resultado ordinal, las cuales estan respectivamente dadas por:

P(Z=1|pom) = @(71_“>_¢(70—u>

o o

- o ()05
o) e ()
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P(Z =T o) — @(”‘“) —@(M)

3.2.1. Modelo de regresion probit ordinal aleatorizado

Para determinar el efecto de las variables independientes en la variable Y aleatori-
zada, dado que la respuesta es ordinal, se propone el modelo de regresién probit ordinal

aleatorizado para la probabilidad ;.

Sea u = x! B el predictor lineal, donde x! es el i-ésimo renglén de la matriz diseno
T

X, es decir, x; = (z1,...,Z;p) es el vector de valores observados para el individuo i
en cada una de las variables independientes x, ..., x,; 87 = (b4, ..., 8,) es el vector de
pardmetros asociados a las variables independientes y 47 = (7o, ...,7s) el vector de
puntos de corte. Entonces el modelo para P(Y; = j) coni=1,...,ny j=1,....,J el

nimero de categorias de Y esta dado por:

;= PY,=j) = pm;+(1—p)

() e ()

o o

Es conocido por teoria Bayesiana que la distribucién posterior conjunta de los
parametros es proporcional al producto de la funcién de verosimilitud y la distribucién

inicial conjunta. Entonces, la distribucién posterior conjunta de B3, v y o es:

m(B,7,0 | X, Y) x (X, Y | B,7,0) x 7(B,7,0)

La funcién de verosimilitud para variables dependientes con J categorias ordinales y n

observaciones, esta dada de la forma:
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leéwz:f) [pm}; + (1 — p)q]
Zﬁlif(ﬁzj) {p {<I> (%) —<I>(7j‘1;Xiﬁ)} +(1—p)q}

La distribucion inicial conjunta de los parametros es el producto de distribuciones
marginales, es decir, los parametros se suponen independientes: 7(8,7,0) = 7(8) X

7(y) X m(o). De manera similar para la distribucién inicial conjunta de los i, k =
1,...,p:

m(B) = m(6o) [ [ m(5r)

k=1
Kruschke (2014) considera una variable ordinal con J categorias, en que se fija el

punto de corte v; y el v;_1 y para los puntos de corte que estan entre éstos dos se
asigna la distribucién inicial Normal con media j + 0.5 y precisiéon 7 = ﬁ = 2%, y
para ¢ asigna una distribucion inicial Uniforme en el intervalo (T{)ov 3J ), donde J es
el numero de categorias de la variable ordinal. Al tomar como referencia a Kruschke
(2014) cuando se modela la variable ordinal con 3 categorias, los dos puntos de corte
Y1 ¥ Y2 que aparecen en el modelo quedan determinados como fijos, por lo que sélo se
estimaron el vector de pardmetros B y o. Asi la distribucién inicial conjunta es

(B, o) = m(Bo) [ [ m(Br) x 7(0)

k=1

Y cuando se modela la variable ordinal con 4 categorias se fijan los puntos de cortes
Y1y Y3y se asigna a 7, la distribucién inicial Normal con media 2.5 y precisién 1/22,
asi la distribucion inicial conjunta es el producto

(B, 72, 0) = 7(bo) Hﬂ-(ﬁkz> X m(72) X (o)

k=1
Las variables independientes fueron estandarizadas para reducir la autocorrelacion

en el muestreo MCMC y mejorar la convergencia de las cadenas. La variable depen-

diente Y no se estandariza porque sus valores son ordinales, es decir, sélo son categorias
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ordenadas, datos que no se miden en una escala métrica, ademés sus probabilidades son
descritas por la distribucion categérica dcat en JAGS la cual es una distribucion sobre
indices enteros, por lo que sélo se estandarizan las variables independientes porque son
datos medidos en una escala métrica. Estas variables estandarizadas son denotadas a

lo largo del trabajo por z, (Kruschke, 2014, pdg. 624 - 625).

En el modelo se usan los datos estandarizados y luego mediante JAGS se encuentran
valores creibles para los pardmetros asociados a las variables estandarizadas, los cuales
son ag y oy, luego se transforman los valores de los pardmetros estandarizados aq y
oy, a pardmetros originales By y [ (Kruschke, 2014, pag. 624 - 625):

p

(6% (8%
50:040—Z—kfk Bk:_k k:177p

k=1 O Sz

donde 7y y s;, son la media y la desviacién estandar de la k-ésima variable indepen-

diente x. Este proceso se realiza en cada paso del muestreo MCMC.

En este trabajo se estudian estimadores bajo cuatro distribuciones iniciales para los
parametros estandarizados ay, k = 1, ..., p; la distribucién Normal, la Doble Exponen-
cial, la t de Student y la Cauchy. Para los parametros o y 7 se asignan la distribuciones

iniciales Uniforme y Normal respectivamente (Kruschke, 2014 pag. 677).

Las distribuciones posteriores conjuntas se obtienen mediante aproximaciéon por
muestreo MCMC en JAGS. A continuacién se presentan las distribuciones iniciales y
las distribuciones posteriores conjuntas, el desarrollo completo de las ecuaciones de las

distribuciones posteriores conjuntas se presentan en el Anexo 1.

1. Distribucién inicial Normal para ay:
1+J 1 1
OéONN<T,ﬁ) OékNN<O,ﬁ)

1 J
~N ] b, = ~ —,1
Yj (j+05, 22) o U(lOOO’ OJ)

donde J=3 o 4 segun el nimero de categorias de Y.
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Cuando Y tiene 3 categorias la distribucion posterior es:
m(a,0,Z | X)Y) H{ZI pIVJ1<Z<’yj)+(1—p)q]}

o {0100 i)}

—S" (Zi— xTa)?
XO'in exp{ Zz:l( Xzza) }

202

Cuando Y tiene 4 categorias la distribucion posterior es:

m(a,7,0,Z | X,Y) H{ZI ) [pI(vj-1 < Z; <%)+(1—p)q]}

32 8
S (Zi — xTa)?
Xo_—n exp { Zzzl( Xzza> }

202

< exp {_ (af = 5o+ 3771 07) (15 —5%) }

2. Distribucién inicial Doble Exponencial para ay:

1+J 1
a0~N< 5 ’J2) ar ~ DE(0, \) A~ U (0.001, 10)
J
v~ N j+0522 o~U 1000’ 10J

Cuando Y tiene 3 categorias la distribucién posterior es:

m(a,0,Z | X,Y) H{Z[ [p]7]1<Z<7J)+(1—p)q]}

1" Dokt k| (of —day)
X(X) eXp{_ X 18

— " (2 — xTa)?
xa‘”exp{ Zzzl( - Xzza) }

20
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Cuando Y tiene 4 categorias la distribucién posterior es:

m(@,72,0,Z | X,Y) H{ZI PPl (1 < Z; <%)+(1—p)q]}

1" > e o (a5 — 5ap)
8 (X) eXp{_ N 32

_ TL Zz _ T 2 2 5
g™ eXp{ 21:1(20—2 Xzza) . (72 3 72)}

3. Distribucion inicial t de Student para ay:

1+J 1 1
aowN( ; ’J2) ay ~ t(0,0%,n* +1) n* NE:Ep<29>

1 J
v <y+05, 22) o U(moo OJ> o ~ U(0.001,1000)

Cuando Y tiene 3 categorias la distribucion posterior es:

m(@,0,Z[X,Y) o H{ZI pI%1<Z<%)+(1—p)q}}

n*42

ol 5o i)

—S" (Zi - xLa)?
xo"exp{ Zz:l( 5 Xzza> }
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TL* p
y F(5%)
et /e + 1oy,

Cuando Y tiene 4 categorias la distribucién posterior es:

m(@,72,0,Z|XY) o« [] {ZI(K =) Iy < Zi <)+ (1 —p)fJ]}

_n*+2 n* p
X |p| (1 + — oy, ) ’ ( W) )
* 2 n* *
o1 (n* + 1)og rit) ;1) (n*+1)0%
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4. Distribucién inicial Cauchy para ay:

1+J 1
aONN( 9 7J2) Oéth(0,0'%,].)

1 J
-~ N ( +0.5, ) o~ U (1000 10J> o ~ U(0.001,1000)

Cuando Y tiene 3 categorias la distribucién posterior es:

w(a,a,Z ‘ XvY) X H{ZI(}/’LZJ) [p[<’}/j—1 < Zi <’7j)+<1_p>Q]}

=1

p 2\ —1 2
_ a (o — 4ayp)
ozt (1+—k) exp{—o—}
B P o2 18
Y (Z - xla)’
XO’in exp { Zz:l( Xzza) }

Cuando Y tiene 4 categorias la distribucion posterior es proporcional a:

m(0,72,0,2 | X,Y) H{ZI 3) pI(vj—1 < Z; <7J)+(1_p)Q]}

p 2\ —1 2
-5
xog" <1 + —j§> exp {——(% 39 ozg)}
k=1 B

—S (Z — xTa)? 2 _ 5
X" exp { Zz:l( Xzza) (72 72) }
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Se propusieron estas 4 distribuciones iniciales porque tienen soporte igual que el
espacio paramétrico de los parametros ay. La distribucion inicial Normal generalmente
se ha utilizado en modelos de regresion, ademés se considera como referencia Kruschke
(2014); la distribucién inicial Doble Exponencial se utiliza generalmente para consi-
derar valores de los parametros cercanos a cero; la distribucion inicial t de Student
se utiliza porque tiene colas mas altas o pesadas que la distribucion Normal, y esta
acomoda mas datos que tienen valores atipicos que por lo regular no acomoda la dis-
tribucion Normal, los grados de libertad de esta distribucién varian de 1 a oo, cuando
es 1 la distribucién t de Student tiene colas atiin mas pesadas, y cuando es aproxima-
damente 30, la distribucién t de Student es la normal (Kruschke, 2014, pag. 458); la
distribucién inicial Cauchy también se utiliza por tener colas pesadas y es equivalente

a una distribucién t de Student con un grado de libertad.
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3.3. Estudio de simulacion

Muchos factores influyen al momento de estimar los pardmetros del modelo, como
el tamano de muestra, los valores verdaderos de los pardametros, la varianza de la
distribucién de los datos, las distribuciones iniciales, etc. En este trabajo la simulacién
para la modelacion de la variable dependiente ordinal referente a un tema sensitivo, se

basé en considerar los siguientes puntos de interés:

» La variable dependiente Y con 3 y 4 categorias.
= Se fijaron los valores considerados como parametros verdaderos.

» Los tamanos de muestra se asignaron segin la cantidad de parametros en el

modelo (Kruschke, 2014).
= Se consideraron una y dos variables independientes.

= Los puntos de cortes se seleccionaron de forma que las proporciones en las cate-

gorias fueran semejantes en los escenarios de acuerdo al nimero de categorias de

Y.

= Se triplicé el tamano de muestra para realizar una comparacién entre los estima-

dores que se obtienen en las diferentes simulaciones.

= Se fijaron el valor de p y de ¢ que respectivamente representan la proporcion de
bolas verdes y la proporcion de bolas azules, marcadas con los nimeros corres-
pondientes a las categorias de la variable Y, segin el mecanismo aleatorio de

Hopkins.

= Se fij6 la desviacién estandar de la distribucion de los datos.

Kruschke (2014) present6 un ejemplo en el que se modela una variable dependiente
con 7 categorias ordinales y una variable independiente; para el modelo se considerd un
tamano de muestra de 200, y se desconocen 8 parametros, por lo que aproximadamente
se puede pensar que se considerd un tamano de muestra de 25 observaciones por cada

parametro. En la simulacién del presente trabajo, también se considerd el supuesto
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de tomar 25 observaciones por cada parametro del modelo, esto bajo 8 escenarios de
simulacion. Un primer escenario fue modelar una variable dependiente ordinal con tres
categorias con una variable independiente, donde se fijaron los dos puntos de corte como
3.7y 6.2, la probabilidad de seleccionar una bola verde en el mecanismo aleatorio como
p = 2/3, la proporcién de bolas azules marcadas con el numero de la categoria como
q = 1/3, el vector de pardmetros que se supone como verdadero fue 8 = (—10, 10), la
desviacién estandar de los datos como o = 1/2 y un tamano de muestra de n = 125 para
considerar aproximadamente 25 observaciones por parametro. El segundo escenario
se considerd con los mismos supuestos que el primero, con excepcion del tamano de
muestra que se triplico, es decir, n = 375, para realizar una comparacién entre las
estimaciones que se obtuvieron en el primer y segundo escenario. Los valores de los
parametros que se consideraron en el resto de los escenarios se presentan en el Cuadro

3.1.

Cuadro 3.1: Escenarios de simulacion

Numero de Numero de variables independientes
categorias de Y 1 2

n = 125,375 n = 150,450

Bo = —10, B =10 Bo = —10, p =10, B2 =5
3 1 =3.7, 72 =6.2 v =10, v =13.3

p=2/3 p=2/3

qg=1/3 qg=1/3

o=1/2 o=1/2

n = 150,450 n = 175,525

Bo=—10, 51 =10 Bo=—10, ; =10, B =5
4 M =26,7%=50,v7=67 1 =96, 7 =118, v3 =135

p=2/3 p=2/3

q=1/4 q=1/4

o=1/2 o=1/2

Para la simulacion se supone que las proporciones de respuestas es ligeramente ma-

yor en la primera categoria y con menor proporcion en la tercera o cuarta segin el
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total de categorias de la variable dependiente. Por ejemplo si la variable dependiente
con tres categorias sobre el tema sensitivo es abortos que se ha practicado una joven
durante el periodo de estudios de Licenciatura y las categorias de respuestas fueran res-
pectivamente Ningiun aborto, un aborto y mds de un aborto, se esperaria que en algunos
lugares contestardan con mayor proporcién Ningiun aborto y con menor proporcion la

respuesta de la tercera categoria mds de un aborto.

La simulacion de los valores para la variable dependiente ordinal se realiz6 al con-

siderar la recomendacién de Kruschke (2014) de la siguiente forma:

Para el primer escenario de simulacién se consideré un tamano de muestra de
n = 125 observaciones, una variable independiente y como vector de parametros ver-
daderos B = (—10,10) (Kruschke, 2014). Para las variables independientes =1 y x5 se
generaron n observaciones de la distribuciéon Uniforme en el intervalo (0.9,1.9). Des-
pués se formo el predictor lineal que en este caso es x! 8 = 3y + 171 y se generaron
valores para una variable continua Z; = x!8 +¢; con g; ~ N(0,0%) y ¢ = 1/2. La
variable Z* se categorizo para generar la variable latente Z con tres categorias. Para
la variable dependiente Y con tres categorias se fijaron dos puntos de corte como 3.7 y
6.2 para considerar que aproximadamente en la primera categoria hubiera un 40 % de
observaciones y en la segunda y tercera un 30 %, ademés se consideré 79 = —oo para
que y = (—00,3.7,6.2), finalmente se generaron los valores de la variable latente Z con

tres categorias que se determinaron como Z; = j, j = 1,2,3 si Z; > ;.

Una vez que se obtuvieron los valores 1, 2 y 3 que representan las categorias de 7,

se generaron los valores para la variable observada Y de la siguiente forma:

Para cada observacién Z; = j, j = 1,2, 3 se generd un numero aleatorio Bernoulli
con probabilidad de éxito p = 2/3, de manera que si el numero aleatorio generado
correspondia a un éxito, se asigno a Y; el valor de Z; = j; en caso contrario se asigné
a Y; un nimero generado de una distribucién multinomial (1,2,3) con probabilidad

g = 1/3 que representan las proporciones de bolas azules en el mecanismo aleatorio.
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Para el caso cuando la variable dependiente tiene cuatro categorias ordinales, el
procedimiento de generar los valores para las variables Z y Y, se realizé de forma si-
milar al que se acaba de describir, donde se fijaron tres puntos de corte (Cuadro 3.1),
de manera que se consideraron aproximadamente en la primera categoria un 35% de
observaciones, en la segunda un 25% y en la tercera y cuarta un 20 %, ademas se fij6
q = 1/4 que representa la proporcién de bolas azules que se marcaron con los niimeros

j=1,...,4, como fue descrito en el mecanismo aleatorio de Hopkins.

Cada uno de los 8 escenarios fue simulado en el software estadistico R (Core Team,
2016). Para las estimaciones de los parametros, se consider6 la media posterior de las
aproximaciones a las distribuciones posteriores, obtenidas mediante JAGS (Plummer,
2013) con las 4 distribuciones iniciales, antes mencionadas. Para aproximar cada dis-
tribucién posterior, al momento de compilar el modelo en JAGS, se especificaron tres
Cadenas de Markov Monte Carlo, cada cadena con 10,000 iteraciones, de las cuales
se descartaron las primeras 5000 iteraciones en cada una, y de las 5000 restantes se
especificéd un adelgazamiento de 5 unidades. El proceso fue repetido 1000 veces, en cada
repeticion se calcularon los estimadores y despues se obtuvieron las estimaciones de la
Esperanza, ECM, Sesgo, Longitud y Cubrimiento de los intervalos creibles. Se verificd
la convergencia de las cadenas de Markov, al utilizar el diagndstico de convergencia de

Gelman y Rubin (1992), el factor de reduccién de escala potencial.
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Capitulo 4

Resultados

Se obtuvieron las estimaciones Bayesianas de todos los parametros involucrados en
el modelo de regresion probit ordinal aleatorizado, pero solo se presentan las estimacio-
nes de los parametros (3, asociados a las variables independientes, porque es de interés

ver el efecto de tales variables en la variable ordinal aleatorizada.

En el Cuadro 4.1 se presentan las estimaciones de Esperanza, Sesgo, ECM, Longi-
tud y Cubrimiento de los intervalos creibles, cuando se modela la variable aleatorizada

ordinal con una variable independiente.

Efecto de las distribuciones iniciales:
En general, los estimadores Bayesianos son mejores con la distribucién inicial Doble
Exponencial; por lo que se comparan con los de las distribuciones Normal, t de Student
y Cauchy para observar los efectos en Esperanza, Sesgo, ECM, Longitud y Cubrimiento

de los intervalos creibles (Cuadro 4.1).
La Esperanza de los estimadores Bayesianos con las distribuciones iniciales Normal,

t de Student y Cauchy esta entre 1 % y 6 % mayor que con la distribucién inicial Doble

Exponencial.
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El Sesgo de los estimadores Bayesianos con las distribuciones iniciales Normal, t de
Student y Cauchy estd entre 22 % y 99 % mayor que con la distribucién inicial Doble
Exponencial. El Sesgo del estimador Bayesiano con la distribucion inicial Doble Expo-
nencial, fue cero en el caso de Y con J = 4 categorias y n = 450, lo que muestra la

superioridad del estimador Bayesiano con esta distribucién inicial.

En general, el ECM de los estimadores Bayesianos con las distribuciones iniciales
Normal, t de Student y Cauchy esté entre 5% y 84 % mayor que con la distribucién
inicial Doble Exponencial. Pero hubo un caso, en Y con J = 3 y n = 125, en que el
ECM del estimador Bayesiano con la distribucién inicial Normal fue menor que con la
distribucién inicial Doble Exponencial y otros casos, en Y con J = 4 y n = 450, en que

el ECM de los estimadores Bayesianos es igual en las 4 distribuciones iniciales.

En general, la Longitud de los estimadores Bayesianos con las distribuciones inicia-
les Normal, t de Student y Cauchy estd entre 2% y 17 % mayor que con la distribucién
inicial Doble Exponencial. Pero hubo un caso, en Y con J = 3 y n = 125, en que la
Longitud del estimador Bayesiano con la distribucion inicial Normal fue menor que con
la distribucién Doble Exponencial y otros casos; en Y con J = 4 y n = 450 en que
la Longitud de los estimadores Bayesianos es igual en las 4 distribuciones iniciales y
en Ycon J=3yn=375,yenY conJ =4yn =150 en que la Longitud de los

estimadores Bayesianos es igual con las distribuciones iniciales t de Student y Cauchy.

El Cubrimiento de los estimadores Bayesianos es 0.95 con las 4 distribuciones inicia-
les cuando el tamano de muestra es triple. En general, el Cubrimiento de los estimadores
Bayesianos con las distribuciones iniciales Normal, t de Student y Cauchy, con tamanos

de muestra menor es similar o menor que con la distribucién inicial Doble Exponencial.

Efecto del tamano de muestra:
Al comparar el efecto con respecto al tamano muestral; se mencionan como tamanos de
muestra menor, los tamanos de muestra de n = 125,150 y como tamanos de muestra

mayor, los tamanos de muestra triples, n = 375,450 respectivamente (Cuadro 4.1).
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En general, los estimadores Bayesianos son mejores cuando se triplica el tamano de

muestra.

El efecto del tamano de muestra es leve en la Esperanza de los estimadores Baye-

sianos. La Esperanza estd entre 3% y 9% mayor en tamanos de muestra menor.

El efecto del tamano de muestra es fuerte en el Sesgo de los estimadores Bayesianos.

El Sesgo estd entre 165 % y 340 % mayor cuando se usan tamanos de muestra menor.

El efecto del tamano de muestra es muy fuerte en el ECM de los estimadores Ba-
yesianos. El ECM estd entre 358 % y 714 % mayor cuando se usan tamanos de muestra

menor.

El efecto del tamano de muestra es moderado en la Longitud de los intervalos
creibles de los estimadores Bayesianos. La Longitud de los intervalos creibles esta entre

97 % y 139 % mayor en tamanos de muestra menor.

El efecto del tamano de muestra es leve en el Cubrimiento de los intervalos creibles
de los estimadores Bayesianos. El Cubrimiento estd entre 1% y 4 % mayor cuando se

usan tamanos de muestra mayor.

Efecto del nimero de categorias:
El efecto del nimero de categorias es leve en la Esperanza de los estimadores Bayesia-

nos. La Esperanza estd entre 2% y 9% mayor cuando Y tiene 3 categorias.

El efecto del niimero de categorias es fuerte en el Sesgo de los estimadores Bayesia-
nos. El Sesgo estd entre 105 % y 280 % mayor cuando Y tiene 3 categorias. Hubo un
caso en que el estimador Bayesiano con la distribucién Doble Exponencial tuvo Sesgo

0, esto fue en Y con J =4 y n = 450.

El efecto del nimero de categorias es muy fuerte en el ECM de los estimadores
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Bayesianos. E1 ECM esta entre 280 % y 619 % mayor cuando Y tiene 3 categorias.

El efecto del nimero de categorias es moderado en la Longitud de los intervalos
creibles de los estimadores Bayesianos. La Longitud de los intervalos creibles esta entre

100 % y 142 % mayor cuando Y tiene 3 categorias.

El efecto del nimero de categorias es leve en el Cubrimiento de los intervalos creibles
de los estimadores Bayesianos. El Cubrimiento esta entre 1% y 2% mayor cuando Y
tiene 4 categorias y tamano de muestra menor. Y con tamano de muestra mayor, el
cubrimiento es 0.95 en ambos casos. Como el cubrimiento de los estimadores Bayesianos
con las 4 distribuciones iniciales es 0.95 con tamanos de muestra mayor, en general, el
Cubrimiento de los estimadores Bayesianos con tamanos de muestra menor es similar

o menor cuando Y tiene J = 3 categorias comparado con J =4 (Cuadro 4.1).
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Cuadro 4.1: Criterios estimados de los estimadores de ; al modelar Y con una variable

independiente.

J n Distribucién inicial E S m L C
3 125 Normal 4, 10.82 0.82 3.66 6.91 0.93
Doble Exponencial 3, 10.67 0.67  3.99 7.14 0.94

t de Student B 11.33 133  7.33 837 0.1
Cauchy B, 1132 1.32  7.14 830 091

375 Normal 4, 1031 031  0.80 3.40 0.95
Doble Exponencial 3 10.24 0.24  0.76 3.40 0.95

t de Student By 1038 0.38  0.90 3.50 0.95
Cauchy By 1038 0.38 090 3.50 0.95

4 150 Normal By 1040 040 096 3.42 0.94
Doble Exponencial 3, 10.30 0.30  0.85 3.35 0.94

t de Student B, 1044 044  1.02 3.46 0.93
Cauchy B 1043 043 101 3.46 0.93

450 Normal B 1010 0.10 020 1.70 0.95
Doble Exponencial 3, 10.00 0.00 020 1.70 0.95

t de Student B, 10.10 0.10 0.20 1.70 0.95
Cauchy 4, 1010 0.10 020 1.70 0.95

En las Figuras 4.1 y 4.2 se presentan las 1000 estimaciones del parametro (3; cuando

se modela Y con 3 y 4 categorias al usar los tamanos de muestra de n = 125,375 y

n = 150, 450 respectivamente.
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Figura 4.1: 1000 estimaciones de 3; cuando se modela Y con 3 categorias y se usan

tamafios de muestras de n = 125 (arriba) y n = 375 (abajo).
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En los Cuadros 4.2 y 4.3 se presentan las estimaciones de Esperanza, Sesgo, ECM,
Longitud y Cubrimiento de los intervalos creibles, cuando se modela la variable alea-
torizada ordinal con J = 3 y 4 categorias, con dos variables independientes respectiva-

mente.

Efecto de las distribuciones iniciales:
En general, los estimadores Bayesianos son mejores con la distribucién inicial Doble
Exponencial, por lo que se comparan con los estimadores Bayesianos de las distribu-
ciones Normal, t de Student y Cauchy para observar los efectos en Esperanza, Sesgo,

ECM, Longitud y Cubrimiento de intervalos creibles.

La Esperanza de los estimadores Bayesianos con las distribuciones iniciales Normal,
t de Student y Cauchy es igual o hasta 5 % mayor que con la distribucién inicial Doble
Exponencial. Para 8; la Esperanza es igual o hasta 4% mayor y para [, es igual o

hasta 5 % mayor.

En general, el Sesgo de los estimadores Bayesianos con las distribuciones iniciales
Normal, t de Student y Cauchy es igual o hasta 167 % mayor que con la distribucion
inicial Doble Exponencial. Para 3; el Sesgo es igual o hasta 167 % mayor y para (33 es

igual o hasta 70 % mayor.

En general, el ECM de los estimadores Bayesianos con las distribuciones iniciales
Normal, t de Student y Cauchy es igual o hasta 85 % mayor que con la distribucién
inicial Doble Exponencial. Para 3; el ECM es entre 5% y 85 % mayor y para (35 es
igual o hasta 75 % mayor.

En general, la Longitud de los intervalos creibles de los estimadores Bayesianos con
las distribuciones iniciales Normal, t de Student y Cauchy es igual o hasta 18 % mayor
que con la distribucién inicial Doble Exponencial. Para (; es igual o hasta 18 % mayor

y para (3 es entre 1% y 16 % mayor.
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Cuando Y tiene 3 categorias, el Cubrimiento de los intervalos creibles de los estima-
dores Bayesianos con las distribuciones iniciales Normal, t de Student y Cauchy es igual
o hasta 3 % menor que con la distribucién inicial Doble Exponencial. Cuando Y tiene
4 categorias, el Cubrimiento de los intervalos creibles de los estimadores Bayesianos es

igual en las 4 distribuciones iniciales estudiadas.

Efecto del tamano de muestra:
Al comparar el efecto con respecto al tamano de muestra; se mencionan como tamanos
de muestra menor, los tamanos de muestra de n = 150, 175 y como tamanos de muestra

mayor, los tamanos de muestra triple, n = 450, 525 respectivamente (Cuadros 4.2 y 4.3).

El efecto del tamano de muestra es leve en la Esperanza de los estimadores Baye-
sianos. En general, la Esperanza es igual o hasta 11 % mayor cuando se usan tamanos
de muestra menor. Para (3, la Esperanza es igual o hasta 10 % mayor cuando se usan
tamanos de muestra menor y para 35 la Esperanza es igual o hasta 11 % mayor cuando

se usan tamanos de muestra menor.

El efecto del tamano de muestra es fuerte en el Sesgo de los estimadores Baye-
sianos. En general, el Sesgo estd entre 100 % y 580 % mayor cuando se usan tamanos
de muestra menor. Para 3; el Sesgo estd entre 125 % y 327 % mayor cuando se usan
tamanos de muestra menor y para (35 el Sesgo estd entre 100 % y 580 % mayor cuando
se usan tamanos de muestra menor. Una excepcién ocurrié para Sy en Y con J =4y
distribucién inicial Doble Exponencial donde el Sesgo fue 200 % menor con tamano de

muestra menor.

El efecto del tamano de muestra es muy fuerte en el ECM de los estimadores Ba-
yesianos. En general, el ECM estd entre 224 % y 920 % mayor cuando se usan tamanos
de muestra menor. Para ; el ECM estd entre 224 % y 920 % mayor cuando se usan
tamanos de muestra menor y para 35 el ECM estd entre 230 % y 790 % mayor cuando

se usan tamanos de muestra menor.
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El efecto del tamano de muestra es moderado en la Longitud de los intervalos
creibles de los estimadores Bayesianos. La Longitud de los intervalos creibles esta en-
tre 83% y 165 % mayor con tamanos de muestra menor. Para 3; la Longitud de los
intervalos creibles esté entre 83 % y 165 % mayor cuando se usan tamanos de muestra
menor y para [3; la Longitud de los intervalos creibles estd entre 88 % y 139 % mayor

cuando se usan tamanos de muestra menor.

El efecto del tamano de muestra es leve en el Cubrimiento de los intervalos creibles
de los estimadores Bayesianos. Para (; el Cubrimiento de los intervalos creibles es igual
o hasta 4 % mayor cuando se usan tamanos de muestra mayor y para (3 el Cubrimiento
de los intervalos creibles es igual o hasta 3 % mayor cuando se usan tamanos de muestra

mayor.

Efecto del nimero de categorias:
El efecto del nimero de categorias es leve en la Esperanza de los estimadores Bayesia-
nos. Para (; la esperanza estd entre 2% y 10 % mayor cuando Y tiene 3 categorias y

para (3 la Esperanza estd entre 1% y 12 % mayor cuando Y tiene 3 categorfas.

El efecto del nimero de categorias es muy fuerte en el Sesgo de los estimadores Ba-
yesianos. Para f3; el Sesgo estd entre 275 % y 822 % mayor cuando Y tiene 3 categorias

y para (3 el Sesgo esta entre 150 % y 4100 % mayor cuando Y tiene 3 categorias.

El efecto del numero de categorias es fuerte en el ECM de los estimadores Baye-
sianos. Para 1 el ECM estd entre 90 % y 571 % mayor cuando Y tiene 3 categorias y
para [, el ECM esta entre 100 % y 409 % mayor cuando Y tiene 3 categorias.

El efecto del nimero de categorias es moderado en la Longitud de los intervalos
creibles de los estimadores Bayesianos. Para (; la Longitud de los intervalos creibles
esta entre 44 % y 105 % mayor cuando Y tiene 3 categorias y para (3, la Longitud de

los intervalos creibles esta entre 39 % y 85 % mayor cuando Y tiene 3 categorias.
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El efecto del niimero de categorias es leve en el Cubrimiento de los intervalos creibles

de los estimadores Bayesianos. Para 3 el Cubrimiento es igual o hasta 4 % mayor cuan-

do Y tiene 4 categorfas y para (3, el Cubrimiento es igual o hasta 3% mayor cuando

Y tiene 4 categorias. Cuando Y tiene 4 categorias, el Cubrimiento de los intervalos

creibles de los estimadores Bayesianos es igual a 0.95 con las 4 distribuciones iniciales.

Cuadro 4.2: Criterios estimados de los estimadores de 5 y (B2 al modelar Y con tres

categorias y dos variables independientes.

J n  Distribucién inicial E § ECcM L C
3 150 Normal B 11.03 1.03 298 5.65 0.91
Doble Exponencial £, 10.83 0.83  2.75 5.60 0.93

t de Student B, 1127 127 496 657 0.90
Cauchy By 1128 128 510 6.63 0.90
Normal By 555 055 114 3.78 0.94

Doble Exponencial (3, 5.40 0.40  1.02 3.72 0.95

t de Student B, 568 068 1.73 426 0.93
Cauchy B, 568 068 1.78 430 0.93

450 Normal B 1030 0.30  0.50 2.50 0.94
Doble Exponencial 3 10.20 0.20  0.40 2.50 0.94

t de Student By 1030 0.30 050 250 0.94
Cauchy 4, 10.30 0.30 050 2.50 0.93
Normal By 510 0.10 020 1.80 0.95

Doble Exponencial ﬁ} 5.10 0.10 0.20 1.70 0.96

t de Student By 510 0.10 020 1.80 0.95
Cauchy B, 510 0.10 020 1.80 0.96
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Cuadro 4.3: Criterios estimados de los estimadores de 51 y B2 al modelar Y con cuatro

categorias y dos variables independientes.

J n Distribucioén inicial E S m L c
4 175 Normal B 1024 024 076 3.23 0.94
Doble Exponencial 3, 10.09 0.09  0.68 3.16 0.94

t de Student B/ 1022 022 0.76 3.23 0.94
Cauchy /i 1022 022  0.76 3.23 0.94
Normal By 510 0.10 035 231 0.96

Doble Exponencial Bg 4.99 -0.01 0.33 2.29 0.96

t de Student By 509 009 035 232 0.96
Cauchy By 508 008 035 232 0.96

525 Normal B, 1008 0.08 022 1.74 0.94
Doble Exponencial Bl 10.04 0.04 0.21 1.73 0.94

t de Student B, 10.08 0.08  0.22 1.74 0.94
Cauchy B, 10.08 0.08 022 1.74 0.94
Normal By 504 0.04 010 1.23 0.95

Doble Exponencial BQ 5.01 0.01 0.10 1.22 0.95

t de Student By 504 0.04 010 1.23 0.95
Cauchy By 504 004 010 1.23 0.95

En las Figuras 4.3 a 4.6 se presentan las 1000 estimaciones de los parametros 3 y
B2, cuando se modela Y con 3 y 4 categorias ordinales al usar diferentes tamanos de
muestra; ligeramente se observa que con la distribucién inicial Doble Exponencial, la
mediana en las estimaciones se encuentra méas cercana al verdadero valor del parametro,

que con las otras distribuciones iniciales.
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Figura 4.3: 1000 estimaciones de ; cuando Y tiene 3 categorias y se usan tamanos de

muestras de n = 150 (arriba) y n = 450 (abajo).
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Figura 4.4: 1000 estimaciones de 5 cuando Y tiene 3 categorias y se usan tamanos de

muestras de n = 150 (arriba) y n = 450 (abajo).
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Figura 4.5: 1000 estimaciones de ; cuando Y tiene 4 categorias y se usan tamanos de

muestras de n = 175 (arriba) y n = 525 (abajo).
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Figura 4.6: 1000 estimaciones de 5 cuando Y tiene 4 categorias y se usan tamanos de

muestras de n = 175 (arriba) y n = 525 (abajo).
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Capitulo 5!

Conclusiones

En la literatura no se encontraron trabajos previos sobre la modelacién Bayesia-

na del efecto de variables independientes en una variable respuesta aleatorizada ordinal.

Los trabajos de Cruyff et al. (2006) y van der Heijden et al. (2011) son los ma&s
parecidos al tema desarrollado en este trabajo. Cruyff et al. (2006) modelaron una va-
riable aleatorizada con categorias de respuesta ordenadas, pero con un modelo Poisson
cero inflado y bajo el enfoque clésico. Por otro lado, van der Heijden et al. (2011) mo-
delaron la suma de m preguntas sobre caracteristicas sensitivas binarias con respuestas

St usando el modelo de regresion ordinal.

Los resultados obtenidos en este trabajo se basa en un disenio de respuesta aleatoria
especifico, que es el diseno de respuesta forzada. Si se usara otro mecanismo aleatorio
se esperaria que los resultados fueran similares en cuanto al mejor estimador Bayesiano

obtenido.

En la mayoria de los escenarios simulados, los mejores estimadores Bayesianos fue-
ron con la distribucién inicial Doble Exponencial, porque las estimaciones del Sesgo,
Error Cuadratico Medio y Longitud de los intervalos creibles fueron menores y el Cubri-

miento fue mayor. A excepcién de un sélo caso, donde se modelé Y con tres categorias,
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con una variable independiente y n = 125, que ligeramente fueron menores las esti-
maciones del Error Cuadréatico Medio y la Longitud de los intervalos creibles, con la

distribucién inicial Normal.

En general, al triplicar el tamano de muestra, la Esperanza estimada fue mas préxi-
ma al verdadero valor del parametro y coincidié en un caso, cuando se modeld Y con
4 categorias, con una variable independiente y con la distribucién inicial Doble Expo-
nencial. Ademas fueron menores las estimaciones del Sesgo, Error Cuadratico Medio
y Longitud de los intervalos creibles y el Cubrimiento estimado en la mayoria de las

veces aumentd hasta un 4 %.
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Anexo 1. Distribuciones posteriores conjuntas

Modelos de la variable ordinal Y con 3 y 4 categorias con las variables

independientes estandarizadas.

Por teoria bayesiana la densidad posterior conjunta de @ y o, al modelar Y con 3
categorias y la densidad posterior conjunta de o, o y 72 al modelar Y con 4 categorias

estan dadas respectivamente por:

m(a,0 | X,Y) = Cr(a,0) H {Z I(Y; = j)wij}

m(a,v,0 | X,Y) = Qa, vV, 0 H{ZI(Yi—j)Wz‘j}

Pero al introducir la variable latente con distribucion Normal y las distribuciones

iniciales marginales entonces estan dadas respectivamente por:

m(a,0,Z|Y,Y) = CH {Z[ WZ]} X () Hw(ak)

x7(o) x ¢(V;, xLat, o)

M%

(e, v2,0,Z | X, Y) = OH{

=1

[ e ])71'”} X 71'(@0) H’ﬂ'(ak) X 7T(72)

1 k=1

x ¢(Z;,xLa, o)

.
Il

~—

x7(o
Las distribuciones posteriores son:

1. ay con distribucion inicial Normal.

m(a,0,Z|Y,Y) = CH {Z I(Y; = j)mj} x m(ag) [ [ (o)
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