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Introduccion

Este trabajo de investigacion titulado Compresion del concepto de fraccién como razén a
través del modelo de Pirie y Kieren, tiene el interés especial de contribuir al campo
investigativo en Matematica Educativa, respecto del topico fracciones. Se parte de la
probleméatica de qué los estudiantes de educacion primaria muestran una endeble
comprension del concepto de fraccion. Al respecto, Cortina y Cardoso (2009) reportan que
los estudiantes no han logrado interpretar rapida y correctamente algunas notaciones de las
fracciones en situaciones comunes, como en el caso de un cuarto de leche o un tercio del
pastel. Tedricamente, el estudio se fundament6 en el modelo tedrico de Pirie y Kieren
(1994), el cual permiti6 describir el proceso de construccion de conocimiento que realizan

estudiantes de primaria en México.

Para el logro del objetivo de investigacion Analizar el proceso de comprension de los
estudiantes de sexto grado de educacion basica (primaria), cuando resuelven tareas sobre
el concepto de fraccion como razon, se llevd a cabo un estudio de caso con cuatro
estudiantes de sexto grado de la basica primaria mexicana, lo cual permitié conocer el
proceso de comprension que presentan dichos estudiantes al resolver tareas especificas, es
decir, se conocio el proceso continuo de sus estructuras de conocimiento. El analisis de su
comprension se llevd a cabo en relacién a las caracteristicas de los ocho niveles que
presenta el modelo tedrico mencionado. En consecuencia, en los resultados de
investigacion se describen los procesos de las estructuras de conocimiento que presentaron
los estudiantes del caso en estudio. Asimismo, se realizd una confrontacion de ambos casos

en relacion a sus producciones y discusiones mientras resolvian las tareas aplicadas.

La tesis se estructura en cinco capitulos seguidos del listado de referentes bibliograficos
y de anexos. A continuacion, se describe brevemente el contenido de cada uno de los
capitulos y por ultimo se presenta un mapa conceptual que aborda de manera resumida la

perspectiva global de la investigacion.

Capitulo 1. Antecedentes y problema de investigacion. Recoge la problematica que la
literatura especializada ha reportado sobre el concepto de fraccion. Se encuentra organizado

en cinco apartados, donde se presentan las posturas de diferentes investigaciones sobre el



objeto matematico en mencién. Este capitulo concluye con el planteamiento del problema 'y

la pregunta de investigacion.

Capitulo 2. Fundamentos tedricos. Se aborda el modelo tedrico que fundamenta el
desarrollo de la investigacion. Se presenta de manera detallada el modelo teérico de la
comprension matematica de Pirie y Kieren (1994). El modelo ayuda a describir las
estructuras de conocimiento matematico que tienen los estudiantes sobre un concepto

matematico, y finalmente se indica el objetivo general y los particulares del estudio.

Capitulo 3. Metodologia de la investigacion. Se encuentra dividida en cinco fases:
aplicacion del método Delphi, que se realizd para delimitar la interpretacion asociada al
concepto de fraccion a estudiar; redisefio de las tareas, se presentan las dos tareas
redisefiadas; descripcion del estudio de caso, se presenta todo lo concerniente a la eleccion
de los participantes y el contexto del estudio; planificacion y desarrollo, atiende lo relativo
a la recogida de los datos y la organizacion de las sesiones trabajadas y por altimo; el
andlisis de la informacidn, aborda los aspectos metodoldgicos que se tuvieron en cuenta

para el andlisis de las datos en relacion con el modelo tedrico.

Capitulo 4. Analisis del desarrollo de la compresién. Se presenta el analisis
retrospectivo de la experimentacion con los estudiantes. Con ayuda de los instrumentos de
recoleccion de datos (notas de campo, grabaciones de video y audio, hojas de trabajo de los
estudiantes y entrevistas) los investigadores triangularon la informacién obtenida,
utilizando como referencia las caracteristicas principales del modelo tedrico y los niveles de
comprension del mismo. El andlisis se ha organizado para cada caso y cada una de las

tareas propuestas.

Capitulo 5. Conclusiones y aportes de la investigacion. Se presentan las conclusiones
que se derivaron de la investigacion. Se atienden cada uno de los objetivos particulares
propuestos en el capitulo 2 para dar respuesta a la pregunta planteada en el capitulo 1.
Sucesivamente se presentan las reflexiones respecto a la metodologia de la investigacion. Y
finalmente, las implicaciones educativas del estudio, asi como las limitaciones y

perspectivas de futuro.
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Capitulo 1. Antecedentes y Problema de Investigacion

En este capitulo se presenta una revision de la literatura que se ha organizado en cinco
apartados referentes a los siguientes temas: la fraccibn como objeto matematico; las
interpretaciones asociadas al concepto; las dificultades en el proceso de ensefianza-
aprendizaje del tema; la comprensién del concepto de fraccion, por ultimo, las propuestas
didacticas para la ensefianza y aprendizaje de las fracciones. En cada apartado, se presentan
las posturas de diferentes investigaciones, sefialando lo que se ha investigado en cada una
de ellas, como se ha estudiado y que resultados han reportado, con la finalidad de englobar

la problemaética que dio paso a esta investigacion.

Los resultados de la literatura internacional de investigacion sobre el concepto fraccion,
muestran que ha sido un tema de investigacion y ensefianza privilegiado, y que sus
resultados han contribuido a grandes modificaciones de los programas escolares (Fandifio,
2009). Pero estas aportaciones del pasado no implican que hoy en dia no se siga
investigando este tema y, como lo menciona Fandifio (2009) “una reflexion sobre las
fracciones tiene mucho que ofrecer a la comunidad de la Educacion Matematica” (p.11).
Aportes como: la creacion de modelos de ensefianza-aprendizaje del concepto; el desarrollo
de recursos educativos; el disefiar secuencias de ensefianza para apoyar el aprendizaje del

concepto, entre otros.

Segun Cortina (2014), el concepto de fraccion ha sido uno de los temas mas
investigado en el campo de la Educacién Matematica por diversos autores (Kieren, 1976;
Freudenthal, 1983; Behr et al., 1983; Ball, 1993; Thompson y Saldanha, 2003; Brousseau et
al., 2004; Fandifio, 2009; Valdemoros, 2010; Gonzélez, 2015; Sanz y Goémez, 2015).
Ademas, también menciona que en la literatura sobre las fracciones se han identificado,
cuatro preocupaciones principales que han motivado la realizacién de estudios en este

campo.

La primera preocupacion, ha consistido en puntualizar la naturaleza didactica del
concepto, buscando especificar las nociones matematicas que estan o deberian estar
presentes, al aprender y al ensefiar fracciones; la segunda, proviene desde un punto de vista
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cognitivo, ha implicado identificar y describir los esquemas mentales relativos al
aprendizaje de las fracciones, asi como los procesos que llevan a que estos esquemas se
desarrollen; la tercera preocupacion, esta mas vinculada a la didactica, y ha sido la de
generar propuestas de ensefianza que favorezcan el aprendizaje del concepto. Como ultima
preocupacion se tiene la vinculada al campo de la evaluacion y ha implicado documentar
los niveles de comprensién de las fracciones que logran estudiantes (Cortina, 2014, p.271-
272). Preocupacion que también desperto el interés por realizar la investigacion. Por tanto,
el contexto investigativo se encuentra en el campo de la comprension en Educacion

Matematica.

La importancia de investigar las fracciones, se presenta desde diferentes perspectivas

como las tedricas, educativas, psicoldgicas y practicas (Behr et al.,1983; George, 2017):

» Desde un punto de vista teorico, las fracciones son importantes porque brindan a los
alumnos la primera oportunidad de aprender que muchas propiedades de numeros

enteros no se extienden a todos los tipos de nimeros.

» Desde una perspectiva practica, la capacidad de tratar eficazmente el concepto de
fraccion mejora enormemente la capacidad de entender y manejar situaciones y

problemas en el mundo real.

» Desde un punto de vista psicoldgico, las fracciones proporcionan un rico ambito
dentro del cual, los nifios pueden desarrollar y expandir las estructuras mentales

necesarias para el desarrollo intelectual.

» Desde una perspectiva matematica, la comprension de las fracciones proporcionan la

base sobre la cual pueden basarse las operaciones algebraicas elementales mas tarde.

1.1. Lafraccion como objeto matematico

En este apartado, se presenta una explicacion de lo concerniente al concepto de fraccion

como objeto matematico en estudio.

Las fracciones, histéricamente fueron utilizadas por primera vez por los babilonicos y

egipcios, que las descubrieron en sus acciones de fraccionar, repartir y medir. “Los



primeros registros de uso de las fracciones aparecen en el papiro de Ahmes, que muestra
que los egipcios trabajaron con fracciones desde el afio 2000 a. C” (Carrillo et al., 2016,
p.75). Ademas, se menciona que hasta el siglo XVII, los numeros escritos de la forma a/b
Ilamados quebrados, fueron admitidos con el mismo estatus que los nimeros enteros. De
manera general, las fracciones poseen cinco representaciones basicas (Carrillo et al., 2016),

como se ilustran en la tabla 1.

Tabla 1
Diversas representaciones de las fracciones.

Representacion Fraccion ~ Numero Porcentaje Lenguaje verbal Lenguaje
decimal pictérico
Una de cuatro EEI:D
Ejemplos 1 0,25 25% Cuarta parte
- *——o—o—o
0 % 1

Los numeros fraccionarios hacen parte de los numeros racionales y la primera

representacion que tuvieron dichos numeros, fue la fraccién (Flores y Torralbo, 2011).

Los simbolos de las fracciones son simbolos bipartitos. En primer sentido, son una

forma determinada para escribir nameros. Como sistema de notacion (un simbolo) se
representa mediante dos numeros enteros con una barra entre ellos (a/b)' En segundo

lugar, las fracciones son nimeros racionales no negativos. Son aquellas que se pueden

escribir de la forma de la forma a/b’ donde a y b son numeros enteros, y a, indica el

numerador y b, el denominador, siendo este ultimo distinto de cero (b # 0) (Lamon,
2007).

Por otra parte, el diccionario ya distingue en su significado dos acepciones bien
diferenciadas de la palabra fraccion. La primera, se presenta como la division de un todo en
sus partes o las partes de un todo. La segunda acepcion, que se encuentra dentro de los
significados propios de la Aritmética, es vista como nimero quebrado o expresion que

indica una division que no puede efectuarse (Llinares y Sanchez, 1988).



Las fracciones se pueden clasificar de diferentes formas, dependiendo de la relacion
entre su numerador y denominador (Peléez, 2013). Asi se pueden establecer los siguientes
tipos de fracciones (tabla 2).

Tabla 2
Tipos de fracciones segun la relacion de su numerador y denominador.

Relacion Tipo Descripcion Ejemplo
Propias Numerador menor que el 4
Numerador y denominador. 7
denominador Impropias Numerador mayor que el 7
denominador. 4
Numerador Unitarias Su  numerador es el 1
ndmero 1. 4
Homogéneas Dos 0 mas fracciones con 4 7
Denominador igual denominador 9779
Heterogéneas Dos 0 mas fracciones con 4 7
distintos denominador 9V 12

Por su parte, Carrillo et al. (2016) menciona que aparte de los tipos de fracciones
presentados en la tabla 2 se tienen los siguientes: numero mixto, aparente numerador,

irreducible y decimal (tabla 3).

Tabla 3
Principales tipos de fracciones (tomada de Carrillo et al., 2016, p.76).

Irreducible Decimal
Numerador y Equivalente a otra
denominador primos con denominador

Ndmero mixto
Parte entera y
fraccionaria

Aparente: numerador
Multiplo del
denominador

entre si potencia de 10
1 3 8 8 16
4 4 3 200

De los tipos de fracciones presentes en las tablas 2 y 3, se puede deducir que el tipo de
fraccion aparente numerador, es a su vez una fraccion impropia. En cuanto a las fracciones
irreducibles, estas pueden ser también fracciones propias e impropias. Una fraccion
unitaria, en cambio, siempre sera una fraccion propia. Por Gltimo, las fracciones de tipo
decimal, pueden ser a su vez fracciones propias e impropias. Se puede concluir que a partir
de los dos tipos de fracciones propias e impropias se pueden considerar los otros tipos de

fracciones, a excepcion de las fracciones que se han clasificado como nimeros mixto.



Hasta el momento, se interpreta que la fraccion indica la medida de una parte respecto
de un todo, pero cuando dos fracciones diferentes (2 y g) representan la misma cantidad

(dan lugar a la misma parte de un todo) se conocen como fracciones equivalentes, puesto
que expresan la misma cantidad de medida de determinada parte respecto de un mismo todo
(Flores y Torralbo, 2011). Para determinar si dos fracciones son equivalentes, se debe de

cumplir la igualdad de los productos cruzados (Cid et al., 2004). Si tenemos las fracciones
2 y Z y se realizan los productos cruzados, se tiene que 2 X 9 = 3 X 6y, como se cumple
la igualdad, esas dos fracciones son equivalentes, como se percata el resultado del producto

es 18 = 18. Por tanto% y % son fracciones equivalentes.

Cid et al. (2004) mencionan que la relacion de equivalencia de fracciones cumple las
tres condiciones (propiedades) exigidas a las llamadas relaciones de equivalencias. Estas

propiedades son: la reflexiva, segin la cual toda fraccion es equivalente a si misma

2 . 2 .. . ., . 2

(g es equivalente a g); simétrica, con la que si una fraccion cualquiera (g) es
. -, 3 Sy ., 3 .

equivalente a otra fraccién (5) entonces, esta Ultima fraccion (3) es equivalente a la

. 2 T . . -z 2 .
primera (g) y por Ultimo, transitiva, que establece que si una fraccion (E) es equivalente a

otra fraccion (%) y si esta ultima es equivalente a otra fraccion (%) diferente de la

. . ./ 2 P 6 .
primera, entonces la primera fraccién (g) y la dltima (E) son equivalentes.
Por tanto, el conjunto de las fracciones se encuentra dividido en “clases de
equivalencia”, y cada una de esas clases, se encuentra conformada por todas aquellas

fracciones equivalentes entre si (Cid et al., 2004). Por ejemplo, se tiene que la fraccién%

representa la clase de equivalencia correspondiente a las siguientes fracciones

1 2 3 4 5 .y ., .
{—;—; S } Esta relacion se puede ver también en la figura 1.
2 476810 2n
, . 1 2 3 4 n . . ., 1 P
El ndmero racional H = {—;—;—; . —; } se identifica con la fracciéon =, usandola como
3 6 912 3n 3

. . . . 1
representante de cualquier otro miembro de la clase de fracciones equivalentes a 3

Figura 1. Ejemplo de numero racional como clase de equivalencias de fracciones.




Esta claro que existen infinitas clases de equivalencias de las fracciones y cada una de
esas clases, es un nimero racional, por tanto existen también infinitos nimeros racionales.

Todo ellos constituyen el conjunto de los nimeros racionales, que se representa con la letra

Q.

Asi como el conjunto de los ndmeros enteros tienen un orden, los ndmeros
fraccionarios también lo tienen, por tanto se pueden comparar entre ellas. “Si se toman las
fracciones como porciones, sucede que cuando el todo se divide en mayor numero de
partes, cada una de ellas es mas pequefia” (Flores y Torralbo, 2011, p.205). Asi, cuanto
mayor sean los denominadores cada parte va a ser menor en relacion con el todo. Luego si
el orden se establece en funcion de los denominadores si el numerador es el mismo, sera
menor la fraccién con mayor denominador. De esta forma, se puede expresar que el orden
en las fracciones es opuesto al tamafio de los denominadores; contrario con lo que ocurre
con los numeros enteros positivos, en los cuales el orden se establece en cuanto a la

cantidad que representa ese numero. Por ejemplo, el nimero 36 es mayor que el nimero 2.

Estas reflexiones se pueden realizar con facilidad, siempre y cuando la comparacion de
fracciones se realice con una fraccion unitaria, puesto que siempre seran menores conforme
aumenten sus denominadores. Por tanto, comparar y ordenar fracciones no siempre es facil

si se realizan con otros tipos de fracciones (A no ser que tengan el mismo denominador).
Por ejemplo, al comparar y ordenar fracciones con distintos denominador S y g
manteniendo el criterio anterior (entre mayor sea el denominador menor sera la fraccion),
se puede deducir que la fraccion ges mayor que la fraccién g Esta afirmacidn en este caso

es errénea. Existen diferentes estrategias para comparar fracciones, pero la mas conocida es
expresar ambas fracciones mediante fracciones con comdn denominador.

™ . . . . ., 6

Utilizando la estrategia anterior para comparar las fracciones, se tiene que la fraccion 5

-, 3 . .
es mayor que la fraccion < (el proceso se ilustran en la figura 2). Por tanto, para comparar y

ordenar fracciones, se tiene qué tener presente que tipo de fracciones se esta trabajando.



., 3 3X8 24
La fraccibn ==—==
5 5X8 40

., 6 6X5 30 . ,
y la fraccion 5 axc = 20 expresadas como fracciones con comun

. 24 30 . ., 30 .. .
denomlnadorEyE, se puede concluir que la fraccion %o liene mayor porciones por tanto es

., 24
mayor que la fraccion e

Figura 2. Ejemplo de comparacién y orden de fracciones con distintos denominador.

Como conclusion de la comparacion y orden de fracciones se presenta en la tabla 4 un

resumen detallado y comparativo de las misma.

Tabla 4
Comparacion de fracciones.

Relacién Descripcion Ejemplo
Fracciones con  Dadas dos 0 mas fracciones que tienen el mimo 4 < 4
igual numerador numerador, es menor la que tiene mayor 12 7

denominador.
Fracciones con  Dadas dos o mas fracciones que tienen el mismo 4 < 5
igual denominador, es menor la que tiene menor 6 6

denominador numerador.

Dada dos o mas fracciones que tienen

Con numeradores y denominador distintos, en primer 2 _24 5 151 4
numeradoresy  lugar se expresan a com(n denominador (0 3 36°12 36’9 36
denominadores  numerador), para luego determinar que la tiene 1 5 2

distintos menor numerador es la fraccion menor. 5<1;<3

Por otra parte, se pueden realizar las cuatro operaciones béasicas con las fracciones (suma,

diferencia, producto y division).

La suma Yy diferencia de fracciones se justifica a partir del mismo tipo de
situaciones que daban sentido a la suma y diferencia de naturales, es decir,
situaciones de parte-todo, de reunion, de transformacion o de comparacion.
Por tanto, el sentido de la suma y diferencia no cambia, cambian Unicamente
las cantidades que intervienen, que ahora son medidas o partes de un todo,
mientras que antes eran cardinales u ordinales (Cid et al., 2004, p.113).

Tanto la suma como la diferencia de dos 0 mas fracciones, se plantean en dos contextos

(manera de proceder) y esto depende del denominador que poseen. Se ilustran en la tabla 5.




Tabla 5
Suma y diferencia de fracciones

Denominador Operacion Descripcion Ejemplo

Es el resultado de sumar los numeradores
y dejar invariante el denominador.

3 6 3+6 9
Suma E+é_a+b §+§—T_§
Cc Cc B Cc
Es el resultado de restar los numeradores
Iguales y mantener el mismo denominador.
a b a-b 6 3 6-3 3
c ¢ < 55 5 5

Diferencia

Para que una diferencia de fracciones
positivas sea posible tiene que ser el
primer numerador mayor o igual que el
segundo.

6 1
275 se encuentran el

Primero se reducen a comin denominador
m.c.mde (4,2) = 4

y se aplican las definiciones anteriores (ya

Distintos Sumay  sea cual de las dos operaciones este que _serg el
diferencia  realizando). enominador en
comdn
6 2_6-2_4_.
4 4 4 4

Flores y Torralbo (2011) sefialan que “Sumar es reunir partes y restar es retirar partes”
(p.211); algo similar con lo que se interpreta en la suma y resta de nimeros naturales en
relacion al concepto, pero en el proceso de operar se diferencian. Esta relacién cambia con
el producto de las fracciones en relacion al producto de los nimeros naturales, donde el
producto significa una suma repetitiva. En el caso de multiplicar fracciones, no se puede
interpretar como resultado de sumar varias veces, porque el nimero de veces no puede ser
fraccionario; el sentido del producto con fracciones es el de una fraccion de fraccion, pero
si tienen similitud en el proceso de operar con los nUmeros naturales. Es el caso también de
la division de fracciones que no se puede interpretar como reparto o diferencia repetitiva
como es entendida en la division con nimeros naturales sino, como la operacion inversa del
producto de fracciones (Cid et al., 2004). La descripcion de estas dos operaciones se

ilustran en la tabla 6.



Tabla 6
Producto y division de fracciones

Operacion Descripcién Ejemplo

El procedimiento para calcular el
producto de dos fracciones, se define

Producto 2 3 2x3 6
como el producto de los numeradores y —X == =—
denominadores de la manera siguiente: 57 5x7 35
a C axc
—_ x —
b d bxd
El procedimiento para calcular el cociente
de fracciones, se define como el producto
de la primera fraccion por el inversode la 2 3 2 y 7_2x7_ 14
Divisién segunda: 5 7 573 5x3 15

a d_axd

Td b bxe

a ¢
b d

Todo lo anterior deja plasmado el objeto matematico a trabajar en la investigacion.

1.2. Interpretaciones asociadas al concepto de fraccion

En este apartado, se presentan los reportes de investigaciones relativas a las
interpretaciones asociadas al concepto de fraccion y las consecuencias de la existencia de

las mismas en el aprendizaje del concepto.

Los resultados de numerosas investigaciones, han identificado distintas interpretaciones
de las fracciones (Kieren, 1976, 1980; Post et al., 1982; Behr et al., 1983, 1992; Llinares y
Sanchez, 1988; Fandifio, 2009). Para obtener una comprension completa de los nimeros
fraccionarios, no solo se deben estudiar por separado las distintas interpretaciones sino
relacionarlas entre ellas (Kieren, 1976). El primero en distinguir a las fracciones en cuatro
categorias interrelacionadas fue Kieren (1976). La primera categoria, la fraccion como
relacion (razon), expresa la nocion de una comparacion entre dos cantidades de una
magnitud o de magnitudes diferentes; la segunda, la fraccion como operador, se considera
como una funcién aplicada a objetos, niUmeros o conjuntos, logrando ampliar o reducir una
cantidad a un nuevo valor. La categoria de la fraccién como cociente, se refiere al resultado

de una division; y por ultimo, la fraccion como medida, considerada como ndmero que



indica la magnitud de una fraccion y también se asocia con la medida de un intervalo
(Gabriel et al., 2013).

Posteriormente, Behr et al. (1983; 1992) consideraron adicionar dos categorias a las
expresadas por Kieren, o como ellos las llamaron subconstructos del megaconcepto. El
primer subconstructo es la fraccion como parte-todo, que se presenta tanto en situaciones
continuas (longitud, area y volumen) como discretas (contando) y consiste en la capacidad
de dividir una cantidad ya sea continua 0 un conjunto de objetos discretos en subpiezas o
conjuntos de igual tamafio. El otro subconstructo, la fraccion como decimal, cuando se

expresa como un numero decimal exacto, peridédico o no periddico.

Por su parte Fandifio (2009), presenta un estudio detallado de las fracciones, donde
habla tanto de los aspectos conceptuales como los didacticos de este concepto. Es asi, como
recopila las diferentes formas de entender el concepto de fraccion. Utiliza la literatura
especifica sobre el tema para mencionar nueve formas méas de entender el concepto de
fraccion (ya sea interpretacion o uso) en relacion a las seis ya mencionadas, recopilando asi

catorces formas (no presenta explicitamente la fraccion como decimal).

Las diferentes formas en que Fandifio considera el concepto de fraccion son: La
fraccién como probabilidad, cuando se describe con que probabilidad ocurrird un evento
estadistico; la fraccion como ndmero racional, cuando se presenta de manera general,
dando particular atencion a lo referente con la operatividad, especialmente la equivalencia
entre fracciones; la fraccion como punto de una recta orientada, cuando indica una
distancia relativa (depende de la unidad de medida) entre el origen y el punto-fraccion; la
fraccién como indicador de cantidad de eleccion, cuando se realiza una eleccion con la
relacion 1 cada 10, no limitada como la fraccion que pretende dividir una unidad-todo en 10
partes iguales. Esta Ultima forma como Fandifio (2009) entiende las fracciones, se puede

relacionar con la interpretacion de la fraccién como decimal.

Otra forma de entender la fraccion es como porcentaje, cuando se realiza la
comparacion relativa de un ndmero respecto a otro, adoptando 100 como base de
comparacion. Con respecto al uso que se tiene de la fraccion (no como interpretacion), se

puede encontrar que se usa en el lenguaje cotidiano, cuando los términos que tienen o
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parecen tener relacion con las fracciones, se presentan en la practica o lenguaje cotidiano;
la fraccion en los puntajes, se relaciona con la interpretacion de las fracciones como

relacion (razon) y como operador.

Ademas, Fandifio (2009) distingue que en la ensefianza se puede realizar, la
conceptualizacion de las fracciones y la teoria de Vergnaud, cuando se conceptualiza la
fraccion a través de todas sus interpretaciones y no sélo en la eleccion de uno o dos de
ellos; y, la conceptualizacion de la fraccion: signo-objeto de Duval, cuando se realiza el
aprendizaje conceptual por medio de sus multiples funciones y la multiplicidad de sus
sistemas de signos (representacion semidtica). De esta manera se resalta en esta
investigacion que Fandifio (2009) realiza una clasificacién con respecto a algunas
interpretaciones del concepto de fraccion y algunos otros segin el uso que se tienen del

mismo, no siendo estos Ultimos interpretaciones de las fracciones.

Entre las investigaciones realizadas en México, conviene destacar algunas como la de
Calderon (2012) que llevo a cabo la revision y andlisis del plan y los programas de estudio
de la educacién bésica (primaria y secundaria) y de los libros de textos de educacion
primaria (edicion 2011). En dicha investigacion se trataron de identificar las
interpretaciones asociadas al concepto de fraccion relacionados a los de Fandifio (2009) que
aparecen en dichos libros. Se encontraron nueve interpretaciones asociadas al concepto de
fraccion (la fraccion como parte de un todo a veces continuo, a veces discreto; como
cociente; como razén; como operador; como porcentaje; como indicador de una cantidad de
eleccion en el todo (decimal); como nimero racional; como punto de una recta orientada;
como medida). Se observé que se prioriza el trabajo con las interpretaciones: racional y
medida vy, el uso mas frecuente de la fraccion es en el lenguaje cotidiano. Esto conlleva un
aprendizaje puramente memoristico, basado en la adquisicion del algoritmo y no del
concepto de fraccion, ya que los textos no promueven la comprension conceptual del tema,
sino la resolucion de problemas mediante procesos algoritmicos comunes y repetitivos
(Calderon, 2012).

Las diferentes interpretaciones que se tiene del concepto de fraccidn, pueden estar
asociadas con una falta de comprension del tema, tanto en profesores como en estudiantes.

Fandifio (2007) menciona que esto sorprende a los profesores en los cursos de formacion,
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puesto que una definicion aparentemente intuitiva de la fraccion da lugar al menos una
docena de diferentes interpretaciones del término. Las interpretaciones asociadas al
concepto de fraccion no deben considerarse por separadas, sino que deben fluir juntos en un
unico proceso de aprendizaje, ya que el aprendizaje conceptual es la primera etapa del
aprendizaje matematico (Fandifio, 2007, p.18). Por otra parte, Fandifio (2009) menciona,
que cada una de las diferentes aceptaciones de las interpretaciones asociadas al concepto de
fraccion deben ser exploradas y puestas en relacion entre si, con el objetivo de intentar
encontrar algun principio unificador, aunque existan diferencias considerables entre algunas

de ellas.

1.3. Dificultades en la ensefianza y el aprendizaje del concepto de fraccion

Las dificultades que presentan los estudiantes cuando trabajan con las fracciones,
usualmente son derivadas de una falta de comprension conceptual (Fazio y Siegler, 2011).
A continuacion se enuncian las principales dificultades que la literatura en

Educacion Matemaética ha reportado sobre el concepto de fraccion.

Fandifio (2009) presenta las que son mas frecuentes en el aprendizaje de las fracciones,
enumerando los errores mas habituales en los estudiantes. También, presenta algunas
propuestas didacticas, que buscan remediar esos errores tipicos de los estudiantes. Las
dificultades tipicos de los estudiantes identificados en el contexto internacional por Fandifio
(2009) son: dificultad en el ordenamiento, cuando el estudiante realiza de manera erronea la
ordenacién (mayor que, menor que o igual que) entre fracciones, nimeros decimales o los
dos mezclados; dificultad en la realizacion de las operaciones, cuando el estudiante
presenta dificultad conceptual para realizar operaciones (adicion, sustraccion,
multiplicacién y division) entre fracciones; dificultad en el reconocimiento de esquemas,
cuando el estudiante interpreta erréneamente el esquema de una fraccion, el hecho radica
que el estudiante no sabe decidir cual es la unidad que estd en juego; dificultad en la
gestion del adjetivo “igual”, cuando el estudiante no sabe como interpretar la exigencia de

que las unidades fraccionarias deben ser iguales.

Otra dificultad es la relativa a la gestion de la equivalencia, cuando el estudiante no

sabe operar la equivalencia entre fracciones, ya sea encontrar una fraccion equivalente a
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otro o completar ya sea el numerador o denominador en dos fracciones que son
equivalentes; dificultad en la gestion de la “fraccion irreducible”, la reducciéon a los
minimos términos, cuando el estudiante confunde la expresion “cancelar arriba y abajo” en
relacién a la operacion matematica y no saber expresar el resultado de dicha operacion
como fraccién; dificultad en la gestion de figuras no estandar, cuando el estudiante tiene
que hallar o representar fracciones con figuras no estandar. Esta dificultad puede ser el
resultado de las actividades rutinarias que proponen los docentes, en las que habitualmente
se recurre al uso de figuras estandar (rectangulos, circulos, cuadrados, entre otras). Otra
dificultad es la relativa a, determinar a partir de una fraccion la unidad que la genero, es
comun encontrar que el estudiante teniendo un conjunto-unidad o figura-unidad discreto de
objetos, busque o represente una fraccion. Pero, realizar la actividad contraria resulta de
gran dificultad para ellos. Y, la dificultad en la gestiobn autbnoma o espontanea de
esquemas, figuras o modelos. El estudiante presenta falta de autonomia, cuando debe
utilizar modelos o esquemas de manera espontanea para representar las fracciones, ya que

solo se limita a los estandar o presentados en la clase (Fandifio, 2009).

Por otra parte, Butto (2013) present6 las dificultades que han reportado diferentes
investigadores sobre el aprendizaje del concepto de fraccion, estando muy relacionadas a
las mencionadas por Fandifio (2009). Posteriormente analiza las dificultades que los
estudiantes de sexto grado de una escuela primaria de la Ciudad de México tenian del
aprendizaje de las fracciones. Revela que algunos estudiantes se encuentran en la transicién
del campo de los nimeros enteros hacia los racionales; también, menciona que los
estudiantes presentan dificultades con algunas actividades que requieren poner en préactica
las ideas matematicas de fraccionamiento en cantidad discreta, equivalencia de fracciones,

ubicacidn de fracciones propias e impropias en la recta numérica (Butto, 2013).

Para analizar las dificultades de los alumnos en torno al concepto de fraccion, Gabriel
et al. (2013) proponen una distincion entre conocimiento conceptual y procedimental;
entendiendo el primero como el conocimiento de conceptos y principios centrales, y sus
interrelaciones en un dominio particular; y el segundo, como secuencias de acciones que
son Utiles para resolver problemas (p.2). El conocimiento conceptual de las fracciones, lo

evaluaron a traves de pruebas sobre algunas interpretaciones de las fracciones (parte-todo y
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proporcion) y las diferentes representaciones de las fracciones (figura, numérica y verbal).
El conocimiento procedimental sobre las fracciones, lo evaluaron mediante operaciones con

fracciones y tareas de simplificacion de las misma.

La prueba fue aplicada a estudiantes de cuarto, quinto y sexto grado de la comunidad
francesa de Bélgica. Los resultados mostraron que los estudiantes trataron de entender el
concepto de fraccion, puesto que en las operaciones con fracciones presentaron dificultades
(Gabriel et al., 2013, p.10). Ademas, los estudiantes aplicaron procedimientos que no
comprenden plenamente. Mencionan, que la practica de la ensefianza de las fracciones se
centra mas en los procedimientos que en la comprension conceptual de las mismas. Pero
con el estudio realizado por Gabriel et al., muestra que los procedimientos no son
suficientes (para realizar operaciones con fracciones) y que, la comprension conceptual es
esencial para asegurar una comprension eficaz de las fracciones. Concluyen explicando por
qué las fracciones estan entre los temas matematicos mas dificiles en la educacion primaria,
ofreciendo también una serie de recomendaciones sobre como ensefiar fracciones en este

nivel educativo.

Cada una de las dificultades mencionadas en este apartado, pueden estar asociadas con
la falta de comprensién del concepto fraccion que manifiestan los estudiantes de la
educacion primaria. Colocando en relacion los niveles del modelo tedrico de Pirie y Kieren
(1994) con algunas de las dificultad enunciadas. Como por ejemplo, la dificultad para
representar una fraccion; la de identificar la unidad de partida y la exigencia de que las
unidades fraccionarias deben ser iguales, podrian ser las causantes de que los estudiantes
presenten un proceso de comprension erroneo. Puesto que, no lograrian relacionar el
concepto de fraccion con la creacion de una imagen, ya sea, mental, pictérica, simbdlica
entre otras, para posteriormente trabajar en esa imagen. Por eso, seria pertinente precisar,
cuéles de las dificultades mencionadas u otras, estdn presente cuando los estudiantes
resuelven tareas que aludan a la interpretacion del concepto de fraccion como razon. Siendo

esta la interpretacion objeto de estudio de la investigacion.
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1.4.  Comprension del concepto de fraccion

En este apartado, se presentan algunos resultados de investigaciones relacionadas con la

compresion del tema de fraccion en el campo de la Educacion Matematica.

Tanto en la ensefianza como en el aprendizaje, el tema de fraccion en la educacion
bésica, especificamente en la primaria, sigue siendo un tema dificil para que los profesores
y estudiantes logren una buena comprension. La endeble comprension del concepto, se
debe a muchos factores, como por ejemplo, en la ensefianza de las fracciones algunas
veces, se limitan a usar situaciones de la vida real y muchas veces, se implementan tareas
abstractas en contextos desconocidos por los estudiantes. Por tanto, conlleva a que estos
manifiesten escasos conocimientos previos cuando estudian este contenido matematico en

la escuela primaria (Perera y Valdemoros, 2009).

Algunas investigaciones centradas en la comprension del concepto de fraccién, como la
de Kieren (1980), mencionan que la interpretacibn como parte-todo constituye los
cimientos para el desarrollo de la comprension del concepto. De esta manera, Lewis (2016)
dice que seria oportuno promover actividades informales de particion en los nifios (dividir
un todo en partes iguales) a la hora de abordar la tematica, a pesar de que, las habilidades

partitivas (parte-todo) las llegarian a dominar en una infancia tardia (9 a 12 afios).

En este sentido, en los libros de texto para la ensefianza primaria, es comun que se
presente el concepto de fraccion en términos de la relacion de dos acciones: dividir/tomar
(Butto, 2013). Pero, estd sola accién podria involucrar una endeble comprension del
concepto en nifios de temprana edad. Ya que, no implica todas las caracteristicas propias
del tema. Por ejemplo, cuando la idea de fraccionamiento de la unidad o el todo inicial, no
es suficientemente claro para el estudiante. Como el caso de las fracciones impropias,
puesto que se tendria que el nimero de partes tomadas es mayor que el nimero de partes

divididas, segun la accion dividir/tomar. De esta manera, los estudiantes presentarian una
‘g ;. . .y, . . 5 . ey
dificultad tipica al momento de interpretar una fraccion impropia (grepresenta dividir un

todo en tres partes iguales y tomar cinco).

Esta manera de abordar el concepto de fraccion, solo con la relacién parte-todo, no

posibilita la comprension adecuada del concepto. Kieren (1980) enfatizd6 que la mejor
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manera de introducir el concepto es con la interpretacion parte-todo, pero que ésta, no podia
ser independiente por si misma, ya que es la Unica interpretacion que se relaciona con todas
las demaés, puesto que cada una de las otras interpretaciones implican un aspecto diferente
del concepto. De acuerdo con Fandifio (2009) y Butto (2013) la mejor manera de ensefiar el
concepto para garantizar una comprension del mismo es, exponer a los estudiantes a
establecer relaciones entras las diversas interpretaciones que involucran el concepto, de tal
manera que puedan resolver cualquier situacion relacionada con el tema sin dificultad. Lo
anterior posibilitd encaminar las dos tareas matematicas aplicadas a promover conexiones
con otras interpretaciones, como la fraccién como porcentaje, parte-todo, proporcion entre

otras.

La ensefianza de las fracciones, se introduce en los curriculos educativos a temprana
edad, en México se evidencia desde el primer afio escolar con la introduccion de temas
relacionados. Ya que, a la edad de 4 afios los estudiantes pueden distribuir un conjunto de
objetos en partes iguales, pero entre un pequefio nimero de personas, por ejemplo, los
estudiantes logran compartir 12 caramelos entre 3 personas. Es ya, a la edad de 5 afios,
cuando pueden compartir un Unico objeto entre varias personas. A los 6 afios de edad, los

estudiantes tienen la capacidad de hacer coincidir proporciones equivalentes, representadas

. Ly - . . . 1 . .
por figuras geométricas sencillas o formas cotidianas, por ejemplo, > de una pizza es igual

que%de un pan (Fazio y Siegler, 2011). Se puede ver reflejado que el aprendizaje del

concepto de fraccion en las situaciones presentadas, se relacionan con diferentes

interpretaciones del concepto (parte-todo, cociente, relacion) desde una temprana edad.

A partir de los 6 afios de edad, los estudiantes necesitan comprender que las fracciones
son nimeros con magnitudes, las cuales pueden ser ordenadas de menor a mayor y tener un
valor equivalente (Fazio y Siegler, 2011). Una manera de asegurar que comprenda esto, es
utilizando rectas numéricas durante la ensefianza del concepto. Como lo mencionan Cramer
et al., (2018) los beneficios de usar en este tipo de representacidn es que deja ver, que una
fraccion representa un Gnico namero racional con un valor Gnico como punto en una linea y

ademas se requiere la notacion de fracciones y de longitudes.
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Cuando un estudiante tiene una comprension conceptual de las fracciones, puede
desarrollar con éxito los procedimientos de calculo y, colocando en correlacion ambas
cuestiones, tiene la posibilidad de tener éxito en la resolucion de problemas que involucren
situaciones con fracciones (Fazio y Siegler, 2011). En México Cortina y Cardoso (2009),
realizaron un estudio que consistié en la administracion de examenes a 297 estudiantes de
sexto grado de 13 escuelas diferentes. Se pedia a los estudiantes que identificaran la
cantidad representada por fracciones comunes (por ejemplo, 1/2, 1/4, 1/3, 3/4) puesto que
estaban interesados en reportar las diferentes formas en que los estudiantes daban sentido a
una notacién de fracciones del tipo "a / b", como un nimero que expresa la cantidad. Los
resultados indicaron que muchos estudiantes estan terminando la escuela primaria con una
comprension deficiente de las fracciones, no han desarrollado comprensiones que les
permitan interpretar rapida y correctamente el significado cuantitativo de las notaciones de

fracciones méas comunes, incluyendo 1/2 (Cortina y Cardoso, 2009).

Con relacion a esto, Pelaez (2013) también realizd un estudio exploratorio, donde se
interesd por estudiar qué conocimientos tienen sobre el concepto de fraccion, un grupo de
estudiantes recién matriculados en séptimo grado. Para ello, primero realiza un analisis de
los libros de textos de matematicas, correspondientes a la formacion de la educacion basica
(primaria) de estos estudiantes; y mediante un instrumento de exploracion, analiz6 el nivel
de comprension presentado por los estudiantes en el proceso de resolucidn de situaciones.
Como resultado obtuvo, que el nivel de compresion alcanzado sobre el concepto fraccion
por los estudiantes hasta su etapa de formacién en primaria, es muy escaso; porqué no estan
acordes con los aprendizajes esperados al culminar esta etapa escolar; una de sus tantas
dificultades es que no conocen procedimientos para comparar y ordenar numeros

fraccionarios y decimales.

Todo lo mencionado en este apartado, ponde de manifiesto la endeble comprension que
tiene los estudiantes de la educacion basica, particularmente en primaria cuando empiezan a
abordar la tematica. Por tanto, es primordial investigar el proceso de comprensién de los
estudiantes en este grado escolar, para conocer los conocimientos empleados a la hora de
resolver tareas que aludan al concepto, su manera de proceder y detallar las dificultades que

les imposibilitan la buena comprension de la tematica. Posteriormente seria pertinente
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realizar investigaciones que ayuden a fortalecer las dificultades que manifiesten los
estudiantes en el proceso de comprension y asi, lograr una buena adquisicién del concepto
de fraccion.

1.5. Propuestas didacticas para la ensefianza y aprendizaje de las fracciones

En la Educacion Matematica se han generado y aplicado propuestas de ensefianza para
ayudar en el aprendizaje o comprension del concepto de fraccion (Rios, 2007; Pescador,
2009; Meza y Barrios, 2010; Fuentes, 2010; Pérez, 2011; Lee y Boyadzhiev, 2016), algunas
de ellas, han reportado los resultados obtenidos de su aplicacion mientras que otras, solo

han realizado el disefio de dichas propuestas didacticas.

Hincapié (2011) realizé una experiencia de formacion con los docentes de una escuela
de primaria de Colombia, sobre el concepto de fraccion y algunas de sus interpretaciones
como parte-todo, como cociente, como operador, como razén y como medida. Se trataba de
favorecer la comprensién en los docentes de primaria en lo relativo al concepto de fraccién
y sus diferentes interpretaciones. Este proyecto se apoya en la Teoria de los Campos
Conceptuales de Vergnaud (1994). Ademas, con base a la literatura consultada y la teoria
cognitiva adoptada (campos conceptuales), disefia e implementa unas guias de trabajo
basadas en situaciones problema, con el fin de fortalecer las practicas de ensefianza de los

docentes y provocar reflexiones en ellos.

La experiencia de ensefianza se llevo a cabo en tres fases, una de ellas diagnostica,
indagd por medio de situaciones de ensefianza y aprendizaje relacionadas con el concepto
de fraccién y sus interpretaciones (como parte-todo, como cociente, como operador, como
razon y como medida) el grado de comprension que tenian los docentes de dicho concepto.
La segunda fase de disefio e implementacion, se desarroll6 con base al analisis de los
resultados que se obtuvieron en la fase anterior, plantedndose cinco situaciones problemas
(sujetas al analisis y reflexion de cada encuentro), que se llevaron a cabo en cinco sesiones
de trabajo. Las situaciones problemas estaban orientadas a fortalecer cada una de las
diferentes interpretaciones de fraccion, implementando diferentes materiales manipulativos

(hojas, colores, regla, cartulina, entre otros).
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La dltima fase de andlisis, se realizo de manera descriptiva, apoyandose en la teoria
utilizada (campos conceptuales), la informacion recogida en cada encuentro a través de los
registros de video, de voz (grabaciones) y escritos tanto los producidos por los docentes
como las notas del investigador. Hincapié (2011) propone un plan de mejoramiento
institucional aprovechando las reflexiones de los docentes sus concepciones, sus practicas
habituales en la ensefianza de los nimeros racionales positivos para contribuir en la calidad

de la educacién a nivel institucional.

Por otra parte, Perera y Valdemoros (2007), disefian una propuesta didactica para la
ensefianza de las fracciones en cuarto grado de educacion primaria de una escuela publica.
Dicha propuesta estuvo integrado por tareas que estaban vinculadas a la vida real del
estudiante. Se trataba de establecer si una ensefianza matematica realista y ludica, realizada
bajo un enfoque constructivista, proporcionaria en los estudiantes la adquisicion de la
nocion de fraccion y las interpretaciones de medida, cociente intuitivo y la idea embrionaria

de operador multiplicativo (p.210).

Para ello aplicaron dos cuestionarios, uno antes y el otro después de impartir la
propuesta de ensefianza. Aplicaron entrevistas individuales a tres estudiantes. Como
resultado del estudio, Perera y Valdemoros (2007) afirman que durante el programa de
ensefianza se promovié en los estudiantes que ellos mismos construyeran sus propios
conocimientos. Ademas, mencionan que los estudiantes lograron realizar de manera exitosa
repartos equitativos de la fraccion tanto en el contexto discreto como continuo, y que en las
situaciones de reparto propiciaron en los estudiantes, la anticipacion de tener una imagen

mental de las acciones de la particién de un todo.

Hurtado (2012) disefi6 y aplicé una propuesta didactica para la ensefianza de fracciones
en el grado sexto, basandose en los aportes realizados por algunos autores sobre el tema y
un estudio exploratorio. La propuesta didactica de ensefianza de las fracciones como parte-
todo, se realiza mediante la resolucion de problemas, apoyandose en la teoria de Polya. Se
trataba de desarrollar capacidades de los estudiantes para comprender textos, hacer
estimaciones en situaciones que involucran las fracciones, para que ellos propongan

soluciones en diferentes contextos.
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Para implementar esta propuesta se consideraron cuatro momentos. En el primer
momento, se disefiaron y aplicaron cinco talleres orientados a superar las dificultades
observadas en el estudio exploratorio realizado. En el segundo momento, se socializaron los
procedimientos empleados por los estudiantes para resolver los problemas, verificar la
viabilidad de cada solucion presentada y las dificultades encontradas. Después de analizar
las soluciones y dificultades encontradas, se presentaron las explicaciones necesarias, se
generalizaron procesos y se unificaron conceptos, siendo este el tercer momento. Por
ultimo, para verificar la viabilidad de la propuesta didactica, se realizd una evaluacion
escrita a los estudiantes, consistio en resolver tres problemas relacionados con los contextos

trabajados en los talleres.

En los resultados del estudio exploratorio se mostro la dificultad en la comprension y
desarrollo de problemas relacionados con la interpretacion de fraccion parte-todo, que
confundian el numerador con denominador, no representaban unidades de igual proporcion,
ni representaban las partes de igual tamafio (Hurtado, 2012, p.19). Con su propuesta de
actividades para superar las dificultades de aprendizaje de los estudiantes, obtiene como
resultado, que el 80% de los estudiantes lograron argumentar los procedimientos empleados
en la solucion de problemas. Ademas, menciona que la metodologia que implementd,
permitio a los estudiantes participar y ser protagonistas de su propio aprendizaje, ya que
ellos tenian que leer, analizar, proponer y argumentar las soluciones a cada uno de los

problemas que se le planteaba (Hurtado, 2012, p.31).

Por su parte, Bautista (2013) disefidé una propuesta para la ensefianza de fracciones en
primaria usando aspectos histdricos, ya que las practicas educativas no dan cuenta de la
historia de los conceptos en la generacion de conocimiento y solo se limitan a procesos
algoritmicos. Su pregunta de investigacion fue ¢Coémo podria plantearse una propuesta de
actividades que tomen argumentos histéricos para favorecer el proceso de ensefianza
aprendizaje de las fracciones? Para dar respuesta a este interrogante, el disefio de su
metodologia se basé en el método de investigacion histdrica descrito por Cohen y Manion

utilizando fuentes secundarias.

Disefia y plantea cuatro actividades, en cada una de las cuales narra anécdotas del

pasado, introduciendo conceptos historicos (agrimensores, impuestos, diezmo, faradn, entre
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otros) relacionados con la fraccion que serian nuevos para los estudiantes. También,
presenta ejemplos del pasado para ilustrar técnicas y métodos (particiones del pan, medida
no convencionales, entre otras). Cada actividad, describe el propdsito y grado de
escolaridad para el que estan disefiadas, presentan los materiales manipulables a utilizar,
una pequefia descripcion sobre la interpretacion del concepto de fraccion que se trabajard y
su relacion con la historia del mismo; y por ultimo unas sugerencia de implementacion

dirigidas al docente.

Al igual que Bautista (2013), Lopez (2013) disefié y aplicé una propuesta historico-
didactica, en donde las tareas se disefiaron a la luz de la teoria de la actividad, y fueron
implementadas en el aula, con el objetivo de analizar el proceso de aprendizaje del
concepto de fraccion, a un grupo de seis estudiantes de grado cuarto de educacion béasica

primaria de una institucion educativa colombiana.

La propuesta se basa en que la perspectiva histérico-cultural permite mediar, interpretar
y comprender la fraccion como un movimiento conceptual que proviene del pensamiento y
el lenguaje en la actividad social e histérica de la humanidad (Lopez, 2013). Con los
fundamentos teoricos que hace referencia en su investigacion, se plantea la siguiente
pregunta de investigacion ¢;como analizar el proceso de aprendizaje del concepto de
fraccion, en estudiantes de un grado cuarto de basica, desde la perspectiva historico-

cultural?

Para responder esta pregunta, el procedimiento metodol6gico utilizado en esta
investigacion, fue la metodologia cualitativa con enfoque critico-dialéctico y un abordaje de
investigacion participante. Los datos que analizaron son producto de las elaboraciones
colectivas, de socializaciones y de las discusiones en el aula de clase con los estudiantes al
realizar las actividades. Los resultados permiten entender cémo las reflexiones realizadas
desde las subjetividades y las apropiaciones hechas por los estudiantes quienes
interactuaban entre ellos y fueron los protagonistas de la investigacion, les posibilitd

expresar el movimiento conceptual de la fraccion y hacer un aprendizaje del mismo.

Estas dos ultimas investigaciones mencionadas (Bautista, 2013; Lopez, 2013),
consideran la historia de las Matematicas como fuente de actividades para mejorar la
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comprension de alumnos, dejando ver claramente que los estudios en el campo de las
fracciones ha abarcado sin duda numerosas investigaciones y que cada una de ellas busca
dar aportes al campo en mencion. Asimismo, la revision de las dificultades y las propuestas
didacticas, ofrecio algunos aspectos que caracterizaron el redisefio de las tareas del

instrumento de recoleccion de datos.

1.6. El problema de investigacion

El interés de esta investigacion, nace de la necesidad de conocer el proceso de comprension
que manifiestan los estudiantes de primaria, cuando resuelven tareas matematicas que
aludan al concepto de fraccion. Como una forma de sustentar y contribuir a la comprension
de la competencia matematica de los estudiantes, respecto del topico fracciones, partiendo
de la problematica de qué los estudiantes de educacion primaria muestran una endeble
comprensidn del concepto de fraccion (Petit, Laird, y Marsden, 2010).

La Matematica generalmente se ha considerado como una asignatura dificil de entender
y transmitir. En la ensefianza de nivel béasico, uno de los conceptos que genera mas
dificultad en los alumnos es el de fraccion (Fandifio, 2007; Cortina y Cardoso, 2009;
Calderdn, 2011; Butto 2013; Gabriel et al., 2013; Peldez, 2013; Tsung-Lung & Hui-Chuan,
2017). Una de esas dificultades para alcanzar una buena comprension del concepto, esta
relacionado con las distintas interpretaciones que éste presenta (Kieren, 1976, 1980; Post et
al., 1982; Behr et al., 1983, 1992; Llinares y Sanchez, 1988; Fandifio, 2009) causando
problemas cognitivos tanto en profesores como estudiantes. Estas dificultades sin duda se
han venido tratando en el disefio y aplicacion de algunas propuestas didacticas (e.g., Rios,
2007; Pescador, 2009; Meza y Barrios, 2010; Fuentes, 2010; Pérez, 2011), pero esto no ha
sido una solucidn definitiva a la problematica que aln existe en el proceso de ensefianza y

aprendizaje de las fracciones.

En los resultados de pruebas estandarizadas de matematica, tanto a nivel internacional
como nacional, se tiene que, en México el 57% de los estudiantes no alcanza el nivel basico
de competencias en matematicas, se encuentran por debajo del promedio (490 puntos) de la
OCDE. Estos resultados se obtienen del el informe de la organizacion para la cooperacion y
el desarrollo econémicos (OCDE), a raiz de la pruebas PISA 2015. La OCDE (2016)

menciona que los estudiantes que no alcanzan el nivel basico en matematicas, pueden
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realizar procedimientos rutinarios (operaciones aritmeéticas en situaciones simples) pero
presentan dificultades para identificar como una situacion sencilla del mundo real puede ser

representada matematicamente.

A nivel nacional, es conveniente destacar los resultados de las pruebas del plan
nacional para la evaluaciéon de los aprendizajes (PLANEA), aplicados a estudiantes de
sexto grado de primaria en el afio 2015. Los resultados manifiestan que al término de dicho
ciclo escolar, 6 de cada 10 estudiantes no han logrado adquirir los aprendizajes clave de
Matemaéticas. El 60% de los estudiantes de sexto grado de primaria alcanzaron el nivel | de
logro (insuficiente) en Matematicas, nivel donde se trabaja con el conjunto de los nimeros
naturales. Particularmente, la mayoria de los estudiantes de sexto grado no lograron
alcanzar el nivel 1V de logro sobresaliente, nivel donde se trabajan con los numeros
fraccionarios (INEE, 2015).

Si los resultados de ambas pruebas estandarizadas (PISA y PLANEA) dan a conocer
que los estudiantes de la educacion basica (primaria) no han logrado adquirir aprendizajes
que les permita interpretar correctamente el concepto de fraccidn en situaciones simples y
complejas, connlleva a preguntar, por ejemplo, ¢la falta de comprension a qué se debe?,
¢cuales son los factores que impiden una buena comprension del concepto?, ¢un estudio
empirico sobre los conocimientos utilizados por los estudiantes cuando resuelven tareas que
aludan al concepto de fraccion, ayudaria a conocer los causas que les impide una buena

comprension del concepto?

En el &mbito de la investigacion, se tiene que Cortina y Cardoso (2009) mencionan que
los estudiantes mexicanos terminan la escuela primaria con una comprension deficiente de
las fracciones y no han desarrollado comprensidon que les permitan interpretar rapida y
correctamente algunas notaciones de las fracciones, como en el caso de un cuarto o un
medio. Esta investigacion y las interpretaciones de los resultados de las pruebas
estandarizadas, han puesto de manifiesto la endeble comprension del concepto de fraccion
en estudiantes mexicanos de la educacion primaria, sin embargo, no han especificado lo
que interviene en el proceso de comprensién, para asi, saber por qué los estudiantes

manifiestan una baja comprension del concepto. Por tanto, es necesario profundizar en el
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estudio de la compresion del concepto de fraccion, para identificar las causas que impide la

comprension del tema en los estudiantes.

En ese sentido, la escasa comprension del concepto de fraccidn en educacion primaria
(Petit et al., 2010) debe ser un asunto prioritario, puesto que un buen conocimiento del tema
es predictor de un buen rendimiento académico en el area de matematica (Bailey et al.,
2012; Siegler et al., 2012). Las fracciones son un tema transcendental que facilita la
comprension de otros conceptos matematicos. "El dominio de las fracciones se considera
esencial para acceder al plan de estudios de matemaética en secundaria, en particular en los
dominios de medida, algebra y geometria, asi como de probabilidad” (Department for
Education, 2011, p.72). Ademas, las fracciones juegan un papel fundamental en diversas
areas de la vida profesional de una persona y son de gran utilidad en muchas profesiones
(George, 2017). En una perspectiva mas practica, las fracciones son una parte integral de la
vida cotidiana y se utilizan en situaciones cotidianas como la de estimar un descuento,

comparar precios o leer un mapa (Tsung-Lung y Hui-Chuan, 2017).

En resumen, esta investigacion esta centrada en estudiar el proceso de la comprension
de los estudiantes de educacion primaria sobre el concepto de fraccion como razoén,
apoyandose en los ocho niveles del modelo tedrico propuesto por Pirie y Kieren (1994). Se
trata de ofrecer una respuesta a la siguiente pregunta de investigacion: ¢Cual es el proceso
de comprensién de los estudiantes de sexto grado de educacion primaria cuando resuelven

tareas relacionadas con el concepto de fraccion como razén?

1.7. Pertinencia de la investigacion

Reconociendo la importancia que tiene el estudio del concepto de fraccion en el aprendizaje
de la matemética en general, y en la vida cotidiana y profesional de una persona, se
enmarcan estudios desde diferentes perspectivas, por ejemplo, una perspectiva
epistemoldgica, didactica, cognitiva, entre otras. Dentro de las cuales, se han reportado
varias cuestiones, como se presenta en la revision literaria presentada previamente. Sin
embargo, pocos estudios se han enfocado en estudiar el proceso de comprension que

manifiestan los estudiantes cuando resuelven tareas que aludan al concepto de fraccion.
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Con esta investigacion se busca estudiar el proceso de la comprension que tienen los
estudiantes de primaria sobre el concepto de fraccion, puesto que como dice Skemp (1980)
“Cuando poseemos una mejor comprension de la comprensiéon misma, nos encontramos en
una posicion mas humilde, tanto para comprender matematicas nosotros mismos, como
para ayudar a otros a que las comprendan” (p.18). Ademas, una finalidad del proceso de
ensefianza, es que los estudiantes alcancen la comprension de los objetos matematicos que
se estan tratando en el salon de clases (Visnovska y Cortina, 2017). Estudiar el proceso de
comprension, permite conocer la forma como los estudiantes construyen su conocimiento e

identificar donde presentan dificultades.

Es asi como esta investigacion, busca por medio del modelo teérico de compresién de
Pirie y Kieren (1994), conocer el proceso de comprension del concepto de fraccion. Los
resultados podrén ser utilizados por los docentes para entender como aprenden los
estudiantes este concepto matematico y, de este modo, puedan buscar o crear métodos
innovadores y estrategias que permitan la comprension de este concepto matematico. Como
sefiala Codes et al. (2013) “Un conocimiento profundo de los procesos de comprension de
los alumnos puede ser usado por el profesor para mejorar los métodos de ensefianza de
forma que sean mas efectivos™ (p.152). Por otra parte, conocer el proceso de comprension
de un concepto matematico que presenta un estudiante ayuda a resolver algunos problemas
cognitivos ligados al aprendizaje del concepto de fraccion. Como menciona Skemp (1980)
“Los problemas de la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas son de caracter

psicologico, por tanto se debe profundizar mas acerca de como se aprenden” (p.18).

Este estudio es una contribucion a la basqueda de soluciones acerca de la comprension
del concepto de fraccion. “Comprender el conocimiento construido por los estudiantes
acerca de un concepto durante determinada etapa de su formaciéon académica, cobra
relevancia cuando el interés va mas alla de identificar dificultades, sino mas bien, de
conocer su nivel de comprension” (Garcia y Cabafias-Sanchez, 2013, p.214). Por tanto, este
estudio no se centra en identificar las dificultades que presentan los estudiantes al momento
de adquirir este saber matematico, sino en conocer el proceso de su compresion cuando
resuelven tareas de manera grupal, encaminadas a la interpretacion del concepto de fraccion

que presentan mayor dificultad para aprender.

25



La poblacién de estudio estuvo formada por estudiantes de sexto grado de educacion
primaria, ya que es donde el tema de fraccion se termina de desarrollar en este ciclo escolar.
El trabajo con fracciones en las escuelas de primaria en México, se realiza desde primer (se
introducen temas relacionados a la fraccion) hasta sexto grado de educacion primaria. Es en
cuarto grado de la educacidn basica (primaria) mexicana, donde se empieza a profundizar el
trabajo con las fracciones, haciendo més complejo su uso a través de la resolucion de
problemas (Perera y Valdemoros, 2007). En el curriculo y en los libros de texto, el
concepto de fraccion esta distribuido en 3 ejes: sentido numérico y pensamiento algebraico;
forma, espacio y medida; y manejo de la informacion, identificando que en el eje sentido
numerico y pensamiento algebraico, es en el que tiene mayor presencia el concepto de
fraccion (Calderdn, 2012).

Especificamente se trabajo en una de las interpretaciones del concepto de fraccidn que
se ha mencionado en el capitulo 3: fracciobn como razén. Se ha seleccionado esta
interpretacion como consecuencia de un estudio realizado con el método Delphi de Landeta
(2002), el cual es explicado detalladamente en el capitulo de metodologia. No obstante, se
reconoce que hay otras interpretaciones asociadas al concepto de fraccién que son dificiles
de adquirir (la fraccion como indicador de una cantidad (decimal) y la fraccion como
namero racional) por los estudiantes de primaria, abriendo campo a investigaciones futuras

para llegar a principios méas amplios de la comprension del concepto de fraccion.
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Capitulo 2

Fundamentos Teodricos




Capitulo 2. Fundamentos Tedricos

Dado el papel que juega la comprension de un concepto matematico en el aprendizaje, se
han desarrollado modelos y teorias para describir el proceso de comprension, asi como para
establecer categorias o niveles que tienen los estudiantes sobre algun concepto matematico
en particular. “Durante las ultimas tres décadas, se han desarrollado nuevas e integradoras
perspectivas, con el objetivo de realizar una descripcion significativa de la comprension
cognitiva” (Meel, 2003, pag. 221). Entre otros, esos aportes los han realizado Skemp (1980);
Sierpinska (1990); Duninsky (1991); Pirie y Kieren (1994); Kastberg (2002).

Primero, se presenta una breve explicacion de lo concerniente a la comprension de
un concepto en el campo de la Educacion Matematica. Como menciona Cortina (2014), una
de las preocupaciones que la literatura sobre las fracciones ha puesto de manifiesto y que
han motivado la realizacién de estudios en este campo, estd vinculada al campo de la
evaluacion, lo que implica documentar los niveles de comprension de las fracciones que
logran estudiantes de diferentes edades logran. Esto es lo que motiva también la realizacion
de este estudio. Luego, se describe el modelo tedrico de comprension propuesto por Pirie y
Kieren (1994), que es el utilizado en la investigacion. Puesto que, permite describir las
estructuras de conocimiento matematico que manifiestan los estudiantes sobre un concepto

matematico.

2.1. Lanocién de comprension en la Educacion Matematica

Antes de presentar las investigaciones que han dotado de teorias y modelos el campo de la
comprension en Educacién Matematica, se hace referencia a la evolucién de la nocién de
comprension matematica, para posteriormente presentar algunos modelos que ayudan a
documentar los niveles de comprension que logran estudiantes de diferentes edades sobre

algin concepto matematico.

Desde hace medio siglo, se ha buscado una descripcidn significativa de la comprension

cognitiva y, en este devenir, se han desarrollado nuevas e integradoras perspectivas. Desde
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el trabajo sobre la comprension matematica realizado por Skemp (1978), en el que se
diferencia entre comprension instrumental y comprension relacional esta nocion ha ido
evolucionando y revolucionando el campo en mencion. Desde entonces se han desarrollados

diversos marcos teéricos.

Es de resaltar que dos afios después de la publicacion del articulo de Skemp en el afio de
1978, presenta su libro Psicologia del aprendizaje de las Matematicas, en donde expresa
detalladamente el proceso de ensefianza y aprendizaje de un concepto matematico, refiriendo
que “comprender algo significa asimilarlo dentro de un esquema adecuado” (Skemp, 1980,

p.50).

Meel (2003) considera que histéricamente se ha asociado la comprension con el
conocimiento, pero desde que Skemp (1978) diferenciara entre la comprension instrumental
(utilizar las reglas sin razones) y la relacional (saber qué hacer y por qué), se han
desarrollado diferentes estudios que consideran estas diferenciacion y categorizacion de la
comprension. Esto ha ayudado a incrementar la brecha entre las nociones de comprension y

conocimiento.

En relacién con la evolucion de este concepto, Meel (2003) menciona que antes de 1978
estaba relacionada con el desarrollo de las conexiones en el contexto de la realizacion de
operaciones algoritmicas y la resolucion de problemas; mientras que después de 1978 se
empez6 hablar de categorias de comprension y se empez6 a considerar el desarrollo de

conexiones entre ideas, hechos o procedimientos.

Por otra parte, Meel (2003) también menciona que a pesar de que actualmente los
investigadores distinguen entre comprension y conocimiento, la comunidad de Educacion
Matematica no ha alcanzado un acuerdo respecto al significado de comprension (p.227),
emergiendo asi diferentes puntos de vista pero casi todos ligados a modelos constructivistas.
A continuacion se presentan algunos modelos tedricos que se han emergido desde diferentes

puntos de vistas.

Un caso particular, es el considerado por Sierpinska (1990) quien ofrece un modelo para
la comprension de los conceptos matematicos, concibiendo a la comprensién como un acto

donde se va captando poco a poco el significado para convertirse en un proceso de
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interpretacion que cada vez se hace mas elaborado. Asi clasifica los actos de comprension de
un concepto matematico en cuatro categorias. La identificacion, es la operacion principal
involucrada en los actos de comprension, y tiene que ver con el descubrimiento o
reconocimiento de un objeto entre otros objetos; Discriminacion, esta presente al momento
en que se reconocen diferencias entre dos 0 mas objetos, ya sea por sus caracteristicas o
propiedades que antes se confundian; Generalizacion, consisten en tomar conciencia de la
no-esencialidad de alguna suposicion, o de la posibilidad de ampliar el campo de aplicacion;
y por ultimo Sintesis, se entiende como la bdsqueda de una relacion comun, un principio de

unificacion entre varias generalizaciones y organizarlas en un todo coherente.

Por su parte, Kastberg (2002) define la comprensién como la coleccion de creencias que
tiene los estudiantes acerca de un concepto matematico. Presenta cuatro categorias. El
disefio, es la concepcion o idea que comunica un estudiante de un concepto matematico; la
representacion, consiste en los simbolos que utiliza el estudiante para comunicarle a otros el
concepto matematico; la conexion, es cuando el estudiante puede relacionar una
representacion del concepto matematico con otra representacion del mismo; y la aplicacion,
se refiere cuando el estudiante implementa un concepto matematico para ayudarse a resolver

un problema.

Los modelos tedricos de Sierpinska (1990) y Kastberg (2002) desde el punto de vista del
investigador se han utilizado de manera exploratoria, mostrando en qué nivel de
comprension se encuentra un estudiante referente algin concepto matematico. En este
estudio trataremos de describir el desarrollo de la comprensiéon cuando los estudiantes
solucionan tareas grupales, donde dialoguen y expresen sus conocimientos del concepto
matematico a estudiar. Por ello se recurre al modelo expuesto por Pirie y Kieren (1994)
quienes expresan que la comprension es un proceso continuo de organizacion de las
estructuras de conocimiento y como lo mencionan Codes et al., (2013) se ha mostrado
eficiente para describir y analizar como se produce el crecimiento de la comprension
matematica de los estudiantes en diferentes situaciones (p.136). Este modelo “se centra en
coémo los estudiantes reflexionan acerca de su conocimiento matematico en un entorno de

aprendizaje en el que cada uno realiza su interpretacion personal mediante una actividad que
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resuelven en grupo” (Delgado et al., 2014, p.28). El modelo tedrico se describira en el

capitulo 2 de la investigacion.

Es asi, como desde esta investigacion se busca por medio de tareas matematicas inferir
el proceso de comprension de los estudiantes de primaria hoy dia. Esta revision de la
literatura acerca de las dificultades y las propuestas de ensefianza y aprendizaje fueron de
apoyo en el redisefio de las tareas de este estudio. También, se busca particularizar las
dificultades que los estudiantes tienen en relacion al concepto de fraccion como razén. Se
trata de describir el proceso de comprension de los estudiantes con la ayuda del modelo
propuesto por Pirie y Kieren (1994) cuando resuelven tareas en grupo y que estan disefiadas

teniendo en cuenta las dificultades sefialadas en la literatura sobre fraccion.

2.2. El modelo teodrico de Pirie y Kieren

En la literatura de Educacion Matematica se ha intentado buscar o unificar una definicion
concisa del término comprension. Brownell y Sims (1946) expresaron que la comprension
era un concepto dificil de definir, diciendo “Es muy dificil de encontrar o formular una
definicion técnicamente exacta de comprender o comprension” (p.163). A pesar de ello han
surgido diversos modelos que intentan acercarse a la nocion de comprension. A
continuacion se presenta en detalle un modelo tedrico sobre el concepto de comprension y la

comprension matematica que trata de describir su proceso en los aprendices.

2.2.1. Descripcién general del modelo teérico

Este modelo tedrico fue desarrollado por dos profesores norteamericanos, Susan Pirie y
Thomas Kieren. La primera publicacion donde se describe el modelo es del afio 1989. Es un
modelo que describe el proceso de la comprension matematica, de manera dinamica,
recursiva, nivelada pero no lineal (Pirie y Kieren, 1989). EI modelo se encuentra
estructurado en ocho niveles (ver figura 3), en los cuales se puede circular, no solo
adelantado, sino también retrocediendo a un nivel interior, con el objetivo de reflexionar, o
volver a trabajar acerca de comprensiones previas sobre un concepto matematico (Delgado
etal., 2014).
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Figura 3. EI modelo de Pirie y Kieren de 1994.

El modelo presenta cuatro caracteristicas fundamentales que seran descritas en su
momento como: fractal-like quality (cualidad parecida a una fractal); Folding back (redoblar
o volver hacia atras); 'Don't need' Boundaries (fronteras no necesarias); y the
complementarities of acting and expressing (la complementariedad de la accion y la

expresion).

2.2.2. Origenes del modelo tedrico

El modelo tedrico de Pirie y Kieren (1994) surge desde una perspectiva constructivista,
adoptando inicialmente la postura de Glasersfeld (1987) sobre la comprension, quien la

definié como:

El organismo de la experiencia se convierte en un constructor de estructuras
comunicativas, que pretende resolver dichos problemas conforme el
organismo los percibe o los concibe... entre los cuales se encuentra el
problema interminable de las organizaciones consistentes [de dichas
estructuras] que podemos llamar comprension (p.7).

En pocas palabras, Pirie y Kieren detallan la definicion de comprension desde un
enfoque constructivista y es definida desde el modelo tedrico como un “Proceso continuo de
organizacion de las estructuras de conocimiento” (Pirie y Kieren, 1994, p.166). Estos autores

mencionan que existe mucho interés practico en la comprensiébn matematica; diferentes
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perspectivas atienden a la necesidad de ensefiar matematicas con comprension. Asi se puede
observar en las actas de conferencias en el campo de la Educacion Matematica o en, la
literatura en el campo de la Psicologia que muestran el interés en que se debe aprender y

ensefiar con comprension (Pirie y Kieren, 1994).

De esta manera para Pirie y Kieren, la concepcion tedrica de comprensién matematica es

entendida como:

La comprension matematica se puede definir como nivelada (estable) pero
no lineal. Es un fenémeno recursivo, y la recursion se observa cuando el
pensamiento se mueve entre niveles de sofisticacién. De hecho, cada nivel
de comprension se encuentra contenido dentro de los niveles subsiguientes.
Cualquier nivel particular depende de las formas y procesos del mismo vy,
ademas, se encuentra restringido por los que estan fuera de él (p.8).

Enunciada la definicion de comprension y la comprensién matematica en este modelo,
se entiende que la comprension es un proceso continuo que realiza un sujeto para concretar
un objeto, este proceso se construye a partir de sus experiencias y se realiza de una manera
iterativa, para asi construir, fortalecer o modificar su conocimiento.

El modelo tedrico se desarroll6 mediante experimentos de ensefianza con nifios de 7 a 9
afios de edad con el tema de las fracciones (Pirie y Kieren, 1989; 1992; 1994) y con nifios de
14 afios de edad con el tema de funciones cuadraticas (Pirie y Kieren, 1989; 1994), todos
ellos en ambientes constructivistas. Se recogieron datos mediante grabaciones de video y
audio de las actividades que desarrollaban los estudiantes. También se realizaron entrevistas
individuales a los estudiantes, para luego analizar las respuestas escritas e interpretarlas con
las entrevistas en funcion de los ochos niveles de comprensién que presenta el modelo

tedrico.

2.2.3. Niveles de accién para describir el proceso de la comprension

Los ocho niveles de accion que tiene el modelo, se representan en un diagrama en dos
dimensiones, en el que cada circulo corresponde a un nivel y estos estan anidados uno dentro
de otro (figura 3). Se expresa de esta manera que cada capa contiene todas las capas
anteriores y se incrusta en todas las capas sucesivas. “El diagrama es solo un intento de

representar nuestras ideas en una forma bidimensional. No es el modelo en si, y de hecho,

33



tiene muchos inconvenientes, aunque con estas advertencias en mente el diagrama es una

herramienta til” (Pirie y Kieren, 1994, p.171).

Se observa que las capas del modelo tal y como estan esbozadas, dan una percepcion de
crecimiento hacia fuera, pero en realidad es un movimiento continuo (hacia delante y hacia
atras) a través de los diferentes niveles. A continuacion se presenta en orden ascendente la
descripcion de cada uno de los niveles que permiten conocer la forma como un estudiante

construye su conocimiento:

» Primitive Knowing (PK), se refiere a todo lo que el estudiante conoce y sabe hacer
antes de confrontarse con el nuevo concepto matematico a estudiar. Esta actividad es
asumida por el observador (profesor o investigador). Pirie y Kieren (1994)
mencionan que es en este nivel, donde se empieza el proceso de la comprension
matematica y ademas la palabra Primitive Knowing no se debe confundir con un
nivel bajo de conocimiento matematico. “Primitivo aqui no implica matematicas de
bajo nivel, sino que es mas bien el punto de partida para el crecimiento de cualquier

comprension matematica particular” (Pirie y Kieren, 1994, p.170).

» Image Making (IM). El estudiante es capaz de hacer distinciones del concepto u
objeto matematico con base en sus capacidades y conocimientos anteriores. Realiza
acciones (fisicas o mentales) con el fin de crear una idea del nuevo concepto
matematico. Las imagenes no siempre son representaciones pictdricas, sino que se

pueden expresar mediante el lenguaje o acciones especificas de los estudiantes.

» Image Having (IH). El estudiante es capaz de emplear una construccién mental
sobre el concepto matematico, pero sin la necesidad de trabajar con ejemplos
particulares o realizar una abstraccion del concepto mismo. Por tanto, el estudiante se
ve en la necesidad de reemplazar las imagenes asociadas al concepto por una imagen

mental del mismo.

» Property Noticing (PN). Se alcanza cuando el estudiante puede utilizar o combinar
aspectos de las imagenes mentales que ya posee, para construir propiedades
especificas del concepto y tratar de generalizarlas.
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» Formalising (F). Cuando el estudiante conoce las propiedades y es capaz de abstraer
caracteristicas comunes de esa imagen. Aqui ya el estudiante trabaja el concepto
matematico como un objeto formal y no hace referencia a una accién o imagen
particular. “El lenguaje usado para describir un concepto no tiene que ser un lenguaje
matematico formal; sin embargo, las descripciones generales suministradas por los
estudiantes deben ser equivalentes a la definicion matematica apropiada” (Villa,
2011, p.47).

» Observing (O). El estudiante ya utiliza su pensamiento y lenguaje matematico
formal, realizando reflexiones sobre enunciados formales y estableciendo conexiones
entre conceptos matematicos que le permitan deducir patrones y regularidades al

momento de expresar algoritmos y teoremas.

» Structuring (S). Cuando el estudiante comienza o trata de pensar en sus
observaciones formales como una teoria y justifica o verifica una declaracién a

través de un argumento l6gico o metamatematico.

» Inventising (I). Cuando el estudiante lo ha alcanzado tiene la capacidad de
desvincularse de las situaciones concretas y determinadas del concepto, ya que
tendrd& una comprension completa del mismo, para luego emprender otras
perspectivas que lo conduzcan a realizar hipétesis de otro problema o concepto.
“Una persona en este nivel tiene una comprension estructurada completa y por lo
tanto puede ser capaz de romper con los preconceptos que provocaron esta
comprension y crear nuevas preguntas que podrian convertirse en un concepto

totalmente nuevo” (Pirie y Kieren, 1994, p. 171).

Para Pirie y Kieren, es importante que cada lector del modelo, entienda que para ellos la
comprension es un proceso de crecimiento y no, ubica o categoriza a una persona en alguno
de los niveles que presenta el modelo ya que los niveles ilustran modos de comprensién mas
que fases aparentemente mondtonas. Ademas, Delgado et al. (2014) mencionan que un
estudiante va creciendo en su conocimiento mientras resuelve una tarea, puesto que su

comprension se vuelve cada vez mas solida a medida que avanzan en el desarrollo de la
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misma. Aunque todo depende del disefio y la complejidad de la tarea, puesto que algunos
estudiantes no avanzaran significativamente, o no cruzan fronteras entre niveles cuando

resuelvan algunas tareas.

2.2.4. Caracteristicas principales del modelo tedrico

El modelo tedrico de Pirien y Kieren, plantea cuatro caracteristicas principales que hacen de
este, un modelo dinamico. Una de esas caracteristica es la fractal-like quality (cualidad
parecida a una fractal). Se puede expresar que es una de las caracteristicas que permite
deducir que la comprension no es limitada, ni tampoco finita, sino “recursiva” como la
reportan los autores. Su estructura basica (primer nivel) puede reincidir a diferentes escalas
(figura 4). “La inspeccion de cualquier conocimiento primitivo particular, revelara las capas
de los conocimientos internos” (Pirien y Kieren, 1994, p.172). Esta caracteristica, se
presenta en el nivel Primitive Knowing y puede ser la estructuracion de la comprension de

un concepto matematico previo que fue desarrollado con anterioridad.

Decimales

PK: primitive Knowing

Figura 4. Diagrama de la caracteristica Fractal del modelo de Pirie Kieren.

Utilizando la representacion que presenta Pirien y Kieren del modelo, se puede ilustrar
cuando un estudiante hace uso de la comprension actual que tiene de las fracciones (una
comprension correcta) como su Primitive Knowing (conocimiento primitivo) para

desarrollar la comprension de los decimales (Pirien y Kieren, 1994, p.172).
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La caracteristica mas importante del modelo tedrico es el proceso dindmico de redoblar
(Meel, 2003). El Folding back (redoblar o volver hacia atras), se identifica cuando una
persona que esta en un nivel de comprension exterior del modelo, vuelve a un nivel interior
al que ya estaba, para realizar una reexaminacion de la comprension, pero de una forma mas
enriquecida a la que tenia cuando trabajo en ese nivel (figura 5). Pirien y Kieren (1994)
refieren que esta actividad de devolverse a un nivel interno, no es idéntica a las acciones
originales de ese nivel; ahora la persona esta estimulada y guiada por el conocimiento que ha

adquirido en el nivel externo de donde retrocedio.

Inventisin,

Structuring
Observing
Formalisind Folding back
Property
Noticing
i;nage Comienzo
aving
Image ¢ Retornar
Makin, |
5 — — Avanzar

Prinutive
Knowing

-

Figura 5. Caracteristica del folding back del modelo de Pirie y Kieren.

Para Pirie y Kieren (1994) esta es la actividad vital del modelo que representa el crecimiento
de la comprension de una persona. Ademas, revela la naturaleza no unidireccional de Ilegar
a comprender la matematica. “Cuando una persona se enfrenta a un problema o una pregunta
en cualquier nivel, que no es inmediatamente solucionable, hay que retroceder a un nivel
interno para extender la propia comprension inadecuada actual” (Pirie y Kieren, 1994,

p.173). De esta forma, la comprension matematica es un fendmeno recursivo y dindmico.

Esta caracteristica del modelo tedrico, promueve la evolucion de la comprension ya que,
de esta forma, el avance se presenta cada vez que el estudiante retroceda repetidamente para

reconstruir y reorganizar el conocimiento del nivel interior y, de esta manera, extienda o
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amplie la comprension para lograr el nivel exterior donde se encuentra. Es de resaltar, que
los estudiantes se moveran con velocidades o de maneras diferentes en cada uno de los

niveles (Pirie y Kieren, 1994).

Pirie y Kieren (1994) afirman que “Una de las fortalezas de las matemaéticas es la
capacidad de funcionar en un nivel simbolico sin referencia a conceptos basicos” (p.172).
Esta afirmacion se refleja en otra de las caracteristicas del modelo teorico; se encuentra
ilustrada por tres anillos resaltados en negrita (figura 6). En el modelo son llamados 'Don't
need' Boundaries (fronteras no necesarias). Cuando un estudiante avanza en cada uno de los
anillos o fronteras, ya no se encuentra en la capacidad de estar pensando en la construccién
del concepto que realizd en los niveles anteriores a la frontera, sino que posee la capacidad
de pensar mediante la parte simboélica del concepto, puesto que lo ha superado y

comprendido.

Mas alla de la frontera uno no necesita la comprension interna especifica
que dio lugar al conocimiento externo. Uno puede trabajar a un nivel o
abstraccion sin la necesidad de referirse mental o fisicamente a imagenes
especificas. Esto no implica, por supuesto, que uno no pueda volver a la
comprension de antecedentes especificos si es necesario (Pirie y Kieren,
1994, p.173).

Esta caracteristica, no se interpreta como la capacidad de no realizar el Folding back,
sino simplemente sefiala el hecho de que una persona no necesita ser consciente
constantemente de los niveles internos de comprension, sino que puede simbolizar lo
comprendido en ellos y al realizar el Foding back sea notorio su comprension de los niveles

internos y presente un facil acceso en el caso de ser necesario.
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'"Don't need’
Boundaries

Figura 6. Caracteristica de las fronteras no necesarias del modelo de Pirie y Kieren.

Tomando el esquema del modelo tedrico, la primera '‘Don't need' Boundaries, ocurre entre
los niveles image making y image having, lo que quiere decir que cuando una persona ya
tiene una imagen de una idea matematica, no necesita acciones o las instancias especificas
de como cred de la imagen. Lo mismo ocurre en la segunda 'Don't need' Boundaries, esta se
encuentra entre los niveles property noticing y formalising, lo que quiere decir que una
persona que ya tiene una idea formal matematica no necesita de una imagen. En
consecuencia, ocurre lo mismo con la Gltima 'Don't need' Boundaries, puesto que una
persona con una estructura matematica bien desarrollada, no necesita el significado traido a

ella por ninguno de los niveles internos (Pirie y Kieren, 1994).

La ultima caracteristica del modelo teodrico es the complementarities of acting and
expressing (la complementariedad de la accion y la expresion). Esta caracteristica refiere
que cada nivel (excepto el primero y ultimo), se encuentra estructurado para que el
crecimiento de la comprension, se produzca al menos a través de la primera accion y luego
de la expresion (figura 7). Pirie y Kieren (1994) mencionan “Creemos que cada nivel mas
allad del conocimiento primitivo estd compuesto por una complementariedad de actuar y
expresar y cada uno de estos aspectos del crecimiento de la comprension es necesario antes

de pasar de cualquier nivel” (p.175).
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The complementarities of acting and expressing
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Figura 7. Caracteristica de la complementariedad de la accion y la expresion del modelo de Pirie y Kieren.

Se refiere a que los estudiantes en cada uno de los niveles internos (excepto el primero y
ultimo) se ven en la necesidad de mostrar los progresos que tienen en dichos niveles, antes
de avanzar al siguiente, realizando primero el actuar antes de expresar. Entendidas estas dos
ultimas como lo mencionan Pirie y Kieren (1994) “En cualquier nivel, actuar abarca todo
entendimiento previo, proporcionando continuidad con los niveles internos, y expresar da la

naturaleza distinta a ese nivel particular” (p.175).

2.2.5. Aplicaciones del modelo tedrico en la Educacion Matematica

Desde que el modelo teérico fue propuesto, se ha utilizado para estudiar la comprension
matematica de diferentes conceptos como de: célculo, estadisticos, algebraicos, geométricos,
entre otros (Villa, 2011). Se ha utilizado como una herramienta para observar el
comportamiento y organizacion de las estructuras de conocimiento matematico de los
estudiantes frente al desarrollo de tareas matematicas, en un periodo de tiempo determinado.
Martin y Pirie (2003) discutieron sobre el crecimiento de la comprension matematica de dos
estudiantes, para lo que utilizaron un programa informatico de representaciéon grafica que
permitia explorar las propiedades de las ecuaciones cuadraticas. Consideraron que el estudio

daria el mismo resultado si se utilizaran calculadoras graficas.

En la misma linea, Villa (2011) indagd el proceso de comprension de cuatro estudiantes,

sobre la nocidn de tasa de variacion como una manera de aproximacion al concepto de
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derivada. Para ello, utilizo el software GeoGebra y el Modellus. Alude que a traves de la
interaccion entre los software, los estudiantes y el investigador se promovio6 la comprension

matematica en las estudiantes.

Warner (2008) analizé la relacion entre el comportamiento de los estudiantes en relacion
al crecimiento de sus ideas matematicas. Este andlisis lo realizo a través de un estudio de
casos con estudiantes de diferentes niveles educativos en la resolucién de problemas de
combinatorias (estadistica). Concluyé que a medida que la comprension matemaética del
estudiante crece, hay un cambio general de sus comportamientos, ya que se cuestiona,
explica y usa sus propias ideas y las de otros, implicando la creacién de situaciones

hipotéticas.

Por ultimo, Delgado et al. (2014) caracterizaron el proceso que seguian estudiantes
universitarios para construir una serie numérica y determinar su convergencia. Para eso,
analizan la actividad de los estudiantes cuando resuelven una tarea, comprobando la
necesidad que presentan los estudiantes, para realizar un retroceso a niveles inferiores
mediante el mecanismo “folding back”. Encontraron que este mecanismo se puede presentar

de diferentes formas.

Como se percibe, las aplicaciones del modelo teérico no se a utilizado como una
herramienta para categorizar o ubicar al estudiante en un nivel de comprension sino para
conceptualizar, caracterizar y describir las estructuras de conocimiento matematico que
tienen los estudiantes sobre un concepto matematico. Motivos de interés en utilizar el

modelo como base tedrica del estudio.

2.3.  Uso del modelo y objetivos de la investigacion

La investigacion utiliza como base tedrica el modelo de Pirie y Kieren (1994) puesto que,
permite conocer la manera de proceder de los estudiantes. Permite describir el proceso de
comprension de un concepto matematico, cuando los estudiantes resuelven tareas de manera
individual o colectiva (en grupos), ayudando de esta manera ha alcanzar el objetivo
investigativo, que es analizar el proceso de comprension de los estudiantes de sexto grado
de educacion basica (primaria), cuando resuelven tareas sobre el concepto de fraccién

como razon. Este objetivo se ha dividido en tres especificos que son:
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» Conocer cuales son las interpretaciones asociadas al concepto de fraccién de mayor

dificultad en el aprendizaje de los estudiantes de la educacion basica (primaria).

> ldentificar las dificultades que manifiestan los estudiantes de la educacion bésica

(primaria) cuando resuelven tareas que aluden al concepto de fraccion como razon.

» Analizar, por medio del modelo propuesto por Pirie y Kieren, el proceso que siguen
cuatro estudiantes de sexto grado de educacion bésica (primaria), cuando resuelven

dos tareas que aluden al concepto de fraccion como razon.
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Capitulo 3. Metodologia de la Investigacién

Este capitulo contempla todo lo concerniente al disefio de la investigacion, para dar
respuesta a cada uno de los objetivos especificos en el que se dividio el objetivo general y a
su vez dar respuesta a la pregunta de investigacion plasmada. Se encuentra dividido en
cinco fases: la primera, hace alusion a la delimitacion de la interpretacion asociada al
concepto de fraccion estudiada; la segunda, al redisefio de las tareas aplicadas; la tercera,
hace referencia a la descripcion del estudio de casos realizado, como la descripcién de los
participantes y los criterios de seleccion de los mismo; la cuarta, a la planificacion y
desarrollo de las sesiones trabajadas y la quinta, hace alusién a los aspectos metodoldgicos
del analisis de la informacion. Antes de presentar en detalle cada una de las fases, se realiza

un descripcion general de la metodologia implementada en el estudio.

3.1. Descripcién general

La metodologia de la investigacion empleada en este estudio fue de tipo cualitativa,
apoyada del método de estudio de caso lo que “Significa que el analisis de los datos se
centra en un fendmeno seleccionado por el investigador para entenderlo,
independientemente del nimero de escenarios o de participantes en el estudio” (McMillan y
Schumacher, 2005, p.403). De esta manera se explord, describié y explico el desarrollo de
la comprensién del concepto de fraccion de dos parejas (cada pareja sera un caso) de

estudiantes de sexto grado de educacién primaria mexicana.

La técnica empleada en la investigacion fue la observacion de campo, permiti6 realizar
una observacion directa y presencial de las acciones de los estudiantes en el aula de clases,
plasmadas en notas de campo detalladas de dichos sucesos (McMillan y Schumacher,
2005). Las notas de campo fueron recolectadas teniendo como base una guia de

observacién disefiada por el investigador.

Para el cumplimiento del primer objetivo especifico planteado, se hizo uso de la técnica
del método de Delphi, que ayudd a determinar cuéles son las interpretaciones asociadas al
concepto de fraccion que presentan mayor dificultad para los estudiantes, desde la opinion
de los docentes. Para el segundo objetivo especifico, se redisefiaron dos tareas con base a

las indicaciones que han reportado la literatura sobre una tarea matematica escolar. Para la
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realizacion del ultimo objetivo especifico se utilizé el modelo tedrico de Pirie y Kieren

(1994) con base en las caracteristicas y niveles de accion del mismo.

De esta forma, se hace alusion al objetivo general de la investigacion especificado en el
capitulo 2, que permite dar respuesta a la pregunta de investigacion que se plasmo en el
capitulo 1. A continuacion se detallan las cinco fases metodoldgicas empleadas en la

investigacion.

3.2.  Aplicacion de la técnica del método Delphi

En esta primera fase, se realiz6 un estudio en el afio 2017 con el método Delphi (Landeta,
2012). Para determinar con qué interpretaciones asociadas al concepto de fraccion se
disefiaria el cuestionario a trabajar. Se recurrié a diversas investigaciones realizadas en
México (Calderén, 2012; Bautista, 2013; Peladez, 2013). Se trataba de delimitar qué
interpretaciones asociadas al concepto de fraccion son mas dificiles para los estudiantes de
educacién bésica (primaria). A continuacion se detalla paso a paso lo concerniente al
estudio realizado que dio como resultado el cumplimiento del objetivo especifico 1 de esta

investigacion.

3.2.1. Utilizacion del método Delphi

Para obtener una opinion grupal de alguna problematica en particular y que dicha opinion
sea veraz, se puede acudir a la técnica del método Delphi. Linstone y Turoff (1975)
definieron la técnica como un “Método de estructuracion de un proceso de comunicacion
grupal que es efectivo a la hora de permitir a un grupo de individuos, como un todo, tratar
un problema complejo” (p.3). Para Landeta (2002) “Es un proceso sistematico e iterativo
encaminado hacia la obtencion de las opiniones, y es posible del consenso, de un grupo de
expertos” (p.32).

Este método, tiene cuatro caracteristicas que lo hace ser una técnica grupal Unica a
diferencia de otras; el proceso iterativo, las opiniones de los expertos se emiten en mas de
una ocasion; anonimato de los participantes (expertos), los participantes del grupo se
mantienen en completa discrecion y ninguno de ellos debe conocer las respuestas
particulares del otro (para guardar este anonimato y evitar confrontaciones entre ellos se

recurre principalmente a un cuestionario); retroalimentacion o feedback controlado,
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interaccion de los resultados con todos participantes antes de continuar con un nuevo
proceso de la problematica tratada y, respuesta estadistica de grupo, se requiere para
realizar y consolidar una estimacion de cantidad numérica (fechas, puntuaciones, niumero

de unidades, entre otras) de las respuestas de los participantes (Landeta, 2002).

El método Delphi tiene su propia metodoldgica que se caracteriza por ser flexible para
el investigador, siendo éste autonomo en el desarrollo de la misma, siempre y cuando
mantenga las caracteristicas principales de la técnica, por lo menos el anonimato y el
feedback controlado. “Esta técnica puede ser aplicada a diversos objetos de estudio,
admitiendo adecuaciones de la dindmica habitual en funcion de los objetivos que en cada
caso requieran alcanzarse mediante su utilizacion” (Landeta, 2002, p.49). El proceso o
metodologia habitual de la técnica nace con una problematica que el o los investigadores
quieren abordar (grupo coordinador). Para ello, buscan el apoyo de un grupo de
participantes (expertos) para exponerles la problematica del objeto de estudio a resolver.
Luego, se procede con las caracteristica de proceso iterativo y feedback, analizando las
participaciones de los expertos para culminar con la estimacion de los mismos frente al

problema. Este proceso se puede ver también en la figura 8.

Planteamiento

del objeto d Grupo N
elobjetode | —— dinad —>| Cuestionario
pronéstico coordinador
Anélisis

azregaciényde Grupo < Respuestas
S coordinador
respuestas

Cuestionario —}'

Andlisis y

agregacion de  |«------ Gél.lpo 4 Respuestas
respuestas coordinador

Figura 8. Proceso Delphi, esquema global (Tomado de Landeta, 2002, p.51)
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El proceso descrito anteriormente, se realizd en la presente investigacion para determinar
cudles son las interpretaciones asociadas al concepto de fraccion que mayor dificultad
presentan los estudiantes de la educacion basica (primaria). Para eso, el grupo coordinador
conformado por la directora de tesis y el autor de la misma, disefiaron un primer
cuestionario (descrito en el apartado 3.2.2) que fue aplicado a un grupo de expertos (16
docentes en ejercicios de educacion primaria). Al obtener las respuestas del cuestionario
aplicado por primera vez, el grupo coordinador las analiz6 y con base en eso,
reestructuraron el cuestionario (descrito en el apartado 3.2.3), que fue nuevamente aplicado
al mismo grupo de expertos. Despuées de esta Gltima recogida de informacion, el grupo

coordinador analizd y realiz6 sus inferencias finales sobre el objetivo plasmado al inicio.

3.2.2. Disefio del cuestionario

Para el disefio del cuestionario, se tomaron como base los resultados de la investigacion
realizada por Calderdn (2012) quien encontr6 nueve interpretaciones asociadas al concepto
de fraccion (parte todo, cociente, razén, operador, porcentaje, nimero racional, punto de
una recta orientada, medida, decimales) presentes en los planes de estudios y libros de
textos mexicanos 2011 de la educacion basica (primaria). Algunas de esas interpretaciones,
su definiciébn no se encuentra presente de forma explicita, sino presentan una nocién

intuitiva o acercamiento al mismo.

El cuestionario presenta primero una introduccion referente a la importancia del
proceso de ensefianza y aprendizaje del concepto de fraccion. Luego da a conocer el
objetivo del mismo “Obtener un mayor conocimiento intersubjetivo y prospectivo acerca
de las fracciones en el proceso de ensefianza y aprendizaje”. También, presenta los
resultados obtenidos en la investigacion de Calderon (2012). Dando paso a la pregunta
principal del cuestionario ¢Desde tu experiencia como docente, cual de las siguientes
interpretaciones asociadas al concepto de fraccion has percatado que sean mas dificiles de
aprender por parte de los estudiantes? Los docentes (expertos) tenian que calificar las
nueve interpretaciones que se encontraban listados por medio de una escala de valores del 1
al 3 segun el grado de dificultad, siendo 1 muy dificil, 2 de dificultad media y 3 poco
dificil.
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Estas escalas de valores fueron tomadas como referencia para que los docentes
(expertos) no dejaran sin calificar ninguna de las interpretaciones y ademas porque el
estudio realizado con la técnica del método Delphi tiene futuras repercusion en otra
investigacion a diferencia con el uso que se le dio en ésta. En la presente investigacion solo
se tendran presentes los resultados que arroje la escala 1 de valores (muy dificil) puesto que

hace alusion al objetivo con que se utiliza en esta investigacion (objetivo especifico 1).

El cuestionario (anexo A) incluia las definiciones y ejemplos de cada uno de las nueve
interpretaciones, con el objetivo que los docentes (expertos) tuvieran alguna referencia a la

hora de contestar el cuestionario, en caso que no recordaran dichas definiciones.

3.2.3. Redisefio del cuestionario

Con base en los resultados obtenidos de la aplicacion del primer cuestionario al grupo de
expertos (16 docentes de educacién primaria), el grupo coordinador analizo las respuestas
dadas vy, redisefiaron el cuestionario (anexo B) manteniendo solo aquellas interpretaciones
que fueron mayormente seleccionadas por el grupo de docentes. Se considerd el mismo
interrogante del cuestionario anterior y las mismas escalas de valores pero para calificar
esta vez solo cinco interpretaciones (razon, operador, nimero racional, indicador de una

cantidad (decimal), recta orientada) segun la seleccion realizada.

3.2.4. Resultados del estudio realizado con el método Delphi

Los resultados obtenidos con la técnica Delphi se presentan en dos apartados
correspondientes a cada una de las dos aplicaciones realizadas del cuestionario. Se han
utilizado diagramas de barras que muestran las distribuciones de las frecuencias en funcién

de la escala de valoracion.

3.2.4.1. Resultados del primer cuestionario

En la siguiente grafica (figura 9) se presentan los resultados del primer estudio. En ella se
puede observar las tres escalas de valoracion correspondientes a las respuestas de los
docentes (expertos) en relacion con el nimero de docentes que han utilizado cada una de
estas respuestas. Hay que tener en cuenta que un mismo docente podia responder con un 3
en varias de las opciones (interpretaciones). En este estudio solo se van a utilizar los

resultados obtenidos con la primera escala de valoracion (muy dificil).
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Resultado 1 del cuestionario

14
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o 6 .
S M Porcentaje
€ 4 | , .
‘g = Numero Racional
2 = Recta orientada
0 Medida
Muy dificil Dificultad media Poco dificil Indicador de una cantidad

Escala de valoracion

Figura 9. Primeros resultados del cuestionario.

Tomando solo la primera escala de valores (muy dificil) de la figura 9 se obtiene que de las
nueve interpretaciones, cinco de ellas presentan mayor dificultad segun los docentes de
primaria, siendo la interpretacion de la fraccion como numero racional el de mayor
dificultad (7 docentes). Las interpretaciones de la fraccion como razon y como indicador de
una cantidad (decimal) fueron las dos siguientes (6 docentes). La siguiente interpretacion
con mayor dificultad es la fraccion como recta orientada (5 docentes). Y por ultimo, se

tiene la interpretacion de la fraccién como operador (3 docentes).

Estos resultados se utilizaron para el redisefio del cuestionario. Es de resaltar que los
cuestionarios aplicados a los 16 docentes fueron contestados de manera individual y que
cada uno de ellos no conocia la respuesta o criterio de los otros docentes, cumpliendo asi

con una de las caracteristicas de la técnica del método Delphi (anonimato).

3.24.2. Resultados del segundo cuestionario

El segundo cuestionario se realiz6 utilizando sélo las cinco interpretaciones en los que los
docentes habian considerado que habia mas dificultad. Los resultados de esta segunda
aplicacion se pueden ver en la figura 10.
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Resultado 2 del cuestionario
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Figura 10. Segundos resultados del cuestionario.

Tomando solo la primera escala de valores (muy dificil) de la figura 10, se obtiene que de
las cinco interpretaciones los docentes consideran que en tres de ellas los estudiantes
presentan mayor dificultad. En primer lugar aparece la interpretacion de la fraccion como
namero racional con una frecuencia esta vez de 8 docentes de los 16 encuestados. Las
interpretaciones de la fraccion como razoén y como indicador de una cantidad (decimal)
también siguieron siendo las otras interpretaciones que se encuentran en segundo lugar con
una misma frecuencia (7 docentes). Esta vez las interpretaciones de la fraccion como recta

orientada y como operador presentan también la misma frecuencia (5 docentes).

Se puede deducir que tres de las interpretaciones asociadas al concepto de fraccién
segun los docentes encuestados, los estudiantes de primaria encuentran mayor dificultad: la
fraccion como numero racional, la fraccion como razon y la fraccion como indicador de

una cantidad (decimal).

3.2.5. Interpretacion asociada al concepto de fraccion utilizada para el estudio

Una vez determinados usando el método Delphi, las tres interpretaciones asociadas al
concepto de fracciébn que mayor dificultad tienen los estudiantes mexicanos de la
educacion primaria segin los docentes: como numero racional, como razén y como
indicador de una cantidad (decimal) se procedio a revisar el plan y programas de estudio
2011 vy los libros de textos sexto grado (tanto para el estudiante como el maestro) en su
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segunda reimpresion en el afio 2015 para el ciclo escolar 20016-2017, para determinar

cudles de las tres interpretaciones seleccionadas se iban a considerar en esta investigacion.

Como resultado de la revision realizada a los programas de estudios (tercero a sexto
grado de primaria), se encontrd6 que hasta el grado quinto no se especifica el uso del
concepto de fraccidbn como numero racional. Es en el grado sexto de primaria cuando el
programa de estudio en su bloque Ill, dentro del eje sentido numérico y pensamiento
algebraico (tema nUmero y sistema de numeracion), hace alusién al concepto de fraccion
como numero racional en uno de sus contenidos “Acercamiento a la propiedad de densidad
de los racionales, en contraste con los numeros naturales” (p.77). Al encontrar este
contenido se realiza una revision de los libros de textos (distribucion gratuita) de sexto
grado de primaria (educacién publica) tanto para el alumno como para el maestro y se tiene
que no se define el concepto de fraccidn como ndmero racional, sino que, como indica el

contenido, se presenta es una nocion intuitiva o acercamiento al mismo.

Al encontrar estos resultados también se opta por revisar el programa de estudio de
2011 de la educacion basica secundaria (Matematicas) y se encuentra que al concluir el
tercer grado de secundaria (estudiantes de 14 y 15 afios de edad) los estudiantes deben
saber efectuar célculos con expresiones algebraicas cuyos coeficientes sean ndmeros
racionales, por tanto es evidente que es en la secundaria cuando los estudiantes trabajan
formalmente la interpretacion de fraccibn como numero racional y no en la educacion
béasica (primaria), en la cual solo se evidencia un acercamiento del mismo (sin definirlo) en
el Gltimo afo escolar (sexto grado). Por tanto, la interpretacion de fraccion como nimero

racional no se tiene en cuenta para realizar en esta investigacion.

En relacion a las interpretaciones de la fraccion como razon y como indicador de una
cantidad (decimal), aparecen en los programas de estudios de educacién primaria de
manera formal. Por tanto se realizé una revisién del libro de sexto grado de la educacion
primaria (para el alumno y para el maestro), ya que a este grado va a corresponder la
poblacion a estudiar. Las dos interpretaciones aparecen definidas en el libro de texto
version para el maestro. La fraccion como decimal, aparece en el bloque | en el tema
nameros y sistemas de numeracion. El libro de texto (para el maestro) presenta una

caracteristica de numero decimal y también presenta la relacion con los ndmeros

51



fraccionarios “Los numeros decimales pueden ser representados mediante la expresion que
usa el punto decimal o en forma de fraccién decimal, cuyo denominador es o puede

convertirse en una potencia de 10” (p.20). Algunos ejemplos que presentan son: el nimero

decimal 0.25 puede expresarse asi 12750 0 % (Rosales et al., 2015).

El concepto de fraccibn como razén, se presenta en el bloque Il en el tema
proporcionalidad y funciones. Su contenido hace referencia a la comparacion de razones en
casos simples. El libro de texto (para el maestro) presenta una caracteristica de una razon y
también presenta la relacion con los nimeros fraccionarios “Una razon puede representarse
con un nimero entero, fraccionario, decimal o mediante un porcentaje” (p.162). Algunos

ejemplos que presentan son: 2 de cada 5 estudiantes son hombres, la cantidad de hombres

puede representarse como % 0.4 0 40% (Rosales et al., 2015).

Las dos interpretaciones asociadas al concepto de fraccion como razén e indicador de
una cantidad (decimal) se presentan de manera explicita tanto en el programa de estudio
como en los libros de texto del grado sexto de la educacion basica (primaria). Ademas,
como se ha visto, estas dos interpretaciones son los que mencionan los docentes de primaria
en cuanto a que presentan mayor dificultad para los estudiantes (resultado del método
Delphi).

Esta investigacion se limita a estudiar el concepto de fraccion como razén puesto que,
como se quiere conocer el proceso de comprension de los estudiantes, es conveniente
analizarlo cuando los estudiantes lo estén tratando; y fue esta interpretacién la que se
encontraban estudiando en el bloque Ill del programa de estudio (SEP, 2011). De esta
manera se deja espacio para futuras investigaciones tanto para el estudio de otras
interpretaciones (como decimal), asi como también para las otras tres (operador, nimero
racional y recta orientada) que se seleccionaron para la aplicacion de la segunda fase del

método Delphi.

La fraccion como razon, simboliza una relacion de magnitud relativa entre dos
magnitudes de la misma clase, esto es, dadas dos magnitudes (M; y M,) Yy, dos cantidades
de esas magnitudes a, y b, respectivamente, con b, como la unidad de medida. La razén de

a, a b; puede entenderse como una especie de cuantificacion o relacion parte todo: la
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cantidad de magnitud a, expresa cuantas veces esta contenida en la cantidad de magnitud
b,. En este sentido la fraccion como razén, expresa una forma de comparacion entre estas

dos cantidades (Sanchez, 2013). Por ejemplo:

Figura 11. Ejemplo de la fracciéon como razén (Tomado de Rojas, 2010, p.24)

Dada una coleccion de objetos (canicas), presentados en la figura 11, se puede decir que:
presenta dos magnitudes (canicas blancas y negras) y, dos cantidades de esas magnitudes (2
canicas blancas y 3 canicas negras) respectivamente. Las razones o relaciones que se

pueden interpretar de la situacién son:

» Con 3 como la unidad de medida se tiene que: las canicas blancas son % de las
canicas negras.
» Con 2 como la unidad de medida se tiene que: las canicas negras son % de las
canicas blancas.
3.3. Redisefio de las tareas
Una vez concluida la fase 1. Se seleccionaron dos tareas matematicas, la primera de
Rosales et al. (2015) y la segunda de Valverde (2012). El criterio de seleccion de cada una,
se hizo en relacion a la demanda del contenido curricular de México, especificamente tareas
que aludieran a la comparacién de razones matematicas en casos simples. Posteriormente,
ambas tareas fueron redisefiadas bajo el contexto educativo mexicano. Las adaptaciones

realizadas, se presentan en los apartados 3.3.1 y 3.3.2 respectivamente de cada tarea.

Se entiende una tarea matematica escolar como una propuesta que realiza el docente o
investigador (Caceres et al., 2015), la cual solicita la actividad de los estudiantes en
relacién con algin tema o topico matematico (Sullivan et al., 2015). La actividad es la

accion que realiza el estudiante con respecto a la tarea (Moreno y Ramirez, 2016).

El papel de los docentes o investigadores es el de seleccionar, modificar, disefar,

redisefiar, proponer, implementar y evaluar tareas matematicas (Sullivan et al., 2015). Los
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objetivos de las tareas deben guiar el aprendizaje matematico de los estudiantes, promover
la comprension de algun concepto matematico o favorecer el desarrollo de su pensamiento
matematico y ademas, motivar el interés de los estudiantes por las matemaéticas (Céceres et
al., 2015; Moreno y Ramirez, 2016).

Con el estudio y analisis del modelo tedrico de Pirie y Kieren (1994), se concluye que
las tareas que se les planteen a los estudiantes, deben ser un reto para 0s mismos y no
deben ser evidentes, esto con el fin de obtener resultados éptimos sobre el proceso de

comprension de los estudiantes cuando las resuelven.

Para la complejidad cognitiva de las tareas se tuvo en cuenta el marco tedrico de PISA
(OCDE, 2006) adaptando los tres grupos de capacidades que describen las actividades
cognitivas que los estudiantes puedan desarrollar al resolver una tarea: el grupo de
reproduccion, se encuentran aquellos ejercicios de reproduccion de conocimientos, que
permitan la realizacion de operaciones rutinarias que los estudiantes practican en clases; el
grupo de conexiones, se abordan problemas cuyas situaciones no son rutinarias, presentan
mayor exigencia para interpretarlos y muchas veces requieren que se establezcan
conexiones entre las representaciones que presente la situacion. Por ltimo el grupo de
reflexion, hace alusién a aquellos ejercicios que requieren que los estudiantes aporten
elementos de reflexion sobre los procesos que utilizan al solucionar un problema, ya sea

para justificar o llegar a alguna generalizacion de los resultados.

Antes de aplicar las dos tareas matematicas redisefiadas a la poblacién en estudio, se
realizd una prueba piloto con dos grupos de estudiantes. Primeramente por un grupo de
estudiantes de ultimo grado de maestro en educacién primaria de la Universidad de
Salamanca, Espafia. El otro fue un grupo de estudiantes de sexto grado de educacion
primaria de la ciudad de Chilpancingo diferente de la poblacién estudiada en la
investigacion. Esta prueba piloto se realizd con dos objetivos, primero para estimar el
tiempo de duracion de la aplicacion de las mismas y para verificar la redaccion de las

preguntas, ya que se busca que estas sean de facil entendimiento para los estudiantes.

A continuacion se presentan las dos tareas redisefiadas que hacen alusion al contenido

matematico en estudio (concepto de fraccion como razon), plantedndose en situaciones
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publicas y personales de los estudiantes. Las tareas presentan conexiones con otros
conceptos o procesos matematicos que el estudiante ya ha estudiado (unidades de medida,
calculo de porcentaje, entre otros). El redisefio de las tareas se realizé bajo el conocimiento
de las dificultades que la literatura ha reportado en relacion al aprendizaje del concepto de

fraccion, de esta manera se hace alusion al objetivo especifico dos de la investigacion.

3.3.1. Tarea 1 “Qué cantidad de naranjas quiero”

Esta tarea fue tomada del libro desafios matematicos, sexto grado edicién para el maestro
(Rosales et al., 2015) y esta presente en el bloque Il desafio 49 (figura 12). La intencion
didactica a la que hace referencia es que los estudiantes resuelvan el problema
determinando una comparacién entre las razones sin necesidad de realizar calculos

numeéricos.

En el mercado, un kilogramo de naranjas
consta de 9 piezas y cuesta $10. En la huer-
ta de don José, 8 naranjas llegan a pesar un
kilogramo y cuestan $8. éEn dénde conviene
comprar las naranjas?

Figura 12. Tarea original 1, seleccionada de Rosales et al. (2015).

Se realizaron cuatro cambios a la tarea original, uno ha sido adaptar la situacion al
contexto del estudiante, mencionando el nombre del mercado central de la ciudad de
Chilpancingo. Otro fue cambiar una de las razones que va a ser objeto de comparacion: en
principio era 8: 8 y se sustituy6 por 7: 8, debido a que si el estudiante decidiera buscar el
valor en forma de fraccion de la razon mediante una division, no tuviese confusion al elegir
la mejor razon. En este caso (8: 8) el valor de cada naranja costaria $1 peso, pero el precio
se ha dado por kilos y no por unidades de naranjas. EI nombre de la tarea también se ha
cambiado, puesto que el objetivo en esta investigacion es diferente y no se quiere generar
evidencias a los estudiantes a partir del nombre de la tarea. Como ultimo cambio, en la
tarea original solo habia una pregunta general al problema; en cambio para el redisefio de la
misma, se crearon seis preguntas mas con el objetivo de hacerla mas compleja para el

estudiante.

La tarea (figura 13) presenta una situacion que tiene conexion con la realidad que

pueden encontrar los estudiantes fuera del aula de clase (plaza de mercado). La finalidad es
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que los estudiantes evallen situaciones para elegir la razon mas favorable en una
comparacion con la misma unidad de partida. La tarea se presenta en texto escrito
(impreso). Los materiales y recursos que utilizaran los estudiantes para resolverla son:

hojas de papel, lapiz grafito, goma (borrador) y sacapuntas.

Como se ha comentado, la tarea consta de siete preguntas. Con la (a), se busca que el
estudiante identifiqgue que ambas situaciones se expresan con la misma unidad de partida,
por tanto se puede realizar una comparacion de razones para poder elegir la mejor. Este
ejercicio hace referencia a la dificultad que reporta la literatura que los estudiantes no saben

interpretar o decidir cudl es la unidad de medida en juego en una comparacion.

En el mercado Baltazar, un kilo de naranjas consta de 9 piezas y cuesta $10. Mientras que en la
huerta de don José, un Kilo consta de 7 piezas de naranjas y cuestan $8.

a) ¢Son comparables las dos situaciones? ;Por qué?
b) Representen graficamente las dos situaciones.
c) ¢Do6nde comprarian las naranjas teniendo en cuenta la representacion anterior? ;Por qué?

d) Expresen verbalmente la relacion entre las cantidades de cada una de esas situaciones y
escriban en forma de fraccion ambas relaciones.

e) Comparen las fracciones anteriores para determinar dénde es preferible comprar las
naranjas. Justifiquen la respuesta.

Si en el mercado Baltazar el kilo de naranjas se oferta con un 20% de descuento en su precio normal.
f) ¢Cual seria el nuevo costo de un kilo de naranjas? Describan paso a paso su respuesta.

g) Con ese descuento realizado en el mercado Baltazar ;Donde comprarian ahora el kilo de
naranjas, huerta de don José o en el mercado? ;Por qué?

Figura 13. Tarea 1 “Qué cantidad de naranjas quiero”
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Con la (b) se quiere comprobar si los estudiantes tienen dificultad para representar las
fracciones con figuras estdndar y ademas que trasciendan de la representacion verbal del
enunciado a la representacion pictorica o grafica utilizada por ellos. La (c) se disefié con la
finalidad de que los estudiantes a partir de representaciones creadas por ellos mismos,

interpreten y comparen situaciones para elegir la mejor opcion entre las razones.

La pregunta (d) se disefid con la finalidad de que los estudiantes logren traducir una
situacion de la vida real a un lenguaje matematico (representacion fraccionaria). La () para
que los estudiantes pongan en juego sus habilidades, interpreten y argumenten las
estrategias de comparacion utilizadas para elegir la fraccion mayor. En el caso de la (f), el
estudiante debe utilizar operaciones rutinarias de conocimientos que ya ha estudiado
(calculo de porcentajes) para construir nuevas fracciones y la pregunta (g), se plantea para
verificar la superacion o no de la dificultad en la comparacion de fracciones cuando se

refieren a la misma unidad de medida y el costo en ambas es el mismo.

3.3.2. Tarea 2 “Comparto, disfruto y aprendo”

La tarea fue tomada de una investigacion doctoral del departamento de didactica de la
Matematica de la Universidad de Granada, Espafia. Fue adaptada por Valverde (2012) de
otras investigaciones realizadas, las cuales se mencionan en su tesis doctoral. El objetivo de
la misma, era que los estudiantes disciernan entre las situaciones planteadas cual ofrece més

ventaja para comer pizza.

Compartiendo pizza

Cada mes Daniel y sus amigos se encuentran en un Testaurante para cenar pizza.
Habitualmente Daniel llega tarde, pero sus amigos lo aprecian mucho y le esperan. Le
reservan ua sitio en cada una de las dos mesas que ocupan. Daniel llega con mucho
apetito y tiene que decidir doénde sentarse de forma que le corresponda la mayor
canfidad de pizza. En la mesa 1 hay 4 pizzas grandes ¥ 5 personas, en la mesa 2 hay 6
pizzas grandes ¥ 7 personas.

Mesa 1 Mesa 2

09997 §999999

a. ;Cual de las dos mesas le sugieres a Daniel que elija para sentarse? Explica tu
razonamisnto.

b. La razdn entre las mesas grandes (mesa 2 con 8 sifios) v las mesas pequefias (mesa 1
con 6 sitios) del restaurante es de 7 a 4. Hay sitio exactaments para 240 personas.
Realiza los céleulos necesarios para saber cuintas mesas de cada tipo hay en el
restaurante.

Figura 14. Tarea original 2, seleccionada de Valverde (2012).
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En el redisefio se realizaron seis cambios a la tarea original, uno es el nombre de la
tarea, otro la sustitucion del nombre del personaje principal que menciona la situacion y
ademaés, se anexa un nombre al restaurante. Otro cambio, es que se adecud al contexto
mexicano para un mayor entendimiento del enunciado por parte de los estudiantes.
También, se elimina la representacion grafica de las dos situaciones que planteaba la tarea,
ya que se busca que sean los estudiantes los que generen esas representaciones. Como
ultimo cambio, se adicionaron siete preguntas a las dos propuestas en la tarea original.

La tarea (figura 15) presenta una situacién que tiene conexién con la realidad que
pueden encontrar los estudiantes fuera del aula de clase (restaurante de pizza) y se establece
en un contexto menos familiar. La finalidad es que los estudiantes apliquen estrategias de
comparacion entre razones matematicas para elegir la mejor opcion. La tarea se presenta en
texto escrito (impreso). Los materiales y recursos que utilizaran los estudiantes para

resolverla son: hojas de papel, lapiz grafito, goma (borrador) y sacapuntas.

La tarea consta de nueve preguntas. La (a) requiere que los estudiantes representen
gréficamente las dos situaciones de cada mesa antes que Maria elija donde sentarse, lo cual
busca que el estudiante tenga una idea general y deduzca a partir de eso que pasaria si
Maria se decide por alguna de las mesas. También, fue pensada para identificar la dificultad
de utilizacién de figuras estandar que los estudiantes presentan segun el reporte de la
literatura. En el (b) se les pide que representen graficamente la situacion de la mesa 1 pero
con la condicion que Maria haya elegido dicha mesa. Se busca que los estudiantes utilicen
su razonamiento y comparen las dos situaciones mediante la representacion que realizaron

en el ejercicio anterior.

Cada mes Maria y sus amigos se encuentran en el restaurante la
Alamedilla para cenar pizza. Habitualmente Maria llega tarde, pero
sus amigos la aprecian mucho y la esperan. Le reservan un sitio en
cada una de las dos mesas que ocupan. . En la mesa 1 hay 4 pizzas
grandes (sin partir) y 5 personas, en la mesa 2 hay 6 pizzas grandes
(sin partir) y 7 personas.

a) Representen graficamente la situacion de cada mesa antes de que llegue Maria.

Maria llega con mucho apetito (hambre) y tiene que decidir donde sentarse de forma que le
corresponda la mayor cantidad de pizza
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b) Representen graficamente la situacion que resulta si Maria decide sentarse en la mesa 1.

c) ¢Qué cantidad de pizza le corresponden a cada uno, si Maria eligié sentarse en la mesa
1? Justifiguen su respuesta.

d) Ahora, representen graficamente la situacion que resulta si Maria decide sentarse en la
mesa 2.

e) Siendo asi, ¢(Qué cantidad de pizza le corresponden a cada uno, si Maria eligi6 sentarse
en la mesa 2? Justifiquen su respuesta.

f) ¢Cuél de las dos mesas le sugieren a Maria que elija para sentarse? Expliquen su
razonamiento.

g) Supongan que Maria seleccion6 la mesa 1, en la cual agregan 2 pizzas a las 4 que ya
tenian. Para mantener el mismo reparto que tenian anteriormente ¢Cual sera el nimero
de personas que deberian agregarse? Expliquen su razonamiento.

h) Si Maria eligio la mesa 2, llegaron 4 amigos mas y quieren comer la misma cantidad de
pizza que antes ;Cudantas pizzas mas deben comprar? Expliquen su respuesta.

i) Sise quiere colocar 240 personas en mesas grandes (para 8 personas) y mesas pequefias
(para 6 personas) manteniendo una proporcion de 7 mesas grandes a 4 pequefias
¢ Cuantas mesas de cada tipo se necesitan?

Figura 15. Tarea 2 “Comparto, disfruto y aprendo”

Con la (c) se busca que los estudiantes establezcan la razon matematica que resulta de la
situacion de la mesa 1 si Maria la eligid, con relacion a la cantidad de pizza por el namero
de personas. En la (d) y (e) se les plantean las mismas preguntas que en los ejercicios (b) y
(c) respectivamente, pero en relacién a la situacion que resulta de la mesa 2 si Maria se
decide sentar en la misma. En los cuatro ejercicios anteriores se busca que los estudiantes
por medio de representaciones establezcan relaciones entre las cantidades que se presentan

en cada una de las situaciones planteadas.

La pregunta (f) requiere que los estudiantes razonen y argumenten cual es la mejor
opcidn que tiene Maria para sentarse y pueda comer mas pizza. La idea principal es que la
determinen por medio de las representaciones que construyeron anteriormente o que

utilicen alguna estrategia de comparacion de razones.

Las preguntas (g) y (h) requieren por parte de los estudiantes una mayor comprension

de la nocion de razon, mostrando igualmente un pensamiento proporcional de mayor nivel,

59



ya que el estudiante debe reconocer que si en la mesa 1 se agregan 2 pizzas se deben
- =7 - - - I'e 2 H
agregar 3 personas para mantener la misma proporcion inicial que tenian (g) Lo mismo

pasaria con el ejercicio (h) que se les plantea lo contrario. Al llegar 4 personas mas a la

mesa 2 se deberia agregar 3 pizzas mas para mantener el mismo reparto que tenian

anteriormente G)

Con la (i) se busca que los estudiantes interpreten, razonen y argumenten la situacion
que se les planted, utilizando estrategias de repartos para determinar el nimero de personas
que se deben de sentar en cada una de las mesas (grandes y pequefias), manteniendo una
proporcién de 7 mesas grandes a 4 pequefias.

Con relacion a las dificultades que se quieren identificar en los estudiantes se
encuentran: el reconocimientos de esquemas en los ejercicios (c) y (e), la gestion autbnoma
0 espontanea de esquemas, figuras o modelos con los ejercicios (a), (b) y (d). Y la

realizacion de operaciones con numeros fraccionarios en (g), (h) y el (i).

3.4. Descripcion de los participantes del estudio de caso
Esta tercera fase, comprende la descripcién de los participantes, los criterios de seleccion
de los mismos y el contexto del estudio. A continuacién se presentan detalladamente estos

apartados.

3.4.1. Participantes

En el estudio de caso, han participado cuatro estudiantes inscritos al grado sexto de la
educacion bésica (primaria) mexicana de una escuela de la ciudad de Chilpancingo de los
Bravo, Guerrero. Dos de ellos presentaban desempefio académico alto (pareja 1) y los otros
dos (pareja 2) rendimiento académico bajo (evidencia por la parte académica de la
institucién), criterios por el cual fueron seleccionados y ademas por su disposicién y por su
actitud de participacion en el aula de clases. Cada pareja de estudiante es un caso estudiado,
la pareja 1 corresponde al primer caso (C1) y la pareja 2 al segundo (C2). Fueron asignados
codigos para cada estudiante segun el caso que conformaban, al caso 1 se les asigno los
cddigos E1 (estudiante 1) y E2 (estudiante 2), para el caso 2 fueron E3 (estudiante 3) y E4

(estudiante 4). La tabla 7 recopila una descripcidn general de los casos a estudiar.
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Tabla 7
Descripcion de los participantes del estudio de caso.

Participantes  Cdédigo Caso Caracteristica Edad Sexo
Estudiante 1 El . . 11 afios Masculino
c1 Rendimiento académico
Estudiante 2 E2 alto 11 afios Femenino
Estudiante 3 E3 . . 11 afios Masculino
c2 Rendimiento académico
Estudiante 4 E4 bajo 11 afios Femenino

3.4.2. Contexto del estudio

El estudio de caso se realizd en el grado sexto de la educacion basica que es el ultimo grado
del 3° periodo escolar y con él se da por culminada la educacion bésica (primaria) en
Meéxico. Los participantes estaban cursando el ciclo escolar 2017-2018, y se encontraban
trabajando el bloque Il del programa de estudio de 2011, el cual presenta la definicion
formal del concepto de fraccién como razon. Uno de los contenidos que abordaron hace
referencia a la comparacion de razones en casos simples. Por tanto, se espera que los

estudiantes tengan conocimiento del tema a estudiar.

El aula habitual de clases de los cuatro participantes, tiene un total de 41 estudiantes y
el docente que les imparte sus clases es licenciado en educacion primaria, el cual cuenta

con 12 afios de experiencia en el area.

3.5. Descripcion de la planificacion y el desarrollo de las sesiones

En esta cuarta fase, se presentan los aspectos metodoldgicos para la planificacion de la
experimentacion, la recogida de la informacion y se da a conocer la fiabilidad y validez de
la investigacion, en referencia a la recogida de los datos y los instrumentos utilizados. A

continuacion se presentan detalladamente estos apartados.

3.5.1. Planificacién y desarrollo de las sesiones

Este aparado hace referencia a la planificacion y desarrollo de las sesiones a trabajar con
los dos casos en estudio (dos parejas). La planificacién se llevo a cabo en dos etapas que se
desarrollaron de la siguiente manera: primero, se solicitd permiso de colaboracion a la
institucion con sus respectivos estudiantes y cuerpo de docentes. De acuerdo con los

docentes y una observacion participante realizada por el investigador durante una semana
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dentro del aula de clases, se seleccionan los dos casos que son objeto de estudio y que van a

resolver dos tareas.

La observacion realizada por el investigador hace alusion a la primera etapa de la
planificacién y dicha observacién tuvo como objetivo identificar en los estudiantes una
buena actitud de dialogo e intervencion durante las clases para la seleccién de los dos casos
a estudiar. La segunda etapa consta de la resolucion de las tareas y se desarroll6 en dos
sesiones correspondientes a la resolucion de cada tarea por cada pareja de estudiantes.
Ademas, cada sesion se dividié en dos momentos asociados a la pareja que estaba
resolviendo la tarea. A continuacion se describe la segunda etapa de la planificacion

correspondiente a la sesion uno de la resolucién de las tareas.

En el primer momento, se aplicé la tarea 1 a la pareja (E1 y E2) correspondiente al
primer caso. Durante la recogida de datos se encontraban presente en la sala, el docente
encargado del aula, los dos estudiantes y el investigador. A cada estudiante se le asigné una
escarapela (gafete) con su codigo (E1 y E2) con el fin de identificarlos durante la recogida
y analisis de los datos por parte del investigador. El segundo momento, corresponde a la
aplicacion de la misma tarea 1, pero esta vez a la pareja (E3 y E4) correspondiente al
segundo caso, realizando el mismo proceso descrito anteriormente. Cada momento se habia
planificado para una hora de duracion, en la cual los estudiantes tenian que resolver la tarea

en las hojas de trabajo suministradas por el investigador.

La segunda sesion, constaba de la resolucion de la tarea 2 por parte de las dos parejas,
desarrollandose en los mismos dos momentos de la sesion uno. En el aula que designé la
institucion para el desarrollo del estudio, se colocaron estratégicamente las cdmaras de
videos y audio que utilizaron los investigadores para la recogida de la informacion. Durante
el desarrollo de cada una de las sesiones de resolucion el investigador tomaba sus notas de
campos registradas en la guia de observacion disefiada. En la figura 16 se presenta de

manera resumida la perspectiva global de la planificacion y el desarrollo de las sesiones.
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Figura 16. Planificacion y desarrollo de las sesiones.

3.5.2. Recogida de la informacion

Para obtener la informacion de las actuaciones de los estudiantes cuando resolvian las
tareas planteadas, se realizo una observacion de campo y se realizd una grabacion en video
y audio de la interaccion en cada pareja. Esta grabacion se transcribio en su totalidad para
posteriormente poder analizar las intervenciones de los estudiantes. También, se recogieron
las hojas de trabajo de los estudiantes. Durante el proceso de aplicacion se toman notas de
campo orientadas por una guia de observacion disefiada por el investigador. A continuacién
(tabla 8) se describe la técnica e instrumentos de recogida de la informacién durante el

estudio de caso.

Tabla 8
Descripcion de la técnica y los instrumentos de la recogida de la informacion.

Técnicao Descripcion

instrumento

Permiti¢ realizar una observacion directa y presencial de las acciones de los
estudiantes durante el desarrollo de las tareas, recopilando en la guia de
observacion (anexo E) aquellas acciones que tal vez las grabaciones y las
hojas de trabajo no pueden captar de las acciones de los estudiantes.

Observacion de
campo

Contiene las evidencias visuales y auditivas de las acciones de los

Grabaciones de
video y audio y su
transcripcion

estudiantes durante el desarrollo de las tareas, respaldan los datos obtenidos
en las hojas de trabajo, con el fin de profundizar en los procesos utilizados
por los estudiantes durante el desarrollo de las tareas.

Hojas de trabajo

Contienen la informacion escrita de los estudiantes sobre su proceso a la
hora de resolver las tareas plasmadas.

Entrevista

Permiti¢ indagar a los estudiantes sobre las conclusiones que abordaron en
cada una de las resoluciones de las tareas, con base en los escritos de sus
hojas de trabajos.
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Se realizaron las transcripciones de los videos. En esta tarea se designé el mismo cddigo a
los casos estudiados (pareja 1: C1; pareja 2: C2) al igual que a los estudiante, colocando la
letra E seguida del namero 1 al 4 segun correspondia al estudiante (E1; E2; E3; E4), de esta
manera se asociaba a cada caso de estudio con los miembros del mismo. Por ejemplo,
estudiante E2 del C1. Luego, se organizan en tablas las transcripciones realizadas por cada
uno de los casos, con el fin de obtener una imagen global de los datos obtenidos de las
producciones de videos.

Los datos que se recogieron informan sobre: el proceso de desarrollo del conocimiento
matematico que muestran los estudiantes en relacion con el concepto de fracciébn como
razon, asi como la pertinencia 0 no pertinencia de las tareas escolares matematicas

implementadas.

3.5.3. Fiabilidad y validez de la investigacion

En relacion con la fiabilidad y validez de la investigacion, se indica que el estudio realizado
presenta la descripcion detallada de todos los procesos de planificacion, la puesta en
practica y analisis de los datos recolectados. En relacion al analisis de los datos, se realizd

una triangulacion tanto de las fuentes de recoleccion de datos como de investigadores.

De fuentes porgue se utilizaron tres fuentes de datos: las grabaciones de audio y video,
las hojas escritas de cada pareja de estudiantes y las notas de campo. De investigadores
porque se contrasto con las directoras de la investigacion dicho anélisis. De esta manera se
realiza la validez de todas las intervenciones de los estudiantes cuando resolvian las tareas,

dejando plasmado la veracidad de la investigacion.

3.6. Aspectos metodologicos del analisis de la informacion

Esta quinta fase, presenta los aspectos metodoldgicos que se utilizaron para el analisis de
los datos recogidos durante la implementacion de las tareas. Para ello se tuvieron en cuenta
los resultados obtenidos con la técnica (observacion de campo) y cada uno de los
instrumentos utilizados (grabaciones de video y audio, hojas de trabajos de los estudiantes,
entrevistas y guia de observacion). Estos datos, se confrontaron, interpretaron y se

analizaron en relacion con las caracteristicas y niveles de accion del modelo tedrico de Pirie
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y Kieren. Todo ese proceso se realizd conjuntamente con las asesoras de la investigacion y

el estudiante investigador (triangulacion de la informacion).

Para analizar cada uno de los datos recolectados (hojas de trabajos, notas de campo,
entrevistas, transcripciones de audio y la visualizacion de las grabaciones) teniendo en
cuenta las caracteristicas y niveles de accion del modelo propuesto por Pirie y Kieren, se
realizaron de forma separada en relacion con cada una de las tareas, analizando cada caso
por separado. El andlisis de la tarea 1 se organiz6 en 2 partes diferenciadas que se
corresponden con: eleccion de la mejor razon y comparacion de razones. Mientras que el
analisis de la tarea 2 se organizé en 3 partes correspondiente con: eleccion de la mejor
razon, identificacion de la razon y estrategias de reparto. Dichas categorias de analisis, se
obtuvieron de acuerdo a las respuestas dadas por los estudiantes durante el desarrollo de las
tareas y los objetivos de las mismas. Por Gltimo, se contrastan los analisis realizados para
comparar los dos casos por cada una de las tareas (tabla 9), presentado en una sintesis

general.

Tabla 9
Analisis de la informacién recolectada

Sesiones Tarea Casos Fechas (Individual)  Fechas (Contraste)
“Qué cantidad de naranjas ¢l 14/02/18 02/03/18
1 quiero” C2 22/02/18
“Comparto, disfruto y ¢l 05/03/18 23/04/18
2 aprendo” C2 02/04/18

El anélisis de las dos sesiones se organiz6 en una tabla de analisis (anexo F) disefiada por el
investigador. En ella se presenta el extracto de la produccion con indicacion del momento
temporal correspondiente a su grabacién, el nivel que se asigna en relacion al modelo
teorico y por ultimo la justificacion del mismo. Se presenta el proceso de la comprension de
los estudiantes (capitulo 4) en torno al concepto de fraccion en cuanto su interpretacion
como razon en relacion a cada uno de los dos casos con sus respectivas tareas. Por ejemplo,

caso 1, tarea 1 y tarea 2.
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Capitulo 4. Andlisis del proceso de compresion a través del modelo de
Pirie y Kieren

El analisis de la discusion de las dos parejas que resolvieron las tareas descritas en el
apartado 3.3 de la metodologia, se ha organizado en dos apartados por caso de estudio (C1
y C2). En cada uno de ellos, se presenta el anlisis de las actividades desarrolladas por cada
pareja respectivamente. Para organizar y describir mejor el trabajo realizado por los
estudiantes en relacion al desarrollo de cada tarea matematica, estas se dividen en partes
diferenciadas de acuerdo a las respuestas dadas por los estudiantes y los objetivos de las
tareas, las cuales se presentan en cada una de las tareas. Por ultimo, se presenta una sintesis
en relacion al proceso realizado por los estudiantes, extrayendo conclusiones comparativas

y semejantes de ambos casos en estudio.

4.1. Estudiantes del caso 1 (C1)

Este primer apartado hace referencia al analisis realizado a los estudiantes del caso 1 en
estudio, los cuales presentaban rendimiento académico alto (E1 y E2). A continuacion se
presenta el analisis de la comprension, es decir, se presenta el anlisis del proceso de las
estructuras del conocimiento de los estudiantes del caso 1, con base en el modelo tedrico de
Pirie y Kieren (1994) al resolver las dos tareas en torno al concepto de fraccion como

razon.

4.1.1. Tarea 1 “Qué cantidad de naranjas quiero”
El analisis de la tarea 1 se organizo en 2 partes diferenciadas: eleccion de la mejor razén y

comparacion de razones.

4.1.1.1. Eleccion de la mejor razon.
La pareja de estudiantes (caso 1) inicialmente leen por separado y con detenimiento el

enunciado de la tarea, fijandose en los datos que plantean las dos situaciones presentadas:

En el mercado Baltazar, un kilo de naranjas consta de 9 piezas y cuesta $10.
Mientras que en la huerta de don José, un kilo consta de 7 piezas de naranjas y
cuestan $8.

Todo con el objetivo de fijarse que las dos situaciones son comparables, puesto que

comparten la misma unidad de medida. Los estudiantes no logran identificar o interpretar
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dicha unidad de partida de ambas situaciones. Lo primero que establecen es encontrar el
valor por unidad de naranja en cada una de las dos situaciones, por lo que comienzan

enfrentandose al problema desde el nivel Image Making.

E2: Tenemos que saber qué cuesta cada naranja aqui y aqui... [Senala los datos que se
presenta en la tarea en relacion con las dos situaciones].
, . . . 9 7
El: iSi! Tenemos que hacer las fracciones [se refieren a estas representaciones A g]-

Con este didlogo que los estudiantes establecen entre ellos, se dan cuenta de como
pueden representar las dos situaciones, utilizando sus capacidades y conocimientos para
realizar acciones fisicas que les permite crear una nueva idea de las situaciones que se les
plantea en la tarea. Estas imagenes que los estudiantes expresan mediante el lenguaje les
permite acceder a un nivel exterior de comprension Image Having, en el que van a ser
capaces de actuar sobre sus representaciones mentales, sin necesidad de objetos concretos

puesto que ya tienen la imagen de la construccion.

Los estudiantes, realizaron primero una representacion simbolica de las dos situaciones,
pero como se percibe en la figura 17, no logran identificar la unidad de partida (unidad de
medida: kilo), sino que buscaban conocer el valor de cada unidad de naranja, por eso

expresan la relacion del costo total por el nimero de naranjas.

10
]

Figura 17. Representacion simbdlica de los estudiantes caso |, tarea 1, categoria 1.

En este momento ya saben cuales son los datos de los que disponen, como los estan
relacionando y pueden escoger la estrategia que les permita resolver la tarea. Dicha
estrategia que utilizan es la realizacion de la operacion de division para encontrar el valor
de cada unidad de naranjas en cada caso. Este procedimiento da evidencia que han

alcanzado el nivel Property Noticing.

El: Hay que dividir 10 entre 9y 8 entre 7.
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Figura 18. Proceso matematico de los estudiantes caso I, tarea 1, categoria 1.

Yo digo que en el mercado Baltazar es mas econémica, porque cada naranja cuesta
$1,1 y en la huerta de don José cada naranja cuesta $1,14. Asi que creo que
conviene mas esta [sefiala la operacidn realizada con 10/9]

iSi! es que cada naranja estd méas barata aqui [sefiala el proceso realizado con la
situacion del mercado] que acé [sefiala proceso realizado con huerta de don José].

Los estudiantes empiezan a realizar abstracciones sobre el proceso matemaético que

utilizaron, lo que indica que empiezan a avanzar hacia el nivel de Formalising, pero

nuevamente van a crear una figura de las situaciones (Image Having), una representacion

pictorica que asocian al resultado encontrado en el proceso matematico utilizado. Se puede

identificar que se desencadend un Folding Back, ya que los estudiantes retroceden a un

nivel inferior que ya habian superado, pero como se percibe se regresan con una

comprension mas sélida y lo que hacen es asociarlo a las abstracciones realizadas.

1]

SRR Ml g
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Figura 19. Representacion pictorica de los estudiantes caso I, tarea 1, categoria 1.

Se observa que los dos estudiantes trabajan sobre la misma hoja de trabajo. E2

representa la situacion del mercado Baltazar y E1 la situacion de la huerta de don Jose.

El:
El:

E2:

El:

Cada uno hagamos una representacion [se refieren a la figura 17].

Yo hago estd... [Sefiala el proceso realizado con la situacion de la huerta de don
José].

Son solo siete naranjas [expresé al observar que E1 habia representado ocho
circunferencias que utilizaron para representar las naranjas].

iAh si son siete!... [E1 empieza a borrar una circunferencia (naranja) cuando E2 le
expresa que dibujé una de mas].
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Figura 20. Abstracciones realizada por los estudiantes caso |, tarea 1, categoria 1.

El: Miracada una cuesta $1,1 [sefialando la representacion que habia realizado E2 de la
situacion del mercado Baltazar, arriba de las circunferencias (naranjas) los
estudiantes le colocaron el valor de cada naranja que encontraron en el proceso
anterior].

Los estudiantes abstraen informacion de la nueva representacion pictorica. Lo que da
evidencia que vuelven al nivel Property Noticing. Determinan que el mercado Baltazar
conviene comprar las naranjas. Los estudiantes no logran alcanzar el nivel Formalising,
puesto que las conclusiones que obtienen son erréneas. Los estudiantes desde un principio

no identificaron la unidad de partida en las que se daban ambas situaciones.

’Pc) Encl pevocodo ka\-\oz@\g

/

Por oo S rewvaw o @:J\ ’\o
MOS e Lese Ecloygllicy go<y

Figura 21. Conclusion de los estudiantes caso I, tarea 1, categoria 1.

En la siguiente figura se puede ver el proceso que han seguido los estudiantes en la

categoria de analisis 1 de la tarea 1 “eleccion de la mejor razén matematica”.

Ihi: Image Mazking
TH: Imzge Having

EN:Property Noticing

Figura 22. Estructura de conocimiento de los estudiantes caso |, tarea 1, para elegir la mejor razon.
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4.1.1.2. Comparacion de razones

Una de las finalidades de la tarea 1 era que los estudiantes identificaran la unidad de partida
de las dos situaciones, que en este caso seria el kilo de naranja en ambas, lo que las
convertiria en dos situaciones comparables. Siendo asi, los estudiantes decidieran segun sus
estrategias de comparacion elegir la mejor razon matematica que les convendria. Ademas,
se quiso mantener la misma unidad de medida en ambas situaciones, es decir, que ambas
situaciones ofrecieran su kilo de naranjas al mismo precio, manteniéndose las cantidades de

naranjas del planteamiento inicial.

Para eso, se consider6 un descuento del kilo de naranjas en el mercado Baltazar. Los
estudiantes son cuestionados con la siguiente condicion:

Si en el mercado Baltazar el kilo de naranjas se oferta con un 20% de
descuento en su precio normal ($10) ¢Cudl seria el nuevo costo de un kilo de
naranjas? Con ese descuento realizado en el mercado Baltazar ¢Donde
comprarian ahora el kilo de naranjas, huerta de don José o en el mercado? ¢Por
qué?
Lo primero que establecen los estudiantes es encontrar el valor del descuento que se
realizaria con la oferta, por lo que comienzan enfrentandose al problema desde el nivel

Primitive Knowing, ya que utilizan sus conocimientos en relacion a dicho proceso.

El: Lo primero que tenemos que hacer es...

E2:  Sacar el porcentaje del precio anterior.

El:  Siaja... ;De este precio? [Sefiala el costo de la huerta de don José $8].

E2: No, ¢De diez no? Por qué dice: si en el mercado Baltazar el kilo de naranjas se
oferta con un 20%...

El: Entonces es esta [sefiala el costo del mercado Baltazar] jAh! Si. Es diez.

Inmediatamente la pareja de estudiantes, como ya sabian cudles eran los datos a utilizar,
escogen una estrategia para calcular el 20% de $10. Durante la entrevista realizada a los
estudiantes, ellos expresan que este proceso utilizado fue explicado por su profesor para
obtener el porcentaje de una cantidad numérica, el cual consiste en realizar una
descomposicion aditiva en porcentajes mas facil de calcular, tal como se evidencia en la
figura 23. Este proceso realizado por los estudiantes da evidencia que han alcanzado el
nivel Property Noticing, sin pasar por los dos niveles anteriores (Image Making & Image

Having).
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Figura 23. Proceso para calcular el 20% de $10 de los estudiantes caso I, tarea 1, categoria 2.

Después que los estudiantes realizaron el proceso aprendido en clase para calcular el
porcentaje de una cantidad numeérica, empiezan a abstraer informacion de dicho proceso, en
donde obtienen el nuevo costo de las naranjas en el mercado Baltazar con el descuento

ofertado.

0
-y

—_—

8

Figura 24. Operacion realizada por los estudiantes caso | para saber el nuevo costo, tarea 1, categoria 2.

E1l:  Es$2 el descuento... Jy luego se lo restamos?
E2: Si, a diez le restamos dos.
E1:  Elnuevo precio es $8.

582 >l noewo

Preco con descoento

Figura 25. Respuesta de los estudiantes caso I, con base al nuevo costo del kilo de naranjas, tarea 1, categoria 2.

Con el nuevo precio del kilo de naranjas ofertadas en el mercado Baltazar, los
estudiantes tenian que decidir dénde comprar ahora las naranjas, si en la huerta de don José
0 en el mercado. Para eso, realizan una representacion simbolica de la nueva situacion con
descuento en el mercado, donde expresan una relacion del costo del kilo de naranjas con el
numero total de naranjas. Para ello, realizan un Folding Back, para representar la nueva
situacion que obtuvieron con el descuento realizado en el mercado Baltazar. Encontrandose

ahora en el nivel de Image Having, mediante la representacion simbdlica de la situacion.

El: En el mercado Baltazar nuevamente ;no? Porque ya tendriamos un descuento.
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E2: Pero tenemos que hacer esto [sefiala el proceso que realizaron anteriormente para
conocer el valor de cada unidad de naranja] porque aqui ya cuesta esto [sefiala el
nuevo costo del kilo de naranjas con el descuento realizado] y aqui cuesta menos.

E2: Entonces seria ocho noveno ¢no? Volvamos hacer la fraccién y la division.

El: Aja

———

4

Figura 26. Representacion simbdlica de la nueva situacion de los estudiantes caso |, tarea 1, categoria 2.

Inmediatamente, los estudiantes relacionaron la actividad con la realizada anteriormente
para encontrar el valor por unidad de cada naranja y utilizan la misma estrategia para
resolver la tarea. Dicha estrategia es la realizacion de la operacion de division. Este proceso

realizado por los estudiantes da una evidencia de que han alcanzado nuevamente el nivel

0.8

Property Noticing.

=
o
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8

Figura 27. Proceso matematico para calcular el costo de las naranjas por unidad de los estudiantes caso I, tarea 1.

Finalmente, los estudiantes sintetizan la informacion del proceso realizado y se desligan
por completo de la imagen concreta considerando el concepto como objeto formal,
determinando dénde les conviene comprar las naranjas después del descuento realizado en

el mercado Baltazar, lo que indica que se encuentran en el nivel Formalising.

El: Ahora cuesta cada naranja $0,8 asi que...
E2: En el mercado la naranja estd mas abarata que antes.
E1l:  Aja. Si. En el mercado.

En el_ perece, OrGLe i
natonio. ceest 3008, y

en o hoede &1 14

Figura 28. Respuesta de los estudiantes del caso | en relacion a su proceso realizado, tarea 1, categoria 2.
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En la siguiente figura se ilustra el proceso seguido por los estudiantes en este ultimo

apartado de la tarea 1.

PE: Prmitive Enowmng

TH: Imzge Having

PN: Property Neticing

F:Formalising

Figura 29. Estructura de conocimiento para elegir la mejor razén con el descuento realizado, caso I, tarea 1.

4.1.2. Tarea 2 “Comparto, disfruto y aprendo”

El analisis de la tarea 2 se organiz6 en 3 partes diferenciadas: eleccion de la mejor razén,
identificacion de la razon y estrategias de reparto. A continuacion se presentan dichos
analisis.

4.1.2.1. Eleccion de la mejor razon.
La pareja de estudiantes (caso 1) se notaban tranquilos y confiados en la resolucién de la

tarea 2, se organizan como equipo y es E2 quien lee en voz alta el enunciado de la tarea:

Cada mes Maria y sus amigos se encuentran en el restaurante la Alamedilla
para cenar pizza. Habitualmente Maria llega tarde, pero sus amigos la aprecian
mucho y la esperan. Le reservan un sitio en cada una de las dos mesas que
ocupan. En la mesa 1 hay 4 pizzas grandes (sin partir) y 5 personas, en la mesa
2 hay 6 pizzas grandes (sin partir) y 7 personas. Maria llega con mucho apetito
(hambre) y tiene que decidir donde sentarse de forma que le corresponda la
mayor cantidad de pizza.

Lo primero que hacen los estudiantes es analizar detalladamente las dos situaciones

(mesa 1y mesa 2) que les brinda la tarea.
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El:
E2:
E1l:
E2:

Lee t0.

Ok, yo leo... [Empieza a leer].

¢ Tenemos que hacer la fraccion?
Tenemos que representar graficamente.

Empiezan resolviendo la tarea relacionando cada situacion de las mesas con alguna

representacion. Esto da evidencia, segin el modelo de Pirie y Kieren, que los estudiantes

relacionaron el objeto matematico con la creacidén de una representacion pictérica de las

dos situaciones, por tanto empiezan resolviendo la tarea desde el nivel Image Making.

E1l:
E2:
E1l:
E2:
E2:
E1l:
E2:
E2:

Loz, %9909
@@@ o

i %i Pi(%

Figura 30. Representacion pictorica de los estudiantes caso I, tarea 2, categoria 1.

Asi [dibujan dos rectangulos que para ellos representan las mesas].

Si. Aqui van cuatro pizzas [sefiala la representacion de la mesa 1].

¢Y aqui? [Sefiala la representacion de la mesa 2].

Seis [se refiere a las pizzas de la mesa 2].

Aqui van cinco personas [sefiala la representacion que construyen de la mesa 1].
¢Incluyendo a Maria?

No, sin Maria.

En la otra son siete [se refiere al nimero de personas en la mesa 2, sin Maria].

Los estudiantes se percatan que teniendo la representacion pictérica de las dos

situaciones tenian que anexar en cada una de ellas a Maria y fraccionar cada una de las

pizzas de tal manera que a cada persona le correspondiera la misma cantidad de pizzas.

Todo con la finalidad de determinar cual de las dos mesas es la mas conveniente para

Maria. Antes de fraccionar las pizzas en cada mesa y agregar a Maria en ellas, los

estudiantes realizaron otro tipo de representacion en este caso una representacion simbolica

de las dos situaciones. Se puede interpretar en relacién al modelo de Pirie y Kieren que los

estudiantes avanzaron al nivel Image Having, estas primeras representaciones que

realizaron los estudiantes la hacen considerando que Maria no habia seleccionado ninguna

de las dos mesas todavia.
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El:
E2:
E1l:
El:
E2:
E1l:
E1l:
E2:
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Figura 31. Representacion simbdlica de los estudiantes caso |, tarea 2, categoria 1.

Tenemos que... operar. Para saber donde nos conviene para comer mds pizza.

Si, dénde nos conviene para comer mas pizza.

Hay que hacer las fracciones.

Realiza las fracciones [le entrega el lapiz a E2].

¢Cinco cuartos? [Se refiere a la situacion de la mesa 1].
Si.

Estas serian las pizzas [se refiere al denominador].

Y arriba las personas [se refiere al numerador].

Se observa que los estudiantes deciden realizar una division, lo que es una evidencia

que han alcanzado el nivel Property Noticing, ya que trabajan sobre la representacion que

ya poseen.

Sin embargo, como se puede ver en la figura 31, los estudiantes en lugar de distribuir a

. ., , . 4 6
las personas (denominador) con relacion al nimero de pizzas (numerador) s Yo lo hacen

al revés.

El:
El:
E2:

El:
El:

E2:
El:

iYa! ¢Tenemos que dividir no?
¢Cudantas personas serian?

Aqui serian seis con ella [se refiere al nimero de personas de la mesa 1 agregando a

Maria].

Aja, pero en cuanto la vamos a dividir [se refiere a fraccionar la pizza de la mesa

1].

Hay que dividir. Dividelas tu [se refiere a fraccionar la pizza de la mesa 1].
Dividir esta [sefiala la representacion de la mesa 1].

Si.

Es asi como los estudiantes realizan el algoritmo de dividir 6 entre 4 (ya incluyen a

Maria en la mesa 1), se percatan que el cociente de la misma es 1,5. Lo que conlleva a que

los estudiantes expresen que no puede ser asi, ya que le tocaria a cada persona una pizza y

media, y solo tienen cuatro pizzas para seis personas. Por tanto, se dan cuenta que la razén

debe realizarse al contrario, 4 entre 6 (ya incluyendo a Maria en la mesa 1). Borran el

proceso algoritmico que trabajaron y realizan una nueva division.

El:
E2:

Dividamos asi [realiza la operacion aritmética de division de 4 entre 6].
Si. Cuatro entre seis.
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Figura 32. Proceso matematico de los estudiantes caso I, tarea 2, mesa 1, categoria 1.

)
2/@

Los estudiantes obtienen informacion del proceso mateméatico que utilizaron
anteriormente, encontrando la cantidad en que deben de fraccionar cada pizza de la mesa 1.
Después, los estudiantes realizan otra representacion de la situacion de la mesa 1, esta vez
con base al resultado obtenido, representando las cuatro pizzas con una circunferencia y
cada una de ellas las fraccionan en seis partes iguales. Se puede identificar que se
desencadeno un Folding Back, ya que los estudiantes retroceden a un nivel inferior que ya
habian superado, pero se percibe que regresan con una comprensién mas sélida y lo que

hacen es asociarlo a las abstracciones realizadas. Encontrandose ahora en el nivel de Image

Having.
Figura 33. Representacion pictorica de los estudiantes caso |, tarea 2, mesa 1, categoria 1.
E2: Habria que partir cada pizza entre seis [se refiere a fraccionar cada pizza en seis
partes].
El: Si. Hay que partirla.
El: ¢Hacemos las cuatro? [Se refiere a representar las cuatro pizzas].
E2: Si, las cuatro.

Los estudiantes determinan el total de porciones que obtienen al fraccionar cada pizza
entre seis partes iguales. Determinan cuantas porciones de pizza le corresponderian a cada
persona en la mesa 1, si Maria decidiera sentarse en dicha mesa. Para eso vuelven a utilizar
la operacién aritmética de division para obtener este valor. Esto da evidencia que los
estudiantes se encuentran nuevamente en el nivel Property Noticing, ya que obtienen

informacion de su representacion y trabajan sobre ella.
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Figura 34. Segundo proceso matematico de los estudiantes caso |, tarea 2, mesa 1, categoria 1.

El: Seis por cuatro, veinte. ¢Dividimos veinte entre seis personas? [El estudiante
realiza esta operacion al observar la representacion que construyeron de la mesa 1
ya fraccionada].

E2: No, seis por cuatro es veinticuatro.

El: Seis, doce, dieciocho, veinticuatro [el estudiante suma cada pizza fraccionada].

El: ¢Dividimos veinticuatro entre seis no? [Se refiere al total de porciones de pizzas
entre el total de personas de la mesa 1].

E2: Si entre seis.

Los estudiantes han avanzado hacia el nivel de Formalising, puesto que dejan de inferir

en relacion a la imagen que crearon y presentan sus conjeturas finales.
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Figura 35. Abstracciones realizada por los estudiantes caso |, tarea 2, mesa 1, categoria 1.

El: ¢La pizza tiene seis porciones?

E2: No es asi, les tocaria de cuatro porciones a cada uno.

El: Entonces seria esta [sefiala la representacion de la mesa 1].

E2: Si. En la mesa 1 le tocaria a cada persona de cuatro porciones.

Después que los estudiantes realizaron su proceso de comprensién en relacion a la
situacion de la mesa 1, optan por realizar el mismo proceso para la mesa 2. Realizan el
proceso de dividir 6 pizzas entre 8 personas (ya incluyendo a Maria en la 2) para saber
como fraccionar cada pizza, encontrandose en el nivel Property Noticing. Realizan la
representacion pictorica de las 6 pizzas fraccionadas entre sietes partes iguales. Se
evidencia que realizan el Folding Back y vuelven al nivel Image Having. Los estudiantes
han interpretado mal la fraccién, lo correcto seria fraccionar las seis pizzas en ocho partes

iguales.

78



E2: Lo mismo que hicimos con la mesa 1.

El: St hay que dividir las personas...

E2: No, primero se dividen las pizzas entre las ocho personas.
El: Bueno, se divide seis pizzas entre... ;QUE?

E2: Entre ocho.

El: Pero ¢no son siete personas?

E2: Entre ocho, porque si Maria se sienta en la mesa 2.

El: Si. Entonces seis entre ocho.

Figura 36. Proceso matematico de los estudiantes caso I, tarea 2, mesa 2, categoria 1.

El: Las pizzas se dividen en siete partes [se refiere a fraccionarlas en siete partes
iguales]. Hay que hacer las pizzas [se refiere a representarlas].

PJONORE
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Figura 37. Representacion pictorica de los estudiantes caso |, tarea 2, mesa 2, categoria 1.

Posteriormente, los estudiantes empiezan a obtener informacion de sus procesos
utilizados y saben el total de porciones que tienen si fraccionan cada pizza de la mesa 2 en
siete partes iguales. Después buscan conocer cuantas porciones de pizza de tocaria a cada
persona de la mesa 2 si Maria decide sentarse en ella. Para eso, utilizan el proceso de
dividir 42 porciones de pizzas entre las 8 personas. Ahora se puede interpretar que los
estudiantes vuelven al nivel Property Noticing. Se observa que los estudiantes utilizan el

mismo proceso de comprension utilizado en la situacion de la mesa 1.

E2: Entonces siete por seis son cuarenta y dos [se refiere al total de porciones que
obtiene al fraccionar cada una de las seis pizzas en siete partes].
El: Si [mientras realiza la operacién de multiplicar siete por seis].

7xbiu2-

Figura 38. Proceso multiplicativo de los estudiantes caso I, tarea 2, mesa 2, categoria 1.
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E2: Eso lo dividimos entre ocho.

.2
8 49
O

A\

Figura 39. Segundo proceso matematico de los estudiantes caso |, tarea 2, mesa 2, categoria 1.

Finalmente, se observa que los estudiantes abstraen informacion del proceso de division
y determinan cuantas porciones de pizza le corresponde a cada persona en la mesa 2 si

Maria decidiera sentarse en ella.
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Figura 40. Abstracciones realizada por los estudiantes caso |, tarea 2, mesa 2, categoria 1.

El: Entonces cada quien va a tomar cinco porciones.

E2: Si, pero tenemos que ver si son cinco.

El: ¢Cinco por cuantos son?

E2: Seria por ocho, entonces les sobran dos porciones.

El: Si, porque cinco por ocho son cuarenta... tenemos cuarenta y dos porciones, por
tanto sobran dos. 20

El: Entonces a cada uno le tocan cinco porciones y sobran dos.

Se puede observar que a los estudiantes, al obtener la distribucion de las 6 pizzas para 8
personas, les sobran dos porciones si fraccionan cada pizza en 7 partes, ya que interpretaron
mal la fraccion. Esto se debe a que los estudiantes tienen marcado los procesos
matematicos y no matematizan con la realidad de la situacion que se les presenta (6 pizzas

para 8 personas).

Después de obtener la distribucion de las pizzas en relacion a las personas en ambas
mesas si Maria eligiera sentarse en alguna de ellas, los estudiantes debian de responder a la
siguiente pregunta ¢Cudl de las dos mesas le sugieren a Maria que elija para sentarse?
Deduciendo cual seria la mejor razon en dicho caso para Maria. Los estudiantes dan su

respuesta con base a los procesos realizados en ambas mesas. Eligiendo ahora la mesa que
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mas le conviene a Maria para poder comer mas pizza. Los estudiantes no alcanzaron el
nivel Formalising. Ya que, a pesar de que seleccionaron la mejor situacion para que Maria
comiera mas pizza. El proceso de comparacion entre las dos razones matematicas, no lo han
hecho bien. Puesto que, interpretaron mal la fraccion de la situacion de la mesa 2 y por

tanto, comparan nimero de trozos de diferentes tamarios.
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Figura 41. Respuesta final de los estudiantes caso I, tarea 2, categoria 1.

E2: Entonces, en la mesa nimero dos le conviene sentarse a Maria.
El: Aja en la mesa dos.

En la siguiente figura se puede ver el proceso que han seguido los estudiantes en la

categoria de analisis 1 “eleccion de la mejor razén matematica” tarea 2.

Ihi: Image Mazking
IH: Image Having

EN:Property Noticing

Figura 42. Estructura de conocimiento de los estudiantes para elegir la mejor razon, caso |, tarea 2.
4.1.2.2. Identificacion de la raz6n
Al culminar con uno de los propdsitos de la tarea 2 (comparar razones matematicas para
elegir la mejor opcion) se quiso, que los estudiantes identificaran la relacion que presentan

ambas razones matematicas. Se requiere lograr una mayor comprension de la nocion de

81



razon, mostrando igualmente un pensamiento proporcional de mayor nivel, ya que el

estudiante debe reconocer que si en la mesa 1 se agregan 2 pizzas se deben agregar 3
. S e . . 2
personas para mantener la misma proporcion inicial que tenian (g) En la mesa 2 al llegar
4 personas mas a la mesa 2 se deberia agregar 3 pizzas mas para mantener el mismo reparto
, 3
que tenian (Z)'
Para eso, se les presenta la siguiente situacion a los estudiantes, en el caso de la mesa 1:

Supongan que Maria seleccion6 la mesa 1, en la cual agregan 2 pizzas a las 4
que ya tenian. Para mantener el mismo reparto que tenian anteriormente ¢Cuél
sera el numero de personas que deberian agregarse? Expliquen su
razonamiento.

Lo primero que realizan los estudiantes es una representacion pictérica de la nueva
situacion, lo que hacen es agregar dos pizzas méas a las cuatro que ya tenia, como se los
indica la tarea. Esto da evidencia de que los estudiantes empiezan a resolver esta nueva
interrogante desde el nivel Image Having. Luego, empiezan a abstraer informacion de la

imagen y deciden fraccionar las dos pizzas agregadas en las mismas seis partes que lo
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Figura 43. Representacion pictorica de los estudiantes caso |, tarea 2, mesa 1, categoria 2.

habian realizado.

E2: Agrégale ahora dos pizzas a esta [sefiala la representacion que habian realizado de
la mesa 1 ya fraccionada].

El: Seis por seis es treinta y seis [se refiere a las seis unidades de pizzas fraccionadas
cada una en seis partes].

E2: Se agregan tres personas [lo expresa al contar las doce porciones agregadas].

El: Porque le toca cuatro porciones a cada persona ¢no? [Lo expresa con base al
resultado obtenido].

E2: Si.

De inmediato los estudiantes demuestran saber cuantas personas deben de agregarse
deduciendo esto de sus abstracciones realizadas con base a la representacion pictérica, pero
realizan el proceso matematico de division para poder asegurar sus deducciones. Esto da

evidencia que los estudiantes se encuentran ahora en el nivel Property Noticing, ya que
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trabajan con la imagen que poseen. En la entrevista realizada, los estudiantes expresan que

con ayuda de la representacion y el tanteo obtuvieron sus resultados.
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Figura 44. Proceso matematico de los estudiantes caso I, tarea 2, mesa 1, categoria 2.

El: ¢Dividimos? [Lo expresa para comprobar la respuesta que ya habian deducido].
E2: Si.
El: ¢Cuanto es? Treinta y seis entre nueve ¢no?
E2: Si.
El: Pero todavia no sabiamos cuantas personas teniamos que agregar.
E2: No... por eso, para ver si son las tres personas que tenemos que agregar, si ya

sabemos cuantas porciones son.

Finalmente, los estudiantes se desprenden de la imagen con que representaron la
relaciéon de la mesa 1 y fueron capaces de formalizar su comprensién en relacion a que se
deben de agregar tres personas a las seis que ya se tienen incluyendo a Maria, para poder
mantener el mismo reparto (cuatro porciones cada persona) que tenian anteriormente, pero
ahora con seis pizzas. Se puede interpretar que los estudiantes alcanzaron el nivel de

Formalising.
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Figura 45.Respuesta final de los estudiantes caso |, tarea 2, mesa 1, categoria 2.

El: Si asi es [lo expresa al terminar el proceso de division].
El: Entonces se agregarian tres personas.

En el caso de la mesa 2 para que los estudiantes identificaran la relacion entre numeros

de pizzas y personas, se les presenta la siguiente situacion:

Si Maria eligio la mesa 2, llegaron 4 amigos mas y quieren comer la misma
cantidad de pizza que antes ¢Cuantas pizzas mas deben comprar? Expliquen su
respuesta.
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Los estudiantes empezaron a resolver este interrogante de la misma manera que
procedieron con la situacion de relacion de la mesa 1. Primero los estudiantes analizaron el
enunciado que les proporciond la tarea para determinar cuéntas pizzas se debian agregar a
las seis que se tienen, pero con la condicién de un total de doce personas. Para ello, los
estudiantes deciden realizar el mismo proceso que utilizaron en la relacion de la mesa 1,
pero esta vez seria determinar lo contrario. Realizan una representacion pictorica de la
situacion de la mesa 2, dibujando las doce personas e inicialmente las seis pizzas con las
que contaban. Esto da evidencia que los estudiantes empiezan a resolver la tarea desde el

nivel Image Having.
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Figura 46. Representacion pictorica de los estudiantes caso |, tarea 2, mesa 2, categoria 2.

El: Se tienen que agregar a los amigos para saber cuantas pizzas son.

E2: No las pizzas, porqué se tiene que saber cuantas pizzas mas se tiene que comprar.

El: ¢Entonces serian doce personas verdad?

E2: Si. Doce personas.

El: Si en la mesa 2 estaban siete personas...

E2: En la mesa 2 son siete personas y con Maria serian ocho.

El: Entonces siete mas cuatro serian once, once mas una serian doce [realiza la suma
de las personas de la mesa 2 con la condicion de agregar cuatro y a Maria].

E2: Serian doce personas entonces, porque aqui dice que “si Maria eligiera la mesa
2.7

Se puede evidenciar que los estudiantes mantienen el mismo fraccionamiento de cada
pizza en siete partes iguales, ya que les pide que se mantenga la misma cantidad de pizza
para cada persona. Los estudiantes tiene presente que deben de utilizar el proceso de
division para verificar el nimero de pizzas a agregar. Primero utilizan el tanteo y después
aseguran sus deducciones con la division. Esto da evidencia que los estudiantes han

avanzado al nivel Property Noticing.

El: Hay que hacer como se hizo con la anterior [se refiere a la relacion de pizza por
personas de la mesa 1, realizada anteriormente].

E2: Si ¢pero cuantas pizzas debemos de agregar?

El: Inicialmente son seis pizzas [representa las seis pizzas con circunferencias y a cada
una la fracciona en siete partes].

El: Las seis pizzas partidas entre siete partes, se tienen 42 porciones.
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Ahora, los estudiantes empiezan a trabajar en la representacion que ya poseen y agregan
pizzas a las seis iniciales, no logran identificar inicialmente la relacion que existe entre el
namero de personas y la cantidad de pizza. Primero agregan dos pizzas, por tanto realizan
la operacion de dividir 56 porciones que daria la suma de 8 pizzas fraccionadas cada una en
7 partes, entre el nimero de personas que serian 12. Lo que les arroja como cociente entero
4. Logran deducir que a cada persona le corresponde 4 porciones de pizzas y no concuerda
con la distribucion inicial (5 porciones cada persona y sobran 2).

El: Serian cuatro porciones.
E2: Entonces no, porque tiene que salir a cinco porciones como antes.

Ahora los estudiantes aumentan la cantidad de pizzas y agregan 4 pizzas a las 6
iniciales que ya se tienen, por tanto serian 70 porciones que las dividen entre 12 personas,
dandole como cociente el nimero entero 5, pero con un resto de 10. Logran deducir que

deben de quitar una pizza y solo agregar 3 para ver cdmo les resulta.
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Figura 47. Proceso matematico de los estudiantes caso I, tarea 2, mesa 2, categoria 2.
El: Se tiene que agregar cuatro pizzas, porque salen a 5 porciones pero sobran diez.
E2: Yo opino que quitemos una pizza.
El: Entonces seria agregar tres pizzas.
E2: Con estas dos pizzas serian cincuenta y seis porciones [sefiala la representacion de
las pizzas cuando se agregan dos].
E2: Si le agregamos otra mas [un total de nueve pizzas] serian sesenta y tres porciones
[fraccionada cada una en siete partes].
E2: Entonces serian sesenta y tres porciones entre doce personas.
E2: Sobran tres porciones, serian menos.

Se evidencia que los estudiantes presentaron mayor dificultad al momento de proceder
con la situacion de la mesa 2, tanto en la primera categoria de andlisis como la segunda, con
relacion a la tarea 2, ya que no lograron interpretar bien la fraccion de la mesa 2.
Finalmente los estudiantes se desprenden de la imagen que crearon y del proceso
matematico, realizando sus conjeturas finales. Se evidencia que los estudiantes avanzaron

al nivel de Formalising, afirmando que si llegan cuatro personas mas a las ocho que se
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tienen inicialmente (con Maria), se deben de agregar 3 pizzas a la mesa 2, para mantener el
mismo reparto inicial (5 porciones de pizza).

E PITTIUS MO

Figura 48. Respuesta final de los estudiantes caso I, tarea 2, mesa 2, categoria 2.

El: Entonces seria agregar ...
E2: Tres pizzas se deben de agregar, para que a cada persona le toque el mismo
reparto.

En la siguiente figura se puede ver el proceso que siguieron los estudiantes para

identificar y determinar la relacion entre el nmero de pizzas y personas de lamesa 1y 2.

TH: Image Having
FPN: Property Noticing

F:Formzlizsing

Figura 49. Estructura de conocimiento de los estudiantes para identificar la razon, caso I, tarea 2.

4.1.2.3. Estrategias de reparto

Esta ultima categoria de analisis de la tarea 2, tiene como propdsito conocer las estrategias
de repartos que tienen los estudiantes, en situaciones complejas que contengan razones
matematicas, para ello se necesitaba un grado de comprension mayor para interpretar y

proceder a la resolucion de la situacion planteada a los estudiantes:

Si se quiere colocar 240 personas en mesas grandes (para 8 personas) y mesas
pequerias (para 6 personas) manteniendo una proporcion de 7 mesas grandes a
4 pequefas ¢ Cuéntas mesas de cada tipo se necesitan?
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Los estudiantes deben de determinar el nimero de personas que se deben de sentar en
cada una de las mesas (grandes y pequefias), manteniendo una proporcion de 7 mesas
grandes a 4 pequefias. Los estudiantes se muestran confundidos para resolver el ultimo
interrogante de la tarea 2. Lo primero que expresan es que no saben como resolverlo y leen

con detenimiento varias veces la situacion que se les plantea.

El: Lee esta Ultima pregunta.
El: No entendi [lo expresa al E2 terminar de leer].
E2: Tenemos que ubicar a las 240 personas en las mesas grandes y pequefias con una

proporcién de 7 mesas grandes a 4 pequefas.

Empezaron resolviendo la interrogante desde el nivel Image Having ya que estan
creando imagenes mentales para determinar la proporcion de mesas, aunque lo hacen por

separado con cada tipo de mesa, no utilizando la proporcion dado (7 mesas grandes a 4

pequefas).
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Figura 50. Proceso matematico de los estudiantes caso |, tarea 2, categoria 3.
El: Aja ¢dividimos?
El: Seria 240 entre 8.
E2: Si. Seria 30 [se refiere a la situacion de las mesas grandes].
El: Entonces que significa esto... ;Treinta mesas? [L0 expresa al terminar de realizar la
division y obtienen como cociente 30].
E2: Lo mismo hagamos con las mesas pequefias [realizan el proceso de dividir 240
entre 6].

Se observa, que los estudiantes no lograron interpretar la situacion que les brinda la
ultima interrogante de la tarea 2. Empiezan a trabajar sobre la imagen mental que poseen,
utilizando la division para obtener su respuesta. Lo que da evidencia que los estudiantes
han avanzado al nivel Property Noticing. No tienen presente la proporcién de 7 mesas
grandes a 4 pequefas, lo que fue preguntado en la entrevistas y afirmaron que no
entendieron que hacer con ese dato suministrado. Esto da evidencia que los estudiantes no
presentan una buena comprension del concepto de fraccion como razon, cuando se les

presentan situaciones complejas, como fue la presentada en esta Ultima pregunta.
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Los estudiantes trataron de generalizar el proceso que realizaron para dar solucion a la
interrogante. Expresan el nimero de mesas grandes y pequefias que se necesitan para
acomodar a 240 personas de manera errénea ya que no tuvieron en cuenta la proporcion

(7:4) de las mesas. Los estudiantes permanecieron en el mismo nivel (Property Noticing).

30 opande Y HO Peqetos

Figura 51. Respuesta final de los estudiantes caso I, tarea 2, categoria 3.

El: Entonces serian 30 mesas grandes y 40 mesas pequefias.
E2: Si [lo expresa moviendo su cabeza].

En la entrevista realizada a los estudiantes, se les pregunta como les parecio la tarea 2, a
lo que respondieron que fue mas dificil que la tarea 1 y que por momentos se sentian
inseguros con los procesos que utilizaban. En la siguiente figura se ilustra el proceso
seguido por los estudiantes del caso 1 para determinar estrategias de repartos en situaciones

que contemplen razones matematicas.

TH: Image Having

PN:Property Noticing

Figura 52. Estructura de conocimiento de los estudiantes utilizando estrategias de reparto, caso I, tarea 2.

4.2. Estudiantes del caso 2 (C2)
El segundo apartado hace referencia al analisis realizado al caso 2 en estudio, es decir, el
caso de los estudiantes con rendimiento académico bajo (E3 y E4). A continuacién se

presenta el analisis de la comprension, en otras palabras, se presenta el analisis del proceso
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de las estructuras del conocimiento de los estudiantes del caso 2, con base en el modelo
tedrico de Pirie y Kieren (1994) al resolver las dos tareas en torno al concepto de fraccion

como razon.

4.2.1. Tarea 1 “Qué cantidad de naranjas quiero”
El andlisis de la tarea 1 en relacion al caso 2, se realizd con las mismas partes ya

diferenciadas en el caso 1: eleccion de la mejor razon y comparacion de razones.

4.2.1.1. Eleccidn de la mejor razén.
La pareja de estudiantes (caso 2) leen con detenimiento la tarea de manera individual y
mentalmente. Lo primero que expresan es que deben sacar los datos que plantean las dos

situaciones presentadas:

En el mercado Baltazar, un kilo de naranjas consta de 9 piezas y cuesta $10.
Mientras que en la huerta de don José, un kilo consta de 7 piezas de naranjas y
cuestan $8.

Para organizar los datos, los estudiantes dividen una hoja de trabajo en dos columnas
(datos y operacién) de inmediato se observa que los estudiantes no logran identificar o
interpretar la unidad de partida de ambas situaciones (kilo de naranjas).

E4: Tenemos primero que sacar los datos que nos dan.
E3: Si, utiliza esta hoja [le entrega una hoja de trabajo en blanco].
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Figura 53. Organizacion de los datos por los estudiantes caso |1, tarea 1, categoria 1.

A partir de alli, lo primero que establecen es encontrar el valor por unidad de naranja en
cada una de las dos situaciones, buscando establecer una representacion de las mismas. En
relacion al modelo de Pirie y Kieren, se interpreta que los estudiantes comienzan

enfrentandose al problema desde el nivel Image Having.
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E3:
EA4.
E3:

EA4.

Lo que tenemos que saber es cudnto cuesta cada naranja.

Podriamos hacer las nueve piezas y hallar el valor de cada una.

Pero es una grdfica, a lo mejor podriamos hacer la grdfica asi... [Construye una
grafica cartesiana en una hoja].

No, asi no es.

Se observa, que los estudiantes realizan una construccion gréfica sobre la situacion que

se presenta en el mercado Baltazar. Esto da evidencia que los estudiantes reemplazaron las

imagenes mentales con una representacion grafica cartesiana, Dando evidencia que los

estudiantes continuando en el nivel Image Having.

Figura 54. Representacion gréafica de la situacion del mercado, estudiantes caso Il, tarea 1, categoria 1.

E3:

EA4:
E3:

Una gréfica seria esta [continua con la construccion de la gréfica cartesiana] Yo
creo que esta es una grafica. Aqui pondriamos... [Los estudiantes expresan no
acordarse qué valores colocar para relacionar en este sentido las coordenadas del
plano en relacién a las dos situaciones].

No me acuerdo.

La grdfica llegaria hasta... [Sefala las coordenadas del eje “y”] pondriamos el
namero del precio [sefiala las coordenadas del eje “y”] aqui llegaria hasta 10.

Los estudiantes se notan confundidos al momento de representar las situaciones de la

tarea con una grafica cartesiana, por tanto empiezan a construir otro tipo de representacion

(pictdrica). En el proceso de construccion de la imagen, los estudiantes no comparten sus

ideas en relacion a la representacion apropiada de las situaciones. Mientras E3 propone

realizar una representacién gréafica cartesiana, E4 dice que deben hacer una representacion

simbolica (las fracciones).

EA4:

E4:

E3:
E4:

Mejor dibujamos las naranjas [construyen circunferencias para representar las
naranjas].

Pero tenemos que hacer las fracciones primero... para saber cudnto cuesta cada
naranja [borra las dos circunferencia que ya habia construido].

Aja.

Seria 10 entre 9 y tenemos que dividir.
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Figura 55. Representaciones simbolicas de las situaciones, estudiantes caso |1, tarea 1, categoria 1.

Los estudiantes acordaron realizar la representacion simbolica de las dos situaciones

(figura 55). No lograron identificar la unidad de partida (unidad de medida: kilo), sino que

buscaban conocer el valor de cada unidad de naranja, por eso expresan la relacion del costo

total (numerador) por el nimero de naranjas (denominador).

EA4:
E3:
EA4:
E3:

Figura 56. Proceso matematico de los estudiantes caso I, tarea 1, categoria 1.

$1 cuesta cada naranja.

Si [realizado en un movimiento con la cabeza en relacién a la afirmacion de E4].
En ambos lugares cuestan lo mismo.

El resultado es el mismo [se refiere al proceso que realizaron de division].

La estudiante E4 empieza a dividir 10 entre 9 y 8 entre 7, mientras que el estudiante E3

solo observa el proceso que E4 realiza. Se evidencia que los estudiantes empiezan a trabajar

sobre la nueva imagen que construyeron de las situaciones (figura 55). Este procedimiento

da evidencia que los estudiantes avanzaron al nivel Property Noticing.

Como se percibe en la figura 56, los estudiantes tuvieron problemas para realizar la

operacion aritmética empleada por ellos, lo que demuestra que los estudiantes presentan

dificultad para realizar una division sencilla. Los obstaculos que presentaron los estudiantes

se evidenciaron en sus hojas de trabajo, el proceso realizado y en el ritmo lento de trabajar.

AT L PN S U U .
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Figura 57. Representacidn pictdrica de los estudiantes caso |1, tarea 1, categoria 1.
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Una vez mas, los estudiantes después de discutir y realizar varias veces la operacion
aritmética de la division, realizaron otra representacion pictorica de las situaciones (figura
57). Este proceso desencadend nuevamente en los estudiantes un Folding Back, ya que los
estudiantes retroceden a un nivel inferior que ya habian superado (Imagen Having), pero
relacionaron las abstracciones realizadas en el nivel de Property Noticing. Por ejemplo,
colocaron el valor unitario a cada naranja que representaron con una circunferencia.

E4: ¢Entonces? Son iguales...

E3:  Aesome referia... el nUmero de piezas va aumentar la cantidad que cuesten.
E3: Podemos poner que en los dos lados cuestan o mismo.

en oy 2 \oQares PorQoe e ¢

M;SV"‘Q IO

Figura 58. Abstracciones realizada por los estudiantes caso I, tarea 1, categoria 1.

Los estudiantes abstraen informacién de la nueva representacion pictérica y del proceso
de division. Lo que da evidencia que vuelven al nivel Property Noticing. Determinan que
en ambas situaciones convendria comprar las naranjas. Los estudiantes no logran alcanzar
el nivel Formalising, puesto que las conclusiones que obtienen son erréneas. Los
estudiantes desde un principio no identificaron la unidad de partida en las que se daban
ambas situaciones y presentaron dificultad es la division.

E4:  Enlos dos lugares nos conviene de acuerdo a las operaciones.
E3: Si

e acoedd olas orerac.ones cn 103
2 \oares &> RN URTICNIe

Figura 59. Conclusion de los estudiantes caso I, tarea 1, categoria 1.

En la siguiente figura se puede ver el proceso que han seguido los estudiantes del caso 2
para la categoria de analisis 1 en la tarea 1.
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IH: Imzpe Having

PN: Property Noticing

Figura 60. Estructura de conocimiento para elegir la mejor razén, caso I, tarea 1.

4.2.1.2. Comparacion de razones

Al finalizar con uno de los propdsitos de la tarea 1 (identificar la unidad de partida de las
dos situaciones, que en este caso seria el kilo de naranja en ambas, lo que las convertiria en
dos situaciones comparables) se quiso, ademas de mantener la misma unidad de medida,
que en ambas situaciones un kilo de naranja estuvieran al mismo precio manteniendo las

mismas cantidades en unidades de naranjas que parecian inicialmente.

Para eso, se considerd un descuento del kilo de naranjas en el mercado Baltazar, los

estudiantes son cuestionados con la siguiente condicion:

Si en el mercado Baltazar el kilo de naranjas se oferta con un 20% de

descuento en su precio normal ($10) ¢Cudl seria el nuevo costo de un kilo de

naranjas? Con ese descuento realizado en el mercado Baltazar ¢Donde

comprarian ahora el kilo de naranjas, huerta de don José o en el mercado? ¢Por

qué?

Los estudiantes discuten con base en sus conocimientos que poseen, cudl es el proceso

que tienen que realizar para encontrar el valor del descuento que se realizaria con la oferta,
por lo que comienzan resolviendo el problema desde el nivel Primitive Knowing.

E4:  Dice que se oferta con un descuento del 20%.
E3:  Selesaca el nuevo costo del precio que decia anteriormente.
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E3: ¢A esto no? [Sefiala la hoja de trabajo].

E4:  Si. Perono sé acuél es.

E3:  Mmm... Es al que mejor nos convenga. A este [sefiala la situacion de la huerta de don
José].

E4: No es el lado mas conveniente, ambos son iguales. Pero, te saldria mds barato...
pagarias menos por mas [se refiere a la situacion de don José].

E4:  Entonces a esta [sefiala la situacion de la huerta de don José].

E4: ¢Como se hace?

Se observa que los estudiantes presentan una dificultad al momento de relacionar los
datos con alguna estrategia de solucion a la nueva situacion que se les plantea en la tarea.
Primero, no interpretan correctamente a cual de las dos situaciones se le debe aplicar el
descuento mencionado y ellos optan por aplicarselo a la que mejor les convenga segun sus
abstracciones (huerta de don José).

Ademas, no recuerdan como obtener el porcentaje de un valor numérico, expresado esto
en su discusion.
E3: Pues nada mas le quitamos, solamente a esto [sefiala $8] le quitamos un descuento
del 20%.
E3: Eso lo dimos en clases pero no recuerdo.
E4: Avyayaya... prestame el lapiz.
E4: Colocabamos esto aqui [realiza el mismo proceso que hicieron los compafieros del

caso I].
E3:  Ahsi. Es cierto [expresa al observar el proceso que realiza E4].

Se observa que los estudiantes ya relacionaron los datos que les ofrece la tarea, saben
que proceso deben realizar, pero no lo recuerdan. Después de un tiempo de discusion entre
ellos, uno de los estudiantes (E4) recuerda el procedimiento aprendido en clases. Proceso
que también utilizaron los estudiantes del caso 1, que consiste en realizar una
descomposicion aditiva en porcentajes mas faciles de calcular, tal como se evidencia en la
figura 61. Todo este proceso da evidencia que los estudiantes contintan utilizando su

conocimiento adquirido para obtener el porcentaje de un valor numérico

PAGALL
071
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—

Figura 61. Proceso para calcular el 20% de $8, caso I, tarea 1, categoria 2.
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Como se evidencia en la figura 61, los estudiantes presentan errores en el proceso que
utilizaron para la obtencion del descuento, pero uno de los estudiantes expresa que el nuevo
costo del kilo de naranjas en la huerta de don José es de $6 con el descuento. No realiza
ningun procedimiento escrito. Solo expresan que el descuento es de $2 y se lo restan al
costo inicial ($8). Se observa que los estudiantes empiezan a obtener informacién de dicho
proceso Y calculan el nuevo costo de las naranjas en la huerta de don Jose, ya que ellos le

aplicaron el descuento a la mejor situacion que les convenia.

E3: Seria $6.

=) Moewd Bilg costarion §6

Figura 62. Respuesta de los estudiantes caso 11, con base al nuevo costo del kilo de naranjas, tarea 1, categoria 2.

Con el nuevo precio del kilo de naranjas en la huerta de don José como lo interpretaron
los estudiantes, tenian que decidir donde comprar ahora las naranjas, si en la huerta de don

José o en el mercado.

E4:  Aqui es mas barata [sefiala la situacion de la huerta de don José].
E4:  Porque te dan mas naranjas...
E3: Por menos precio pues.

Se observa que los estudiantes empiezan a trabajar sobre la misma imagen que poseen
(figura 57) y empiezan abstraer informacién de ella, dando evidencia que avanzaron al
nivel Property Noticing. Expresan que ambas situaciones son iguales refiriéndose al precio
por unidad de naranjas segln su proceso realizado. Pero que ahora en la huerta de don José
con el descuento realizado, pagarian menos dinero. Razonamiento que también seria
erréneo. Continuando con los argumentos de los estudiantes que cada naranja cuesta $1, si
se agregan dos naranjas mas en la huerta de don José, para igualarlas a la cantidad de

naranjas del mercado, se tendria el mismo valor $8.

E4: En la huerta porque te dan mads naranjas por menos...
E3:  Aja menos precio.
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Figura 63. Respuesta final de los estudiantes caso 11, tarea 1, categoria 2.

En la siguiente figura se ilustra el proceso seguido por los estudiantes del caso 2 en la

comparacion de razones con igual unidad de medida.

PE: Primitive Enowing

PN:Property Noticing

Figura 64. Estructura de conocimiento para elegir la mejor razén con el descuento realizado, Caso |1, tarea 1.

4.2.2. Tarea2 “Comparto, disfruto y aprendo”

El andlisis de la tarea 2 se organizd en 3 partes diferenciadas: eleccion de la mejor razén,
identificacion de la razén y estrategias de reparto. A continuaciéon se presenta dicho
analisis.

4.2.2.1. Eleccion de la mejor razon.
La pareja de estudiantes (caso 2) se notaban distraidos al momento de empezar a resolver

con la tarea 2, es E4 quien lee en voz alta el enunciado de la tarea:

Cada mes Maria y sus amigos se encuentran en el restaurante la Alamedilla
para cenar pizza. Habitualmente Maria llega tarde, pero sus amigos la aprecian
mucho y la esperan. Le reservan un sitio en cada una de las dos mesas que
ocupan. En la mesa 1 hay 4 pizzas grandes (sin partir) y 5 personas, en la mesa
2 hay 6 pizzas grandes (sin partir) y 7 personas. Maria llega con mucho apetito
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(hambre) y tiene que decidir donde sentarse de forma que le corresponda la
mayor cantidad de pizza.

Lo primero que hacen los estudiantes es relacionar cada una de dos situaciones que les

brinda la tarea con una representacion, trayendo a coalicion las representaciones que

realizaron en la tarea 1. Esto da evidencia que los estudiantes empezaron a resolver la tarea

2 desde el nivel Image Having.

E4:
EA4.

E3:
E4:
E3:

Lee t0 la primera pregunta.

¢Como las hicimos la vez pasada? [Se refiere a las representaciones que realizaron
en la tarea 1].

No sé... Recuerdo que la vez pasada representamos con unas circunferencias.

jAh sil pero estas vez son unas pizzas.

Si.

Seguidamente los estudiantes crean dos representaciones pictoricas, las cuales simulan

dos mesas y encima de ellas se encuentran unas pizzas. Después, identifican que cada pizza

la puede fraccionar segin el numero de personas que esté presente en cada mesa, cabe

aclarar que las representaciones que realizaron los estudiantes de las dos situaciones de las

mesas, no contenian a Maria.

EA4:
EA4:
EA4.
E3:

E4:
E4:

E3:

E4:

&85\
an), &Y
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Figura 65.Primera representacion pictorica de los estudiantes caso Il, tarea 2, categoria 1.

Vamos a empezar, vamos a poner unos circulos ¢son cuantas pizzas?

Son cuatro pizzas [se refiere a la situacion de la mesa 1].

Ahora las partimos en ocho [se refiere a fraccionar cada pizza en ocho partes].

¢Se deben de dividir en cinco no? [Se refiere a fraccionar cada pizza en cinco
partes].

No... cada una en... jah! si, son cinco personas.

Realiza tu la representacion de la mesa 2 [le entrega el lapiz y la hoja de trabajo a
E3] y dibuja seis pizzas [situacion de la mesa 2].

¢Ahora en cuéntas las divido? Las divido en cinco [Se refiere a fraccionar cada
pizza de la mesa 2].

No, en siete partes [E3 fracciona cada pizza en siete partes iguales].

Es de resaltar, que primero los estudiantes fraccionan las dos primeras pizzas de la

mesa 1 entre siete personas, confundiéndose con la situacion de la mesa 2. Seguidamente
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corrigen su error y fraccionan las otras en cinco partes, pero se les olvida corregir las pizzas

anteriores.

Los estudiantes se percatan que teniendo las representaciones pictoricas de las dos
situaciones, tenian que anexar en cada una de ellas a Maria, volver a fraccionar cada una de
las pizzas de tal manera que a cada persona le correspondiera la misma cantidad de pizzas.
Todo con la finalidad de determinar cuél de las dos mesas es la mas conveniente para
Maria. Para ello, los estudiantes inician con la situacion de la mesa 1, realizan otra
representacion igual a la anterior pero ahora con la condicién que Maria haya elegido esta

mesa. Dando evidencia que los estudiantes se mantiene en el nivel Image Having.

Figura 66. Segunda representacion pictorica de los estudiantes caso I, tarea 2, mesa 1, categoria 1.

Como expresan en el dialogo siguiente, para dividir cada una de las pizzas y
distribuirlas en las seis personas (incluyendo a Maria), los estudiantes empezaron a tantear.
Primero dividieron en mitades, obteniendo asi ocho porciones en total. Se fijan que les

sobran dos porciones.

E4: ¢Cuantas personas tiene la mesa 1?

E3: En la mesa 1 hay cuatro pizzas sin partir y cinco personas.

E3: Entonces una pizza la partimos en dos [se refiere a fraccionar cada pizza en 1/2].

E4: ¢cual?

E3: La que quieras, todas son lo mismo [se refiere que son del mismo tamafio].

E4: Entonces las partimos de dos en dos.

E3: Si.

E4: Entonces seria entre... [Se refiere en cuantas partes deben de fraccionar cada
pizza].

E3: ¢En tres no? [Se refiere a fraccionar cada pizza en tres partes].

Continuando con el tanteo, ahora los estudiantes proponen dividir cada pizza en tres
partes iguales. Pero al realizar la gréafica se confunden y no logran visualizar que

fraccionando las cuatro pizzas en tercios, saldrian doce porciones y como son seis personas
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con Maria en la mesa 1, a cada uno le tocaria exactamente 3 de las cuatro pizzas. Esto da

evidencia que los estudiantes presentan dificultad en algunos conceptos y procesos

matematicos que serian necesarios para realizar el reparto.

E3:

E3:

E3:

EA4:
E3:
EA4:
E3:
EA4:
E3:

¢Qué haces? [Lo expresa al observar que E4 empieza a fraccionar cada pizza en
cinco partes].

Yo lo segui, lo que hiciste primero. Son seis personas y a cada una les tiene que
tocar igual.

A ver son seis personas... ¢Cada pizza en cuanto la tenemos que dividir? En cinco
no.

Si, cinco porciones cada pizza.

Veinte, veinte porciones son las que tenemos aqui [como son cuatro pizzas].

¢Veinte porciones en total? ¢ Por qué?

Si en total, son veinte porciones, porque son cuatro pizzas.

Ok, si.

Y son seis personas... jah! Le tocan cuatro... pero van a faltar pizza [el estudiantes
realiza sus calculos mentalmente].

Como se observa, los estudiantes no logran abstraer informacion favorable al momento

de distribuir las porciones de pizza entre las seis personas de la mesa 1 en ninguno de los

casos particulares que realizaron. Por tanto, optan por relacionar las situaciones con otro

tipo de representacion. Lo que da evidencia de que los estudiantes realizaron un Folding

Back, y ahora se encuentran en el nivel Image Making. Es de resaltar, que los estudiantes en

cada uno de los casos particulares presentados, fraccionaron las pizzas sobre dicha

representacion, pero no se presentan, ya que fueron borradas por ellos mismos cada vez que

fraccionaban las pizzas.

E3:

E3:
EA4:

Figura 67. Tercera representacion pictorica de los estudiantes caso |1, tarea 2, mesa 1, categoria 1.

jAh! Ya yo sé que vamos a hacer [empieza a realizar otro tipo de representacion
pictérica (figura 65)].

¢Son seis personas no?

Si.
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E3:

E4:

EA4.
E3:

Esto va a esto, esto va a esto [realiza unos trazos uniendo los trozos de las pizzas
con las personas en la nueva representacion que realiza].

Ah si, este con este... [E4 ayuda a su compafiero a relacionar las pizzas con las
personas].

Nos queda una [se refieren a una porcién de pizza].

Debe ser la de Maria, entonces hay que partirlas en seis [se refiere a fraccionar
cada pizza en seis partes iguales].

Los estudiantes vuelven a construir una representacion pictérica de la situacion mesa 1

incluyendo a Maria. Lo que da evidencia que los estudiantes vuelven otra vez al nivel

Image Having. Hasta el momento los estudiantes habian presentado dificultad para abstraer

informacion de la imagen que creaban, se notaban confundidos en cada una de las

decisiones que tomaban. Ahora, con la nueva representacion logran establecer el reparto

equitativo de las porciones de pizzas para las seis personas. Teniendo como partida que

cada pizza la dividieron en el namero de personas, siguiendo su proceso tendrian un total de

veinticuatro porciones por tanto, a cada persona le corresponde cuatro porciones de las

. 4 .
pizzaso - de cada pizza.

EA4:
E3:
EA4:
E3:

EA4:
E3:
EA4.
E3:
EA4.

Ya terminamos [lo expresa al terminar de distribuir las pizzas].

¢Y cudl es la reflexion ahora?

Ya representamos graficamente, asi que ya respondimos esa pregunta.

Si, pero cuél va hacer la respuesta, para decir que cantidad de pizza le tocara a
persona.

Mmm...Ya se [lo expresa al terminar de leer nuevamente la pregunta].

¢ Qué?

Tres sextos le tocarian a cada persona.

¢ Tres sextos?

Si, porque mira, cada pizza la dividimos en seis partes.

Pero los estudiantes no lograron abstraer dicha informacion de manera correcta.

Afirman que cada persona de la mesa 1 incluyendo a Maria, le corresponde tres porciones

de pizza si estas mismas las fraccionan en seis partes ya que es el nimero de personas que

estarian en la mesa, expresandolo su respuesta con una representacion simbdlica, la

., 3
fraccion -

Figura 68. Abstracciones realizada por los estudiantes caso Il tarea 2, mesa 1, categoria 1.
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EA4:

Son tres sextos porque las pizzas se dividieron en seis partes y a cada uno le
tocaria tres porciones [siguiendo su razonamiento a cada persona le tocaria cuatro
porciones].

Después que los estudiantes realizaron su proceso de comprension en relacion a la

situacion de la mesa 1, optan por realizar el mismo proceso para la mesa 2. Realizan la

representacion pictdrica de seis pizzas y ocho personas (Image Having), pero primero

entran en confusion si son siete u ocho personas. Luego, empiezan a relacionar las pizzas

con las personas realizando trazos.

Figura 69. Representacion pictérica de los estudiantes caso |1, tarea 2, mesa 2, categoria 1.

Ahora, los estudiantes utilizan el mismo proceso para fraccionar las pizzas, pero siguen

presentando dificultad en el mismo y para abstraer informacién del proceso. Los

estudiantes no alcanzaron el nivel de Property Noticing ya que no construyeron

propiedades especificas sobre la imagen que crearon, que les permitiera realizar

generalizaciones.

E3:
EA4:
E3:
EA4.
E3:
EA4.
E3:
EA4:
E3:

E3:

E4:

Son ocho personas con Maria.

Mmm no, son siete.

¢Y Maria?

Ah si, son ocho personas [agregan una personas mas a su representacion].

¢Cada pizza cuanto trae? [Se refiere al nimero de porciones] ¢Cinco no?

Siete porciones.

No, siete es el nimero de personas.

Puede ser también cinco.

Son seis pizzas y todas estan sin partir, asi que nosotros podemos dividirlas como
mejor nos convenga.

¢No se parten en siete? [Lo expresa al terminar de leer la situacion de la mesa 2,
pero serian ocho incluyendo a Maria].

Es lo que te estoy diciendo.

A pesar, que los estudiantes del caso 2, tuvieron la decision de fraccionar las pizzas de

esta manera (segun el nimero de personas) siempre se les notaba confundido para realizar

dicho proceso. Por Gltimo, los estudiantes logran realizar sus abstracciones en relacion a su

imagen, concluyendo que a cada persona le corresponden tres porciones de pizza.
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Figura 70. Abstracciones realizadas por los estudiantes caso I, tarea 2, mesa 2, categoria 1.

E4: ¢Cuantas pizzas eran?

E3: Seis pizzas.

E3: Ah ya sé, debe de ser de manera equitativa para que a cada persona le corresponda
una porciones de cada pizza ¢(No?

E4: Si [realiza la expresion con su cabeza].

E4: Las partimos en ocho [lo expresa después de realizar el caso particular de dividir en
ocho porciones cada pizza].

E4: Ya, les toca de tres porciones a cada uno.

E3: Ok, contesta la pregunta.

E4: Son tres octavos, se van a repartir de tres porciones y son ocho personas.

Los estudiantes en la entrevista mencionaron que un dato que les ayud6 mucho, es que
el enunciado de la tarea, decia que las pizzas se encontraban sin partir (fraccionar) y por
tanto, ellos podian decidir en cuantas partes partirlas (fraccionar), por lo que decidieron
fraccionar segun el nimero de personas correspondiente a cada mesa. En comparacion con

los estudiantes del caso 1, que para dicha distribucidn utilizaron el proceso de la division.

E3: Lo que nos ayudé es que decia que todas las pizzas estaban sin partir, ésea que las
podiamos partir a nuestra conveniencia.

E4: Para saber cuantas porciones le tocaba a cada persona nos basamos en los
dibujos.

Luego de obtener la distribucion de las pizzas en relacién a las personas en ambas
mesas si Maria eligiera sentarse en alguna de ellas, los estudiantes debian de responder a la
siguiente pregunta ¢Cuél de las dos mesas le sugieren a Maria que elija para sentarse?
Deduciendo cual seria la mejor razon en dicho caso para Maria. Los estudiantes dan su
respuesta con base a las imagenes que crearon de ambas situaciones. Eligiendo la
representacion de la mesa 2, que mas le conviene a Maria para poder comer méas pizza. A
pesar de ser la respuesta correcta, los estudiantes realizaron mal las distribuciones de las

pizzas.

<N |G 2 friwe le®
= Ong 5/%] /e

Figura 71. Respuesta de los estudiantes caso Il antes de la entrevista, tarea 2, categoria 1.
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E4: Se le recomienda a Maria la mesa 2 porque alli comera mas pizza.

Durante la entrevista los estudiantes se confrontaron en la respuesta final que ya habian
dado, sugiriéndole a Maria mejor elegir la mesa 1 y no la 2 como habian concluido. Ya que,
en ambas mesas comerian la misma cantidad de pizza, puesto que a cada persona le tocaria
tres porciones y, como en la mesa 2 habian méas personas. Por lo tanto, comeria menos
pizzas si eligiera esa. Se evidencia que los estudiantes presentan dificultad para ordenar y

comparar fracciones, ya que durante el desarrollo de la tarea, habian seleccionado la mesa 2
., 3 3 . .
solo porque para ellos la fraccion 5 €ra mayor que —. Lo que da evidencia que los

estudiantes no han comprendido la idea de fraccion como razon y no lograron alcanzar el

nivel de Formalising.

En la siguiente figura se puede ver el proceso que han seguido los estudiantes hasta el

momento para la categoria 1 de la tarea 2 “eleccion de la mejor razon matematica”.

Ell IM: Image Making

IH: Image Hawing

InI

Figura 72. Estructura de conocimiento de los estudiantes para elegir la mejor razon, caso I, tarea 2.

4.2.2.2. Identificacion de la raz6n
Para el desarrollo de esta categoria de analisis, se requiere por parte de los estudiantes una
mayor comprension de la nocion de razon, mostrando igualmente un pensamiento

proporcional de mayor nivel, ya que el estudiante debe reconocer que si en la mesa 1 se
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agregan 2 pizzas se deben agregar 3 personas para mantener la misma proporcion inicial
que tenian (é) Lo mismo pasaria con la mesa 2, pero de manera contraria. Al llegar 4
personas mas a la mesa 2 se deberia agregar 3 pizzas méas para mantener el mismo reparto
que tenian anteriormente G) Para ello, los estudiantes deben de identificar la relacion que

presentan ambas razones matematicas. Para la mesa 1 se les presenta la siguiente situacion:

Supongan que Maria selecciond la mesa 1, en la cual agregan 2 pizzas a las 4
que ya tenian. Para mantener el mismo reparto que tenian anteriormente ¢Cuél
sera el nimero de personas que deberian agregarse? Expliquen su
razonamiento.

Los estudiantes empiezan a extraer informacion en relacién a la representacion
pictorica que habian realizado (Figura 67). Segun el modelo de Pirie y Kieren los
estudiantes empiezan a desarrollar este interrogante desde el nivel Image Having, donde
trabajan en la imagen que ya poseen.

E3: ¢Cuantas pizzas son?

E3: Cuatro mas dos serian seis pizzas y se tienen cinco personas, entonces seria una
persona mas la que se tiene que agregar, para que a cada quien le corresponda
una pizza ¢No? [No tienen presente que le enunciado indica que Maria eligio la
mesal].

E4: Si [E4 acepta lo expresado por E3 y solo escribe en la hoja de trabajo lo dicho por
E3].

Se evidencia, que los estudiantes no tuvieron presente la condicion inicial, que
deberian de mantener el mismo reparto que ya habian realizado. Por tanto, no identificaron
la razon matematica que se tiene de la relacion de pizzas por personas. Sino, que generan
sus conclusiones afirmando que solo se deberia de agregar una personas (no incluyendo a
Maria), ya que inicialmente son cinco personas y cuatro pizzas, al agregar dos pizzas solo
faltaria una persona para completar seis y asi cada una pueda obtener una pizza. Lo que da

evidencia que los estudiantes no alcanzan el nivel de Formalising.

Es de resaltar que durante la entrevista, los estudiantes colocan en duda su afirmacion
y manteniendo su proceso de abstraccion, se percatan que el enunciado de la tarea les
indica que supusieran que Maria habria selecciono la mesa 1. Por tanto, serian seis
personas las que se encuentran inicialmente y si se agregaron dos pizzas, se tendria que a

cada uno le corresponde una pizza. Pero la condicién es que mantengan el reparto ya
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realizado, y concluir cuantas personas se deben de agregar. Durante la entrevista borraron

la conclusion de agregar solo una persona, por agregar dos.

,Z;. ?C F=orndt as

Figura 73.Respuesta final de los estudiantes caso |1, tarea 2, mesa 1, categoria 2.

E4: Es que si se agrega una persona igual les tocara lo mismo.

E3: Para que le toque una pizza a cada persona estando Maria, se deben de agregar
son dos personas mas, no una.

E4: Entonces, se le agregarian dos personas se dividen las pizzas igual y les tocara lo
mismo.

Detallando el reparto que los estudiantes habian concluido, consiste en que a cada
, 3 . . - .
persona le tocaria < de pizza. Si se continGa con este reparto, al agregar dos pizzas en la

mesa 1, se puede deducir que por cada pizza que se fracciona en seis partes, comeran de
ella dos personas, lo que indica que al agregar dos pizzas, serian cuatro personas las que se
deben de agregar para mantener el reparto inicial al que los estudiantes habian
determinado. Por tanto, colocando en correlacion la nueva conclusion de los estudiantes, es

como si solo se hubiera agregado una pizza mas a la mesa y no dos como lo indica.

Ahora, con el caso de la mesa 2 para que los estudiantes identificaran la relacion entre

el nimero de pizzas y personas, se les presenta la siguiente situacion:

Si Maria eligio la mesa 2, llegaron 4 amigos mas y quieren comer la misma
cantidad de pizza que antes ¢ Cuantas pizzas méas deben comprar? Expliquen su
respuesta.

Los estudiantes empiezan a trabajar con la representacion que ya poseen, empiezan a
abstraer informacion sobre el nimero de pizzas que se deben de agregar. Procediendo de la
misma forma que lo hicieron con la mesa 1. Lo que da como evidencia que empiezan a
desarrollar el interrogante desde el nivel Imagen Having. Es de resaltar que los estudiantes
nuevamente, no logran identificar la relacion que existe entre el nimero de personas y la

cantidad de pizza.

E4: Si son cuatro amigos, deberan comprar una pizza mas.
E3: Veamos, hay seis pizzas y esta Maria.
E4: Es una pizza la que se debe de agregar, porque si llegaron cuatro amigos, les va a

tocar de una pizza a cada quien.
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E3: Mira, tiene siete personas la mesa 2 y hay seis pizzas, entonces con Maria serian
ocho personas y sus cuatro amigos [para un total de doce personas], por lo tanto
serian cinco pizzas las que se deben de comprar.

E4: No [realiza a expresion con su cabeza].

E3: Mira...

Los estudiantes se notan confundimos para determinar cuéntas pizzas se deben de
. ey f 3 ,
agregar en la mesa 2, con la condicion de mantener el mismo reparto de 5 que ya habian

determinado. El estudiante E3 presenta argumentos que estan acorde con la situacion de la
relacién de las pizzas y personas de la mesa 2, pero la estudiante E3 expresa que el
razonamiento que él realiza no es el adecuado. Se evidencia que los estudiantes se notaban
confundidos en cada uno de los procesos que realizaban, al igual que en la entrevista se les
dificultaba explicar el razonamiento que realizaron para concluir a cada una de las

preguntas de la tarea.

E4: Espera es asi mira, les va a tocar de tres porciones a cada quien [manteniendo el
mismo reparto realizado].

E3: Mira, si Maria eligié la mesa 2 y llegaron cuatro amigos mas [Lee nuevamente el
enunciado de la tarea] no dice que se sent6 en otra mesa.

E4: Por eso, se compran dos pizzas mas.

E3: Habian siete personas y con Maria serian ocho, mas cuatro que llegaron.

E4: Por eso se reparten las dos pizzas mas y les alcanzan.

E3: Ah, pero yo decia era para que le tocara una pizza a cada quien.

Posteriormente, los estudiantes se desprenden de la imagen que crearon, para realizar
sus conjeturas finales. Se evidencia que los estudiantes no avanzaron al nivel de
Formalising. Afirmando que si llegan cuatro personas mas a las ocho que se tienen

inicialmente (con Maria), se deben de agregar 2 pizzas a la mesa 2, para mantener el mismo

reparto inicial (2 de pizza).

Se puede deducir que el razonamiento que los estudiantes presentan es erréneo, ya que

al realizar el reparto agregando las dos pizzas que ellos mencionan, sobrarian tres pizzas
4 .. . . ,
grandes Y5 Puesto que inicialmente eran seis pizzas, al agregar las dos daria un total de

ocho pizzas y si se fraccionan en ocho partes como inicialmente lo realizaron los

estudiantes, para repartirlas esta vez entre doce personas (siete inicial mas las cuatro

. . e e . 3 .
personas que llegaron) y manteniendo la misma proporcion inicial que fue de 5 sobrarian
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pizzas. Lo que da evidencia que los estudiantes presentan dificultad para operar e

identificar razones matematicas.

Es de resaltar que durante la entrevista, los estudiantes colocan en duda su afirmacion y
vuelven a realizar la distribucion de las pizzas, llegando a la conclusion que ya no serian

dos pizzas mas sino cuatro para agregar. Realizando el proceso de distribucién acorde a la
-, 3 - 7 - -7
proporcion de 5 de pizza por persona, es nuevamente erroneo su formalizacion, lo que

permite deducir que los estudiantes del caso 2 presenta una comprension endeble del

concepto de fraccion como razén en casos complejos, como lo fue la tarea 2.

Hizzci ros

Figura 74. Respuesta final de los estudiantes caso 11, tarea 2, mesa 2, categoria 2.

E4: Serian cuatro pizzas, no serian dos como lo habiamos realizado.

En la siguiente figura se puede ver el proceso que siguieron los estudiantes para

identificar y determinar la relacion entre el nimero de pizzas y personas de lamesa 1y 2.

IM: Image Having

Figura 75.Estructura de conocimiento de los estudiantes para identificar la razon, caso Il, tarea 2.
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4.2.2.3. Estrategias de reparto

Esta Gltima categoria de analisis de la tarea 2, tiene como propdsito conocer las estrategias
de repartos que tienen los estudiantes, en situaciones complejas que contengan razones
matematicas, para ello se necesitaba un grado de comprension mayor para interpretar y

proceder a la resolucion de la situacion planteada a los estudiantes:

Si se quiere colocar 240 personas en mesas grandes (para 8 personas) y mesas
pequefias (para 6 personas) manteniendo una proporcion de 7 mesas grandes a
4 pequefas ¢ Cuantas mesas de cada tipo se necesitan?

Los estudiantes deben de determinar el nimero de personas que se deben de sentar en
cada una de las mesas (grandes y pequefias), manteniendo una proporcion de 7 mesas
grandes a 4 pequefas. Los estudiantes empiezan relacionando el enunciado con el proceso
de multiplicar las siete mesas grandes que les menciona la proporcién del enunciado, con el
namero diez, pero no dejan claramente el porqué del proceso o razonamiento. Esto da
evidencia que los estudiantes empiezan a trabajar en el desarrollo de la pregunta desde el

nivel Image Having, donde relacionan la situacién con una representacién mental de la

situacion.
E4: Se necesitan diez mesas grandes [la estudiante lo expresa al terminar de leer el
enunciado sin hacer ningun tipo de argumento].
E4: Ya terminamos ¢no? [Mientras E3 volvia a leer el enunciado de la tarea].
E3: A ver [revisa la respuesta de E4].
E4: Se necesitan diez mesas.
E3: Pero no sé... No [se nota en desacuerdo con la respuesta de E4].
E4: Mmm... Ya sé, seria siete por diez, setenta...

Se evidencia que los estudiantes no lograron interpretar ni proceder para desarrollar la
pregunta, se notaron distraidos y confundidos. La deduccion que realizd E4, no presenta
argumentos algunos. Durante la entrevista mencionaron que no entendieron que tenian que
realizar y lograron explicar por qué realizaron la multiplicacién de siete por diez. Esto da
evidencia que los estudiantes no presentan una buena comprension del concepto de fraccién
como razén, cuando se les presentan situaciones complejas, como fue la presentada en esta

ultima pregunta.
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E3:
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Jrondges

Figura 76. Respuesta final de los estudiantes caso 11, tarea 2, categoria 3.

Mira tenemos que ubicar 240 personas en mesas grandes y pequefias.

Son ocho personas entonces se multiplica por diez.

Pero son doscientas cuarenta personas, tienes que buscar un nimero que
multiplicado por ocho te de 240.

Ya déjala asi [se necesitan diez mesas grandes].

Finalmente, los estudiantes desisten con el desarrollo de la pregunta y expresan que se

necesitan diez mesas grandes para acomodar a 240 personas. Esto da evidencia que los

estudiantes no alcanzaron el nivel de Formalising. Si se toma como resultado del

interrogante la afirmacion dada por los estudiantes de diez mesas, serian un total de 70

personas las que ocuparian las mesas grandes, pero sin mantener la proporcion suministrada

por el enunciado.

En la siguiente figura se ilustra el proceso seguido por los estudiantes del caso 2 para

determinar estrategias de repartos en situaciones que contemplen razones matematicas.

IM: Image Having

Figura 77. Estructura de conocimiento de los estudiantes utilizando estrategias de reparto, caso |1, tarea 2.
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4.3. Resultados del estudio de caso

La caracteristica (rendimiento académico) de cada uno de los dos casos analizados,
permitio realizar una comparacion en el proceso utilizado por los estudiantes, con relacion a
sus estructuras de conocimiento cuando resolvieron las dos tareas en torno al concepto de
fraccion como razon. Se presentan los resultados del proceso de comprensién de acuerdo a
las categorias de andlisis de cada tarea, empezando con la tarea 1. Primero, se presentan los
resultados de cada caso y por ultimo, se presentan resultados particulares por cada

categoria.

Para la tarea 1 en la categoria de eleccion de la mejor razén, el proceso de
comprension que evidencio el caso 1 con relacién a las caracteristicas y niveles de accion
del modelo tedrico de Pirie y Kieren (1994) fue: Image Making, Image Having, Property
Noticing, Folding Back, Image Having y Property Noticing. Lo que permite identificar que
estos estudiantes, no lograron elegir la mejor raz6n matematica, ya que no identificaron la
unidad de partida de ambas situaciones (unidad de medida kilo), esta dificultad ya ha sido

reportada en la literatura (Fandifio, 2009).

En el nivel Image Having, primeramente los estudiantes utilizaron una representacion
simbdlica (fraccién) para representar las situaciones, y en el segundo una representacion
pictorica. En la primera representacion, los estudiantes presentaron dificultad en relacionar
cuél seria el numerador y denominador correspondiente a la relacion cantidad de naranjas y
precio del kilo. En la segunda representacion, los estudiantes lograron relacionar sus
abstracciones obtenidas en el nivel Property Noticing, este resultado da evidencia que la
comprension no es un proceso lineal (Pirie y Kieren, 1994), ya que los estudiantes
realizaron un Folding Back, para la nueva imagen que crearon, relacionandola con los
resultados del proceso de division que habian utilizado en el nivel Property Noticing. Los
estudiantes no alcanzaron el nivel Formalising para elegir la mejor razon, lo que quiere
decir que en el proceso de comprensién, no lograron trabajar con el concepto de fraccion
como un objeto formal, solamente hicieron referencia a acciones de la imagen particular

que crearon de las situaciones (Pirie y Kieren, 1994).

Ahora, el proceso de comprension de los estudiantes del caso 2 para esta misma

categoria de la tarea 1, fue parecido al del caso 1 en relacion al modelo de Pirie y Kieren,

110



lo que los diferencia, fue la manera de empezar a resolver la tarea y que los estudiantes del
caso 2 presentaron mayor dificultad en sus estrategias de resolucién, esta Gltima tal vez se
deba a su caracteristica de bajo rendimiento académico. Al igual que los estudiantes del
caso 1, los estudiantes del caso 2 no lograron elegir la mejor razon matematica, ya que no
identificaron la unidad de partida de ambas situaciones (unidad de medida kilo) y ademas
presentaron dificultad para realizar operaciones con fracciones, ambas dificultades ya han
sido reportadas en la literatura (Fandifio, 2009; Butto, 2013). El proceso de comprension

fue: Image Having, Property Noticing, Folding Back, Image Having y Property Noticing.

Los estudiantes empezaron resolviendo la tarea en el nivel Image Having, en esta
primera aparicion del nivel, los estudiantes crearon tres imagenes de las situaciones y en
todas presentaron dificultad para representarlas. En la primera representacion, relacionaron
los datos con una tabla de dos columnas (datos y operacién) abandonaron esta imagen y
seguidamente crearon una representacion grafica cartesiana, la cual no lograron terminarla
porgue no sabian ubicar las coordenada en relacion a los datos de las situaciones. Este tipo
de gréfica usada por los estudiantes para representar las razones, usualmente son utilizadas
para establecer una relacion matematica en funciones y ecuaciones de geometria analitica.
Seria importante estudiar como este tipo de representacion ayudaria al estudiante a
establecer la relaciébn de las magnitudes en las razones matematicas. La tercera
representacion fue la simbdlica (fraccion), al igual que el caso 1, los estudiantes
presentaron dificultad para identificar cual seria el numerador y denominador

correspondiente a la relacion cantidad de naranjas y precio del kilo.

En el nivel Property Noticing los estudiantes utilizaron como estrategia de comparacion
de razones el proceso de division, en la cual presentaron dificultad para realizar un division
sencilla (10 entre 9 y 8 entre 7), lo que da evidencia que los estudiantes tienen dificultad en
las operaciones bésicas (division) con los nimeros enteros, particularmente los estudiantes
del caso 2, quienes Unicamente realizaron el proceso con un solo cociente, esta dificultad se
puede observar en la figura 56. Al igual que los estudiantes del caso 1, los estudiantes del
caso 2 realizaron un Folding Back para crear una nueva imagen de las situaciones y
lograron establecer conexiones con las abstracciones realizadas en el nivel Property

Noticing (Pirie y Kieren, 1994). Finalmente, los estudiantes tampoco alcanzaron el nivel
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Formalising, manteniéndose en el nivel Property Noticing, en donde utilizaron y
combinaron aspectos de las imagenes mentales que ya poseen de las situaciones, para
construir propiedades especificas del concepto, pero sin desvincularse de la imagen (Pirie y
Kieren, 1994).

Como resultados particulares de esta primera categoria de la tarea 1 eleccion de la
mejor razon se tiene que los estudiantes de ambos casos en estudio no presentaron
comprension para elegir la mejor razon matematica en situaciones de comparacion de
razones en casos simples, ya que en relacion al modelo teérico de Pirie y Kieren (1994) los
estudiantes no alcanzaron el nivel Formalising en esta categoria de analisis. En
correspondencia con el programa de estudio para el grado escolar sexto de primaria (SEP,
2011), los estudiantes abordaron el contenido matematico que hace referencia a comparar
razones matematicas en casos simples, lo que se evidencia con los resultados es que los
estudiantes no lograron adquirir aprendizaje en este contenido. Por otra parte, las gréaficas
mas usadas por los estudiantes para representar las razones matematicas en esta categoria,
fueron las representaciones simbdlicas (fraccion) y pictoricas. Por Gltimo, la estrategia de

comparacion para poder elegir la mejor razon matematica fue la division.

En la segunda categoria comparacion de razones de la tarea 1, los estudiantes del caso
1 lograron hablar del concepto de fraccion como un objeto formal, puesto que compararon
las dos razones matematicas para elegir la mejor. Presentaron el siguiente proceso de
comprension al resolver la tarea: Primitive Knowing, Property Noticing, Folding Back,

Image Having, Property Noticing y Formalising.

Los estudiantes empezaron a resolver la tarea desde el nivel Primitive Knowing, ya que
utilizaron sus conocimientos adquiridos para calcular el porcentaje de una cantidad
numérica. Este proceso lo realizaron de manera correcta y lograron obtener el descuento
que se les solicitaba, para poder comparar las dos razones y escoger la mejor segin las
situaciones de la tarea. Esto da evidencia de las conexiones que tienen las interpretaciones
asociadas del concepto de fraccion, como fue el caso de la interpretacion porcentaje y razon

gue se manifiestan en la tarea 1.
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Se evidencié que durante el proceso de comprension, los estudiantes realizaron un
Folding Back, para avanzar en su proceso. Realizaron una representacion simbodlica
(fraccion) de la nueva situacion. Nuevamente se destaca que los estudiantes relacionan més
el concepto con este tipo de representacion. Posteriormente, los estudiantes lograron
trabajar sobre la imagen que poseen, utilizaron como estrategia de comparacion la division.
Este tipo de estrategia también fue utilizada por los estudiantes en la categoria anterior, tal
vez se les facilite utilizarla, puesto que en relacion al programa de estudio (SEP, 2011) los
estudiantes también deberian conocer y utilizar la estrategia de comparacion: igualar
algunos de los términos de la fraccion, para determinar cual seria la fraccion mayor y
menor. Por ultimo, los estudiantes lograron formalizar su comprension en relacion a esta

categoria de analisis de la tarea 1.

Mientras que los estudiantes del caso 2, no lograron formalizar su comprension en esta
categoria, puesto que manifestaron dificultad en el proceso matematico que utilizaron
(célculo de porcentaje) y no evidenciaron estrategia de comparacion alguna. Por tanto, no
eligieron la mejor razon matematica, expresando que en ambas situaciones de la tarea era
conveniente comprar el kilo de naranjas. El proceso de comprension fue: Primitive
Knowing y Property Noticing. La dificultad para calcular el porcentaje, no deberia estar
presente en los estudiantes de sexto grado, ya que la temaética es abordada en el grado
anterior y menciona el programa de estudio (SEP, 2011) que los estudiantes al culminar

esta fase de su educacién (primaria) deberan calcular porcentajes en casos sencillos.

Como resultados particulares de esta segunda categoria de la tarea 2 comparaciones de
razones matematicas se tiene que solo los estudiantes del caso 1 lograron formalizar su
proceso de comprension. En relacion al modelo tedrico de Pirie y Kieren (1994) los
estudiantes alcanzaron el nivel Formalising. En cambio los estudiantes del caso 2, solo
trabajaron con la imagen mental que crearon de la situacion y no lograron plasmarla con
otro tipo de representacion, para avanzar en su proceso de comprension. Los estudiantes del
caso 1, realizaron una representacién simbdlica (fraccion) de la nueva situacion que
obtuvieron del proceso utilizado (calculo de porcentaje), mientras que los estudiantes del

caso 2, no lograron realizar correctamente el proceso para calcular el porcentaje.
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Para la tarea 2 en la primera categoria de analisis eleccion de la mejor razén, los
estudiantes del caso 1 no presentaron comprension para determinar correctamente, cuél de
las dos situaciones seria conveniente para que Maria comiera mas cantidad de pizza. El
proceso de comprensién en relacion al modelo tedrico de Pirie y Kieren (1994) fue: Image
Making, Image Having, Property Noticing, Folding Back, Image Having y Property
Noticing.

Empezaron a resolverlo desde el nivel Image Making, en donde relacionaron a cada
situacion de las mesas con alguna representacion (simbdlica o pictérica), inmediatamente
avanzaron al nivel Image Having, y la primera representacion que hicieron fue pictorica
(rectangulos que simulaban las mesas, encima de ellas, circunferencias que hacian las veces
de las pizzas y alrededor de los rectangulos siluetas de personas) y la segunda
manteniéndose en el mismo nivel fue una representacion simbdlica (fraccion). Ya cuando
los estudiantes concretaron su imagen (fraccién), utilizaron la division para fraccionar cada
una de las pizzas y obtener repartos equitativos de las mismas. Este proceso lo realizaron de
manera correcta para la mesa 1, presentaron dificultad para realizar el reparto equitativo de

la mesa 2.

Se evidencia que los estudiantes presentaron un Folding Back, en el cual realizaron otra
representacion de las mesas, pero esta vez solo fue pictdrica y relacionaron sus
abstracciones del proceso de division. Lo que ponde de manifiesto que cuando los
estudiantes construyen su conocimiento, no lo hacen de manera lineal, sino dinamico (Pirie
y Kieren, 1994). Por ultimo, los estudiantes vuelven a utilizar la division, pero esta vez para
distribuir la totalidad de porciones, no logran la comprensién puesto que el reparto en la

mesa 2 no fue equitativo, sobrandole dos porciones de las seis pizza que fraccionaron cada

1
unaen -.
7

El proceso de comprension de los estudiantes del caso 2 para esta misma categoria de
andlisis de la tarea 2 fue: Image Having, Image Making, Folding Back e Image Having.
Estos estudiantes tampoco presentaron comprension para elegir correctamente la mejor

razon matematica. No lograron desprenderse de la imagen (representacion pictorica) que
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crearon, ni utilizaron algin proceso matematico que les permitiera abstraer informacion

para hablar de alguna propiedad especifica del concepto.

Crearon tres representaciones pictoricas de las situaciones. La primera, la abandonaron
por que no lograron realizar un reparto equitativo de las pizzas después de tanto intentos
por tanteo. En la segunda representacion lograron establecer el reparto pero no de manera
correcta, por tanto obtuvieron informacidn incorrecta de la misma. Por ultimo expresan su
respuesta con una representacion simbolica (fraccion). Lo que da evidencia que estos
estudiantes presentan mayor dificultad que los estudiantes del caso 1, ya que ellos por lo

menos alcanzaron llegar al nivel Property Noticing en relacion al modelo tedrico.

Como resultados particulares de esta primera categoria de la tarea 2 eleccion de la
mejor razon se tiene que los estudiantes de ambos casos en estudio, no presentaron
comprension para elegir la mejor razon matematica en situaciones de reparto equitativo.
Las representaciones que utilizaron en esta categoria fueron la pictérica y la simbolica
(fraccion). Los estudiantes del caso 1 como estrategia de comparacion utilizaron la division,
mientras que los del caso 2, no lograron utilizar estrategia matematica alguna, solo se
quedaron en la construccion de la imagen y trataron abstraer informacion de la misma. Esto
da evidencia de la falta de comprension que tienen los estudiantes de ambos caso, ya que
presentaron dificultad para realizar un reparto equitativo de las situaciones de la tarea,
como fue fraccionar pizzas. Es de suma importancia buscar solucion a tal dificultad que los
estudiantes de sexto grado manifiestan, puesto que se evidencia la falta de comprension
conceptual que tiene del concepto de fraccién, por tanto, no tienen unas bases sélidas que

les permita un entendimiento de otros temas en grados posteriores.

En la categoria de andlisis identificacion de la razon, los estudiantes del caso 1
presentaron comprension para identificar las razones matematicas de las situaciones. Lo
que significa segun el modelo de Pirie y Kieren (1994) que para identificar la razén
matematica, asociaron y crearon una imagen de la situacion para luego trabajar en la misma
y formalizar su conocimiento. El proceso de comprension fue: Image Having, Property

Noticing y Formalising.
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Empiezan resolviendo la tarea desde el nivel Image Having, en donde realizaron
representaciones pictoricas de las situaciones, luego trabajan sobre ellas, utilizando la
division para comprobar sus abstracciones realizadas. Por altimo, lograron formalizar su
proceso y expresaron las dos razones matematicas: en la mesa 1 por cada 2 pizzas comen 3

personas y en la mesa 2 por 4 personas se necesitan 3 pizzas.

Mientras que los estudiantes del caso 2, no lograron formalizar su comprension para
identificar las razones matemaéticas de las situaciones de la tarea 2, solo alcanzaron el nivel
de Image Having, creando una imagen mental de las situaciones que se les propuso en la
tarea, de las cuales trataron de abstraer informacién que les ayudara a dar solucion al
interrogante que se les plante6. Por lo que se puede interpretar que, para poder trabajar
sobre las imagenes que poseemos o0 creamos del concepto, es necesario asociarlas con algun
tipo de representacion. Para luego abstraer informacion que permita formalizar el concepto
y verlo como un objeto formal, este proceso no siempre se debe de presentar de manera
lineal (Pirie y Kieren, 1994).

Como resultados particulares de esta segunda categoria de la tarea 2, identificacion de
la razon se tiene que los estudiantes del caso 1 presentaron comprension, mientras que los
del caso 2 no lograron. La representacion que utilizaron los del caso 1 en esta categoria fue
la pictdrica y los del caso 2, solo realizaron representaciones mentales de las situaciones de
la tarea, no logrando plasmarlas en otro tipo de representacién. Se nota la falta de
comprension conceptual de la temética que nuevamente evidencian los estudiantes del caso
2. Se debe de atender a las dificultades que manifestaron estos estudiantes con bajo
rendimiento académico, para lograr fortalecer su proceso de comprension y puedan

formalizar su conocimiento, en relacién a la identificacion de las razones matematicas.

En la tercera y Gltima categoria de analisis de la tarea 2 estrategias de reparto ambos
casos en estudio no presentaron comprension para realizar repartos que involucren
mantener una proporcion inicial. Lo que da evidencia que los estudiantes no conectan las
interpretaciones del concepto de fraccion, como lo solicitaba la situacion de la tarea. El
proceso de comprension de los estudiantes del caso 1 fue: Image Having y Property
Noticing. Mientras que los estudiantes del caso 2, nuevamente solo se quedaron en una

representacion mental de la situacion (Imagen Having). Ambos casos crearon imagenes
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mentales de las situaciones y los estudiantes del caso 1, lograron trabajar en ella, utilizando
la division pero no tuvieron presente la proporcion de 7 mesas grandes a 4 pequefias, dato

que requeria la tarea para su solucion.

Tanto por lo observado como lo expresado por los estudiantes, fue la tarea 2 la que les
caus6 mayor dificultad a la hora de resolver. Lo que da evidencia que los estudiantes
presentan mayor dificultad para resolver tareas que aludan al concepto de fraccion como
razon en situaciones complejas para elegir la mejor razon, identificar la razon matematica,
utilizar estrategias de comparacion y reparto. Los estudiantes del caso 2, presentaron mayor
dificultad que los del caso 1. Puesto que, muchos de sus procesos matematicos utilizados

fueron incorrectos en relacién a los del caso 1.

Es de resaltar que los estudiantes del caso 1, lograron formalizar su comprensién por lo
menos, en una de las categorias de andlisis de las tareas 1 y 2, comparacién de razones e
identificacion de la razon, respectivamente. En comparacion como los estudiantes del caso
2, que en ninguna de las categorias de andlisis de ambas tareas, lograron formalizar su
proceso de comprensién. Esto se debe tal vez, a la caracteristica que los estudiantes del
caso 2 presentan (bajo rendimiento académico) y ademas que los estudiantes ain no han
adquirido una comprension conceptual de la tematica (reparto equitativo, unidad de partida)
y de otros proceso matematicos que presentaron dificultad, como por ejemplo, calculo de

porcentaje y la division.

Como se evidencia en las estructuras de conocimiento, que se obtuvieron en el analisis
de cada una de las tareas. Ambos casos estudiados, se les dificultd alcanzar el nivel
Formalising. Lo que permite expresar que los estudiantes no lograron formalizar el
concepto de fraccion como razon al resolver las tareas. Se esperaba que los estudiantes
lograran alcanzar este nivel del modelo, ya que habian terminado de cursar la tematica en el
salon de clase. Ademas, para el grado escolar en el que ellos se encuentran (sexto de
primaria) el nivel de Formalising esta acorde a sus exigencias curriculares. Puesto que, los
niveles superiores del modelo tedrico, requieren un mayor grado de comprension de los

conceptos matematicos que se trabajan.
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La descripcion de las estructuras de conocimientos de los estudiantes en relacion al
concepto de fraccion como razon, deja precisar las dificultades que presentan dichos
estudiantes a la hora de enfrentarse a tareas relacionadas con el objeto matematico en
estudio. En relacion a las dificultades que reporta la literatura, se puede observar que los
estudiantes aun presentan dificultad para identificar la unidad de partida de una fraccion;
dificultad en la gestion del adjetivo igual; dificultad para representar las fracciones;
dificultad para ordenar y comparar fracciones; y dificultad para realizar operaciones
aritméticas con fracciones. Estas dificultades fueron descritas en el capitulo 1 de la
investigacion. Se esta de acuerdo con Fazio y Siegler (2011) que las dificultades que
usualmente presentan los estudiantes cuando trabajan el concepto de fraccidn, son

derivadas de una falta de comprension conceptual del mismo.

Otro obstaculo que presentaron los dos casos estudiados, es que los estudiantes se les
dificultad relacionar e interpretar los datos en relacion a las preguntas que se les plantean en
las tareas. Se evidencia que los estudiantes tienen problemas de comprension lectora,
problema que la literatura ya ha reportado en relacion a otros tépicos matematicos u otros
campos de la educacion. Los resultados de México en la evaluacion 2015 de PISA (OCDE,
2016) dan a conocer que el rendimiento de los estudiantes en lectura esta por debajo del
promedio de la OCDE.

La Unica estrategia de comparacion utilizada por los estudiantes es la operacion
aritmética de division, siendo insuficiente a la hora de colocar en correlacion las otras
estrategias de comparacion que se evidencian en el programa de estudio (SEP, 2011) y
libros de textos edicién para el maestro (Rosales et al., 2015), como es la de igualar un
término (numerador o denominador) en las dos razones. Tal vez, esto se deba por ser una
estrategia de comparacion mas préactica para los estudiantes, o tal vez sea el resultado de su
proceso de aprendizaje en la escuela, que solo se limitaron a impartirles la estrategia de

comparacion (operacion de division) evidente en los dos casos en estudio.

Las representaciones mas usadas por los estudiantes cuando trabajaron el concepto de
fraccion como razon al resolver las tareas fueron: la representacion simbdlica, con la
notacion de fraccion; y la representacion pictorica, con la notacién de figuras estandar

(circulos, rectangulos). Siendo la representacion simbdlica en la que presentaron mayor
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dificultad. Puesto que, presentaron errores para identificar el valor del numerador y

denominador en relacién a las variables de las situaciones de la tarea, por ejemplo, cuando
. . . -, 10 8
representaron las situaciones de la tarea 1, determinaron la fraccion 5 Y donde el

numerador representa el valor del kilo de naranja y el denominador la cantidad de naranjas
por kilo, ya que no identificaron la unidad de medida kilo y solo querian conocer el valor

unitario de las naranjas.

Otros tipos de representaciones, fueron las utilizadas por los estudiantes del caso 2. La
representacion grafica cartesiana y tabular. En ambas los estudiantes presentaron
dificultades y no lograron concretar su construccion (fueron descritas parrafos anteriores en
la pagina 111). De este modo, se manifiesta que se debe de apoyar a los estudiantes a
fortalecer estos tipos de representaciones, particularmente la representacion tabular, la cual
permite que los estudiantes visualicen la relacion binaria entre magnitudes, lo que
permitiria una mejor comprension del concepto de fraccién (Hernandez, Lopez, y Quintero,
2013). Dentro de las representaciones pictoricas de las fracciones se encuentra la recta
numérica, representacion que no fue utilizada por los estudiantes, pero segun
investigaciones (Cramer et al., 2018) también favorecen la comprension del concepto de

fraccion como razon.

Los estudiantes de sexto grado de la educacion basica (primaria) en México que
participaron en el estudio, presentaron una baja comprension del concepto de fraccion
como razon, ya que no lograron formalizar el concepto como un objeto formal en todas las
categorias de analisis de ambas tareas, sino que solo lograron combinar aspectos de las
imagenes mentales que ya poseen, tratando de generalizarlas, pero de manera errénea, ya
que los procesos de resolucion utilizados en las tareas no fueron correctos, esta
problematica se reflej6 mas en los estudiantes del caso 2. Lo que pone de manifiesto, el
resultado obtenido con el estudio realizado con el método Delphi (Landeta, 2002), que una
de las interpretaciones del concepto de fraccion donde los estudiantes presentan mayor

dificultad para aprender es la fraccion como razon.

Si se atienden a cada una de las falencias presentadas parrafos anteriores, se puede

lograr que los estudiantes alcancen una buena comprension de la tematica, puesto que con
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relacion al modelo tedrico de Pirie y Kieren, ambos casos en estudio proceden a resolver
tareas con situaciones simples, relacionando el objeto matemético con algin tipo de
representacion, luego crean una imagen del mismo y trabajan sobre ella, utilizando
procesos matematicos de donde abstraen informacion para dejar de hablar de la imagen que
se crean. Pero, ya en situaciones complejas del concepto de fraccion como razon, como lo
fue la tarea 2 en su segunda y tercera categoria de analisis, los estudiantes presentaron una
comprension endeble y mayor dificultad para proceder a resolver este tipo de tareas.
Particularmente los estudiantes del caso 2 en estudio, los cuales como ya se ha mencionado

presentaban bajo rendimiento académico.

Por tanto, es pertinente seguir realizando estudios sobre la comprension del concepto de
fraccion como razdn y buscar solucion a la baja comprension que los estudiantes presentan.
Sin duda alguna, para mejorar la comprension de este concepto, se debe de trabajar en esas
dificultades basicas, no solo limitarse a la manipulacién algebraica, sino también, priorizar

la comprension conceptual en sus distintas interpretaciones.
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Capitulo 5

Conclusiones y Aportes de
la Investigacion




Capitulo 5. Conclusiones y aportes de la investigacion

Este ultimo capitulo, presenta las conclusiones que se lograron inferir en relacién a la
investigacion realizada, se inicia con la recapitulacion de la pregunta de investigacion que
surgié como una necesidad educativa; seguidamente se presenta lo obtenido respecto del
objetivo general y de cada uno de los especificos que fueron pilar importante en la
trayectoria de todo el proyecto investigativo. También, se presentan resultados relativos a la
metodologia implementada asi como algunas contribuciones que se lograron inferir del
estudio, sobre la comprension del concepto de fraccion como razén. Seguidamente, se
sefialan algunas limitaciones y algunos aportes referentes al campo de la Educacion

Matematica.

5.1. Recapitulacion de la pregunta de investigacion

En el primer capitulo se expuso la problemética que se abordd en este trabajo de
investigacion, y que dio lugar a la interrogante ¢Cuél es el proceso de comprension de los
estudiantes de sexto grado de educacion primaria cuando resuelven tareas relacionadas

con el concepto de fraccién como razén?

Con el propdsito de responder a dicha pregunta, el objetivo trazado en el segundo
capitulo que orientd tedrica y metodoldgicamente el desarrollo de la investigacion fue:
analizar el proceso de comprensién de los estudiantes de sexto grado de educacién béasica

(primaria), cuando resuelven tareas sobre el concepto de fraccion como razon.

Atendiendo a la pregunta de investigacion junto con el objetivo trazado, se crearon
objetivos especificos, los cuales permitieron orientar el proyecto de investigacion y en
conjunto efectuaron las orientaciones para el desarrollo del proceso investigativo. Los

objetivos especificos fueron:

» Conocer cudles son las interpretaciones asociadas al concepto de fraccion de mayor
dificultad en el aprendizaje de los estudiantes de la educacion basica (primaria).

» ldentificar las dificultades que manifiestan los estudiantes de la educacion bésica
(primaria) cuando resuelven tareas que aluden al concepto de fraccion como razon.
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» Analizar, por medio del modelo propuesto por Pirie y Kieren, el proceso que siguen
cuatro estudiantes de sexto grado de educacién bésica (primaria), cuando resuelven
dos tareas que aluden al concepto de fraccion como razon.

La presente investigacién ha proporcionado algunos hallazgos concretos en lo que
respecta al primer objetivo especifico. Como es sabido, el concepto de fraccion presenta
diferentes interpretaciones asociadas (Fandifio, 2009), por eso para fijar ideas, se decidio
indagar en aquella que presentara mayor dificultad para los estudiantes, de acuerdo a
docentes mexicanos de educacion primaria. Por tanto, se utiliz6 el método Delphi de
Landeta (2002), para obtener una opinién fidedigna de un grupo de docentes en servicio. Se
obtuvo como resultado del estudio, que las interpretaciones de la fraccion como namero
racional, la fracciébn como razon y la fraccion como indicador de una cantidad (decimal),
segun los docentes encuestados, son las que los estudiantes de primaria encuentran mayor
dificultad. La justificacion del porqué solo se considerd la fracciébn como razon objeto

matematico de estudio, se presento en el apartado 3.2.5 de la seccion de metodologia.

Una vez delimitada la interpretacion asociada al concepto de fraccién a estudiar, se
procedio con el redisefio de dos tareas matematicas escolares que aludieran al concepto de
fraccion como razon. El objetivo de las mismas, no era adaptar tareas de otras
investigaciones para favorecer el aprendizaje de los estudiantes, sino para analizar el
proceso de comprension de los estudiantes cuando resuelven tareas que aludan al concepto
de fracciébn como razon. Las tareas que se redisefiaron fueron desafiantes para los
estudiantes, para tener resultados apropiados de la manera como proceden a resolverlas
(Pirie y Kieren, 1994). Para inferir en esta caracteristica de las tareas, en el redisefio se tuvo
presente las categorias de PISA (OCDE, 2006) y las dificultades que han reportado la
literatura en relacion a las que manifiestan los estudiantes, cuando resuelven tareas sobre el

concepto de fraccion.

Con la investigacion, se evidenciaron dificultades especificas que tienen los estudiantes
de primaria, cuando resuelven tareas que aluden al concepto de fraccion como razon.
Algunas de ellas son, dificultad de comprension lectora; dificultad para identificar la unidad
de partida de una fraccion; dificultad en la gestion del adjetivo igual; dificultad para

representar las fracciones; dificultad para realizar repartos equitativos; dificultad para
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ordenar y comparar fracciones; dificultad para realizar operaciones aritméticas con
fracciones vy; dificultad para identificar y trabajar con razones matematicas. Muchas de
estas dificultades, ya fueron recopiladas y reportadas de manera general para el concepto de
fraccion (Fandifio, 2009; Butto, 2013; Gabriel et al., 2013). Pero hoy dia, los estudiantes
siguen manifestandolas particularmente las mencionadas cuando trabajan con el concepto
de fraccion como razén. Lo que permite establecer que la falta de comprension conceptual
del tema de fraccion causa en los estudiantes dificultades a la hora de trabajar con la

tematica.

El dltimo objetivo especifico ayuda a dar respuesta puntal a la pregunta de
investigacion. Por tanto, el proceso de comprension de los estudiantes varia con algunas
caracteristicas, como el rendimiento académico de los estudiantes, el tipo de tarea y la
manera de resolverlas (individuales o colectivas). En el presente estudio, ambos casos no
presentaron una comprension del concepto de fraccion como razon, especialmente en
situaciones complejas, como lo fue la tarea 2 en su totalidad (3 categorias de analisis).
Muchas investigaciones habian mencionado la falta de comprension de los estudiantes de
primaria sobre el concepto de fraccion (Cortina y Cardoso, 2009; Petit, Laird, y Marsden,
2010; Garcia y Cabafias-Sanchez, 2013), pero con esta investigacion se particularizé en una
de sus interpretaciones: fraccion como razén, y ademas deja evidencia de las principales

dificultades que son consecuencia de la falta de comprension conceptual de la tematica.

Con los resultados obtenidos se puede inferir que los estudiantes de sexto grado de
educacién primaria en México de ambos caso de estudio, presentan un proceso de
comprension endeble cuando resuelven tareas relacionadas con el concepto de fraccion
como razén, ya que: los estudiantes al resolver las tareas, algunas veces primero asocian el
concepto de fraccion como razon con una imagen (IM) o inmediatamente la crean y
representan (IH). Las representaciones claves en su proceso de comprension fueron la
pictorica y simbolica, en donde presentan errores para establecerlas. Siendo la
representacion simbolica (fraccion) con la que primero relacionan las situaciones de las

tareas.

En situaciones simples (tarea 1), a los estudiantes se les facilité trabajar en la imagen

gue poseen (PN), por ejemplo, usan el algoritmo de la divisidn para comparar razones
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matematicas, proceso en el que los estudiantes del caso 2 presentaron errores. En
situaciones complejas (tarea 2) los estudiantes del caso 2 se les dificulté trabajar en la
Imagen que poseen de las situaciones de la tarea. Los estudiantes del caso 1 abstraen
informacién del proceso que utilizaron al momento de trabajar en la imagen (PN), pero
muchas veces sus abstracciones fueron erroneas. Por ultimo, ambos casos en estudio no
lograron desvincularse de la imagen que crearon para tratar el concepto de fraccién como
razon como un objeto formal (F). En relacion al modelo tedrico los estudiantes para llegar a

comprender el concepto, deberian por lo menos haber alcanzado el nivel de Formalising.

Las diferencias mas notables en el proceso de comprension de los estudiantes del caso
1 y los estudiantes del caso 2, fueron las dificultades que los estudiantes del caso 2
presentaron, por ejemplo, realizar repartos equitativos, realizar correctamente la operacion
de division, calcular correctamente el porcentaje, entre otras. Lo que podria explicar las
diferencias en el proceso de comprension entre los casos, seria que los estudiantes del caso
2, aun se encuentra en el proceso de lograr primeramente una comprension conceptual del
concepto de fraccién y de algunos otros procesos matematicos, puesto que sus antecedentes
académicos lo reflejan.

El proceso de comprension de los estudiantes, se puede evidenciar de manera mas
precisa y particular en el apartado 4.3 (resultados del estudio de caso). Es de aclarar que
este proceso, no siempre se presentd de manera lineal como se describid en los parrafos
anteriores (del nivel inferior a nivel superior del modelo teorico), sino que fue una
construccion iterativa del proceso, lo que implic6 una o mas vueltas hacia atras para
avanzar a un nivel superior, esto les permitié reexaminar y avanzar en el proceso de una
forma mas enriquecida a la que tenian. Con esta evidencia, se deja ver la caracteristica

principal (Folding back) del modelo tedrico de Pirie y Kieren (1994).

5.2. La metodologia de la investigacion

La metodologia implementada en el estudio orientd la ejecucion de la investigacion
mediante cinco fases: delimitar cual seria la interpretacion asociada al concepto de fraccion
a estudiar, planteamiento de las tareas, eleccion de los casos en estudio, planificaciéon y
ejecucion de las sesiones y andlisis de los datos recolectados. La utilizacion del método
Delphi de Landeta (2002) fue pertinente para delimitar la interpretacion a estudiar. En el
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redisefio de las tareas, el conocimiento de las dificultades que los estudiantes presentan al
momento de trabajar con el concepto de fraccion de manera general y el marco teérico de
PISA (OCDE, 2006), fueron esenciales en la elaboracion de las preguntas en las tareas.

La eleccion del método de estudio de caso fue correcto, ya que el andlisis de los datos
se centraria en un fendmeno seleccionado para entender la problematica de ciertos
participantes, al investigar una variable latente como lo es la comprensidn que presenta una
persona en relacion a un concepto matematico, se requiere de un analisis minucioso, razon

por la cual la investigacion se enmarco en un estudio de caso.

La técnica de observacion de campo, permitié realizar una observaciéon directa y
presencial de las acciones de los estudiantes en el aula de clases, plasmadas en la guia de
observacién. Apoyadas también de los instrumentos para la recogida de la informacion y
como lo menciona George (2017) “La comprension no es visible, sino que solo puede
inferirse por lo que un individuo expresa y actia” (p.208). En este sentido, se utilizaron
técnicas de investigacion presentadas en el apartado 3.5.2, que permitieron obtener
informacidn del proceso de comprension de los estudiantes, en relacion a lo que decian y
hacian al momento de resolver las tareas aplicadas, logrando obtener herramientas
necesarias para analizar los datos recolectados con el modelo tedrico de Pirie y Kieren
(1994), el cual permite describir el proceso de comprension que siguen los estudiantes al

confrontarse con un objeto matematico, por medio de la observacion directa.

Ademas, el proceso de comprension establecido por los estudiantes fue analizado
facilmente con el modelo tedrico de Pirie y Kieren, ya que se analiz6 cada tarea por
separado y cada una de ellas divididas en categorias de andlisis y finalmente de forma
parcial, con una sintesis del estudio realizado. La estructura metodolégica de la
investigacion es una contribucion que, puede usarse por otros investigadores o estudiantes
de pregrado y posgrado interesados en estudiar la comprension de algin concepto

matematico.

5.3. Contribucion a la literatura

Una de las contribuciones que se hacen a la literatura, con el desarrollo de la investigacion,

es que se ha sumado al pequefio nimero de estudios de investigacion que se centran en cual
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es el proceso de comprension que presentan los estudiantes, en relacion a las
interpretaciones del concepto de fraccion, especificamente el proceso de comprension a
partir del conocimiento que presentan los estudiantes sobre el concepto de fraccion como

razon.

En este sentido, la investigacion ha proporcionado resultados concretos, por ejemplo se
hace notar que, para algunos estudiantes el proceso de comprender esta interpretacion del
concepto de fraccion se asocia muy bien con relacionar el objeto matemético con una
imagen que, luego representan para trabajar en ella y abstraer informacion que les permita
formalizar su comprensidn. Pero este proceso se ve afectado en la forma de interactuar de
los estudiantes con los procesos algoritmicos, conceptos matematicos, estrategias o técnicas

de solucion utilizadas durante el proceso de comprension del concepto.

Ademéas de las contribuciones antes mencionadas, la presente investigacion ha
proporcionado evidencia empirica para mostrar que, para algunos estudiantes (estudio de
caso), la principal estrategia de comparacion de fracciones que se les ha ensefiado en la
interpretacion del concepto de fraccion como razon, es la de realizar el proceso de division
de su numerador con el denominador. Ademas, para la segunda tarea que presenta una
situacion compleja, los estudiantes presentaron mayor dificultad para interpretarla y poder
resolverla, evidenciando una comprension endeble del concepto de fraccion como razén en
situaciones complejas (comparacién de razones, identificacion de razén, estrategias de

reparto).

Otra contribucion de la presente investigacion, se basa en que gracias a los resultados
obtenidos se puede expresar que la endeble comprension que manifestaron los estudiantes
en este estudio, radica en que estos aun no tienen una comprension conceptual clara de la
tematica, lo que hace que los estudiantes presenten dificultades basicas a la hora de resolver
las tareas. Es de resaltar que en situaciones simples como lo fue la tarea 1, los estudiantes
trataron de mantener un buen proceso de comprension, en relacion al modelo teorico de
Pirie y Kieren (1994), como crear una imagen de las situaciones, trabajar en ella y tratar de
generalizar propiedades particulares del concepto, para lograr formalizarlo. Pero, esta
ultima no fue alcanzada. Ya que los estudiantes presentaron muchas dificultades en cada

uno de los niveles que alcanzaron del modelo.
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De esta manera se pone de manifiesto lo mencionado por Cortina y Cardoso (2009)
alarmando la baja comprension con la que los estudiantes mexicanos culminan el ciclo
escolar de la primaria, en relacion al concepto de fraccion. Lo que se particulariz6 con la
interpretacion del concepto de fraccidbn como razon, atendiendo la preocupacion de Petit,
Laird, y Marsden (2010) en atender a que se debe la escasa comprension del concepto en
primaria. Encontrando, que uno de los motivos se deba, a lo mencionado en el parrafo

anterior, dificultades béasicas.

Una contribucion mas a la literatura, se obtiene con los resultados de la aplicacion del
método Delphi (Landeta, 2002) y es, que los estudiantes de primaria en México encuentran
mayor dificultad para comprender las interpretaciones asociadas al concepto de fraccion:
como numero racional, como razén y la fraccion como indicador de una cantidad (decimal).
Opinién dada por los docentes mexicanos en servicios, quienes participaron para el

desarrollo del primer objetivo especifico.

La presente investigacion también, pone de manifiesto la utilidad del modelo tedrico de
Pirie y Kieren (1994) para describir el proceso que siguen los estudiantes para comprender
un concepto matematico. En el mismo sentido, se relaciona con lo expresado por Delgado,
Codes, Monterrubio y Gonzalez (2014), que el modelo tedrico, permite analizar el proceso
de comprension del conocimiento de los estudiantes cuando interactGan entre ellos.

Caracteristica que también se ha evidenciado en el estudio presentado.

5.4. Implicaciones educativas

Los aportes que realiza esta investigacion, no solo estan dirigidos a los investigadores
educativos. Sino también, a los profesores de primaria que centran su atencion en que sus
estudiantes alcancen la comprension del concepto de fracciébn como razén que se esta
tratando en el aula de clases. En este sentido, se realizd la difusion de los resultados
obtenidos a los docentes de la escuela primaria, en la cual sus estudiantes fueron objeto de

estudio de la investigacion (ver anexo G).

El conocimiento de las dificultades que presentaron los estudiantes cuando usaron sus
conocimientos matematicos del concepto de fraccion como razén para resolver las tareas,

puede ser de gran utilidad a los docentes en su practica de ensefianza, para que aborden esas
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ideas errOneas que surgen durante la ensefianza del concepto en los estudiantes.
Ayudéandolos asi, a superar las dificultades que les imposibilita la buena comprension del

concepto de fraccion como razon.

Otra implicacion para la ensefianza del concepto de fraccion, es que se deberia de
atender el concepto de unidad en los diferentes contextos de las interpretaciones de las
fracciones, ya que los estudiantes presentan dificultad para identificar la unidad que se
encuentra en juego a la hora de comparar fracciones con la misma unidad de partida. Esto
mismo lo sugiere George (2017) quien manifiesta que si se atiende dicha dificultad, esto
permitiria potencialmente una transicion mas eficiente de la ensefianza y el aprendizaje de

una interpretacion a otra.

En general, esta investigacion aportd al campo de la comprension matematica escolar,
puntualizando cual es el proceso de comprension que manifiestan los estudiantes de
primaria en relacion al concepto de fraccion como razon. Conociendo esto el docente, le
permite mejorar su practica de ensefianza, de tal manera que sea mas efectiva para que sus

estudiantes alcancen la comprension del concepto de fraccién como razon.

5.5. Limitaciones de la investigacion

En la realizacion de toda investigacion empirica, se presentan limitaciones. Para el presente
estudio algunas de ellas fueron: el tiempo empleado en el proceso de recoleccion de datos,
hubiese sido fructifero realizar un seguimiento a los estudiantes durante un periodo mas
largo, antes y después de la resolucion de las tareas; otra limitacion fue el nimero de tareas
aplicadas, con el objetivo de variar el contexto de las mismas y poder realizar argumentos
precisos del proceso de comprensién de los estudiantes en diferentes temas que relacionan a

las fracciones con las razones matematicas.

Una limitacion mas, estaria relacionada con la organizacion de los participantes
(agrupacion en parejas), ya que primero, se hubieran resuelto de manera individual las
tareas, para conocer el proceso de compresion de cada estudiante; después colocarlos a

resolverlas en lo colectivo y ver si el proceso seguido es el mismo.
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5.6. Perspectivas de futuro

Dado que existen pocos estudios empiricos que informan sobre el proceso de comprension
de los estudiantes, cuando resuelven tareas relacionadas al concepto de fraccion como
razon, investigaciones futuras podrian centrarse en seguir investigando esta interpretacion
con un mayor numero de participantes, para lograr una generalizacion de los resultados
obtenidos en el estudio de caso de esta investigacion. También, se podrian contribuir,
estudiando las otras interpretaciones asociadas al concepto de fraccion, que suelen ser de
mayor dificultad para aprender por los estudiantes de primaria en México, resultados
obtenidos con la implementacion del método Delphi (Landeta, 2002) y que fueron

presentadas en el apartado 3.2.4.2 de la metodologia de investigacion.

Otra recomendacion para investigaciones futuras, seria el disefio de propuestas
didacticas que ayuden a mejorar las principales dificultades basicas que presentaron los
participantes del estudio, cuando desarrollaron su proceso de comprension del concepto de
fraccion como razon. También, futuras investigaciones se pueden enfocar en explorar las
estrategias utilizadas por los docentes, cuando imparten a sus estudiantes el concepto de
fraccion como razén. Buscando contrastar, si las dificultades que los estudiantes
presentaron son consecuencias de esas estrategias. Puesto que, investigaciones (George,
2017) han reportado que los docentes tienen dificultades para comprender las fracciones.

Lo que hace, que el tema sea dificil de ensefar.

Seria interesante, investigar como los estudiantes desarrollan dentro del salon de clases,
el proceso de comprension del concepto de fraccion como razon, mientras el docente
promueve el didlogo entre sus estudiantes cuando imparte la temética. En lo que se refiere
al modelo teorico, podria ser utilizado para disefiar tareas que ayuden alcanzar la
comprension del concepto de fraccion como razon, tanto en situaciones simples como
complejas. Puesto que, con el presente estudio se dio a conocer la manera de proceder del
estudiante en relacion a este concepto y las dificultades que manifiestan al momento que

querer alcanzar la comprension.
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Anexo A

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE GUERRERO o
CENTRO DE INVESTIGACION EN MATEMATICA EDUCATIVA J
MAESTRIA EN CIENCIAS AREA MATEMATICA EDUCATIVA

CUESTIONARIO

El tema de fraccidn en el proceso de ensefianza y aprendizaje de las Matemaéticas, es un objeto de
estudio fructifero para los investigadores. Reporta la literatura especializada que existen muchos
aspectos que intervienen en este proceso y de alli las dificultades con su tratamiento escolar. A
continuacion se presenta un cuestionario que se tendra como base para obtener un mayor
conocimiento intersubjetivo y prospectivo acerca de las fracciones en el proceso de la ensefianza

y aprendizaje.

Calderdn (2012) realizé una investigacion referente a las interpretaciones asociadas al concepto
de fraccion en los libros de texto de educacion basica mexicana del afio 2011, arrojando como
resultado que los libros de textos de la Educacion basica (primaria) presentan nueve

interpretaciones asociadas al concepto de fraccion. Desde esta perspectiva, considera la pregunta:

¢Desde tu experiencia como docente, cual de las siguientes interpretaciones asociadas al
concepto de fraccién has percatado que sean mas dificiles de aprender por parte de los
estudiantes?

Y califica segln la escala: 1: Se presenta con mayor frecuencia.
2 Se presenta con regular frecuencia.
3: Se presenta con menos frecuencia.

INTERPRETACIONES ASOCIADAS A LAS FRACCIONES CALIFICACION

La fraccion como parte de un todo a veces continuo, a veces discreto

La fraccién como cociente

La fraccién como razon

La fraccion como operador

La fraccion como porcentaje

La fraccidn como nimero racional

La fraccion como punto de una recta orientada

La fraccién como medida

La fraccién como indicador de una cantidad de eleccién en el todo
(Decimales)
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Anexo B

UNIVERSIDAD AUTONOMA DE GUERRERO
CENTRO DE INVESTIGACION EN MATEMATICA EDUCATIVA
MAESTRIA EN CIENCIAS AREA MATEMATICA EDUCATIVA

CUESTIONARIO

Al analizar las respuestas que se obtuvieron del grupo de expertos sobre el interrogante
tratado en este cuestionario, se obtiene por el grupo coordinador la preparacion del nuevo

cuestionario, para asi terminar con la interpretacion de los resultados finales.

Ahora, considerando el mismo interrogante, pero solo calificando las interpretaciones
asociadas al concepto de fraccion que mayor dificultad presentan los estudiantes, esto
basado en el resultado del cuestionario anterior. Desde esta perspectiva, considera la

pregunta:

¢ Desde tu experiencia como docente, cual de las siguientes interpretaciones asociadas al
concepto de fraccion has percatado que sean mas dificiles de aprender por parte de los

estudiantes?

Y califica segun la escala:
1: Se presenta con mayor frecuencia.

2 Se presenta con regular frecuencia.
3: Se presenta con menos frecuencia.

INTERPRETACIONES ASOCIADAS A LAS FRACCIONES CALIFICACION

La fraccién como razon

La fraccién como operador

La fraccidn como nimero racional

La fraccién como punto de una recta orientada

La fraccion como indicador de una cantidad de eleccién en el todo

(Decimales)
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Tarea 1 “Qué cantidad de naranjas quiero”

Integrantes

Materias y
recursos

Hojas de papel, lapiz grafito, goma (borrador) y sacapuntas.

Tipo de
agrupacion

Grupos de dos integrantes.

Situacion de
aprendizaje

La plaza de mercado.

Temporalizacion

1 hora.

Tarea

En el mercado Baltazar, un kilo de naranja consta de 9 piezas y cuesta $10. Mientras que en la
huerta de don José, un kilo consta de 7 piezas de naranja y cuestan $8.

a) ¢Son comparables las dos situaciones? ;Por qué?
b) Representen graficamente las dos situaciones.

c) ¢Do6nde comprarian las naranjas teniendo en cuenta la representacion anterior? ;Por
que?

d) Expresen verbalmente la relacion entre las cantidades de cada una de esas situaciones
y escriban en forma de fraccion ambas relaciones.

e) Comparen las fracciones anteriores para determinar donde es preferible comprar las
naranjas. Justifiquen la respuesta.

Si en el mercado Baltazar el kilo de naranja se oferta con un 20% de descuento en su precio
normal.

f) ¢Cuél seria el nuevo costo de un kilo de naranja? Describan paso a paso su respuesta.

g) Con ese descuento realizado en el mercado Baltazar ;D6nde comprarian ahora el kilo
de naranja, huerta de don José o en el mercado? ¢Por qué?
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Anexo D

Tarea 2 “Comparto, disfruto y aprendo”

Integrantes

Materias y
recursos

Hojas de papel, lapiz grafito, goma (borrador) y sacapuntas.

Tipo de
agrupacion

Grupos de dos integrantes.

Situacion de
aprendizaje

Restaurante de pizza.

Temporalizacién

1 hora con 30 minutos.

Tarea

Cada mes Maria y sus amigos se encuentran en el restaurante
la Alamedilla para cenar pizza. Habitualmente Maria llega
tarde, pero sus amigos la aprecian mucho y la esperan. Le
reservan un sitio en cada una de las dos mesas que ocupan. En
la mesa 1 hay 4 pizzas grandes (sin partir) y 5 personas, en la
mesa 2 hay 6 pizzas grandes (sin partir) y 7 personas.

a)

Representen graficamente la situacion de cada mesa antes de que llegue
Maria.

Maria llega con mucho apetito (hambre) y tiene que decidir dénde sentarse de forma
que le corresponda la mayor cantidad de pizza.

b)

c)

d)

€)

f)

9)

h)

Representen graficamente la situacion que resulta si Maria decide sentarse
en la mesa 1.

¢Qué cantidad de pizza le corresponden a cada uno, si Maria eligié sentarse
en la mesa 1? Justifiquen su respuesta.

Ahora, representen graficamente la situacién que resulta si Maria decide
sentarse en la mesa 2.

Siendo asi, ¢Qué cantidad de pizza le corresponden a cada uno, si Maria
eligid sentarse en la mesa 2? Justifiquen su respuesta.

¢Cudl de las dos mesas le sugieren a Maria que elija para sentarse?
Expliquen su razonamiento.

Supongan que Maria seleccioné la mesa 1, en la cual agregan 2 pizzas a las
4 gue ya tenian. Para mantener el mismo reparto que tenian anteriormente
¢Cudl sera el nimero de personas que deberian agregarse? Expliquen su
razonamiento.

Si Maria eligié la mesa 2, llegaron 4 amigos mas y quieren comer la misma
cantidad de pizza que antes ¢Cuantas pizzas mas deben comprar? Expliquen
su respuesta.

Si se quiere colocar 240 personas en mesas grandes (para 8 personas) y
mesas pequefias (para 6 personas) manteniendo una proporcién de 7 mesas
grandes a 4 pequefias ; Cuantas mesas de cada tipo se necesitan?

S
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Guia de observacion del estudio de caso |

Estudio de caso: Estudiante 1 (E1, masculino) y estudiante 2 (E2, femenina) ambos presentan rendimiento académico alto.

Observador: Jhonatan Arenas y Mayra Jiménez Fecha: 23 de enero de 2018 Tarea: Qué cantidad de naranjas quiero

Caracteristicas

Descripciones

Organizacion

¢Quién lee? Ambos estudiantes leen mentalmente la tarea al inicio.

¢Quién lleva la idea? E1 es quien empieza liderando el grupo y organizar las ideas.

Inicial ¢Quién escribe? E2 es quien empieza a escribir en la hoja de trabajo durante los primeros minutos.
¢ Qué recursos utilizan? Las hojas de trabajo, lapiz, borrador y sacapuntas.
¢Como trabajan en equipo? Los estudiantes inician timidos para dialogar entre ellos, pero logran superar y trabajan como equipo,
aportando cada uno sus ideas y respetando las de su compariero.
¢Comparten ideas? ¢Cudles? Si, de acuerdo a lo solicitado en cada inciso de la tarea, discuten y se colocan en acuerdo para elegir una
Actitudes respuesta.

¢Como se comportan durante la tarea? Empiezan interactuando poco entre ellos e inician cada uno respondiendo por separado la primera
pregunta. Pero, lo superan y después presentan interaccion entre ellos, comportandose bien durante todo el desarrollo de la tarea.

¢Cbémo se notan al terminar la tarea? Les gusto la tarea (se les nota en su expresion) y se notan tranquilo.

Construccion del
concepto

¢Cbémo interactan con las ideas? Cada estudiante expresa su idea y el otro estudiante la comparte o contradice justificando su postura.

¢Surgen dudas durante el desarrollo? ¢ Cuales? Si, como se representan las situaciones y en deducir si son comparables las dos situaciones
presentadas en la tarea 1.

¢ Cudles otros conceptos utilizan? Utilizan conceptos y procesos matematicos como el de divisién, multiplicacion y porcentaje.

¢Cbémo deciden el proceso y la respuesta? Platican entre ellos y deducen que proceso deben de realizar para dar respuesta a los
interrogantes de la tarea.

¢Estan todos de acuerdo con la idea o0 proceso? Si, ya que antes de realizar el proceso lo consultan entre ellos.

Organizacion

¢Quién aporta mas ideas? E1 es quien realiza mayor aporte y conduce a E2 para que interacte.

Durante el ¢Mantienen el mismo rol (leer y escribir) después de iniciar la tarea? Si, E1 es quien escribe en la hoja de trabajo que entregan. Pero
desarrollo ambos estudiantes durante el desarrollo leen.
Finalizacion ¢ Qué expresan los estudiantes al terminar la tarea? Que les pareci6 bien y que se sintieron agradables al resolver.
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Guia de observacion del estudio de caso |1

Estudio de caso: Estudiante 3 (E3, masculino) y estudiante 4 (E4, femenina) ambos presentan rendimiento académico bajo.

Observador: Jhonatan Arenas y Mayra Jiménez Fecha: 25 de enero de 2018 Tarea: Qué cantidad de naranjas quiero

Caracteristicas

Descripciones

Organizacion

¢Quién lee? Ambos estudiantes leen mentalmente la tarea al inicio, pero E3 es quien luego lee en voz alta.

¢Quién lleva la idea? E4 es quien lidera el grupo, pero E3 organiza las ideas.

Inicial ¢ Quién escribe? E4 es quien empieza a escribir en la hoja de trabajo.
¢ Qué recursos utilizan? Las hojas de trabajo, lapiz, borrador y sacapuntas.
¢ Como trabajan en equipo? Se les dificulta trabajar como equipo, E4 no involucra mucho a su compafiero.
¢Comparten ideas? ¢Cuéles? E4 siempre quiere tener la razén pero E3 defiende su postura y en ciertas ocasiones la contradice, a la final
. responden teniendo en cuenta mas lo expresado por E4.
Actitudes

¢Como se comportan durante la tarea? Los estudiantes se notan confundidos y E3 muy distraido, muchas veces E4 quiere resolver ella sola
las preguntas sin tener en cuenta la opinion de E3.

¢Cbmo se notan al terminar la tarea? Les gusto la tarea (se les nota en su expresion), pero se notan distraidos.

Construccion del
concepto

¢Cbémo interactGian con las ideas? E4 expresa su idea y E3 la comparte o contradice justificando su postura.

¢Surgen dudas durante el desarrollo? ¢Cuales? Si, cdmo se representan las situaciones, como se construye un plano cartesiano, cdmo se
realiza el proceso de division y como se obtiene el porcentaje de una cantidad entera.

¢ Cudles otros conceptos utilizan? Utilizan conceptos y procesos matematicos como el del plano cartesiano, division y porcentaje.

¢Cbémo deciden el proceso y la respuesta? E4 expresa su punto de vista y E3 lo discute o acepta, siendo E4 quien escribe las respuestas.

¢Estan todos de acuerdo con la idea o proceso? Muchas veces no, ya que E3 no queda convencido del razonamiento dado por E4, pero a la
final ella le justifica y el acuerda a estar aceptado con ella.

Organizacion

¢Quién aporta mas ideas? E4 es quien realiza mayor aporte y conduce a E3 para que interactle, pero las ideas de E3 son mas acertadas.

Durante el ¢Mantienen el mismo rol (leer y escribir) después de iniciar la tarea? Si, E4 es quien escribe en la hoja de trabajo que entregan. Pero
desarrollo ambos estudiantes durante el desarrollo leen, siendo E4 con mayor frecuencia.
Finalizacion ¢ Qué expresan los estudiantes al terminar la tarea? Que les pareci6 bien y que se sintieron bien al resolver.
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Guia de observacion del estudio de caso |

Estudio de caso: Estudiante 1 (E1, masculino) y estudiante 2 (E2, femenina) ambos presentan rendimiento académico alto.

Observador: Jhonatan Arenas y Mayra Jiménez Fecha: 12 de febrero de 2018 Tarea: Comparto, disfruto y aprendo

Caracteristicas

Descripciones

Organizacion

¢ Quién lee? Entre los dos deciden que sea E2 quien lea la tarea.

¢Quién lleva la idea? Ambos estudiantes interactdan entre ellos y aportan ideas.

Inicial ¢ Quién escribe? E1 es quien empieza a escribir en la hoja de trabajo.
¢ Qué recursos utilizan? Las hojas de trabajo, lapiz, borrador y sacapuntas.
¢ Como trabajan en equipo? Realizan buen trabajo como equipo aportando cada uno ideas y acuerdan entre los dos las respuestas.
¢Comparten ideas? ¢Cuales? Ambos estudiantes expresan sus ideas, mientras uno la expresa el otro la acepta o invalida dando su
. justificacion.
Actitudes

¢Como se comportan durante la tarea? Los estudiantes presentan buena disposicion para resolver la tarea y se notan comodos con la
misma.

¢Cbémo se notan al terminar la tarea? Les gusto la tarea (se les nota en su expresion), pero mencionaron que se les dificulto méas resolverla.

Construccion del
concepto

¢Cbémo interactGian con las ideas? Ambos estudiantes expresan su punto de vista y debaten al respecto para obtener una respuesta.

¢Surgen dudas durante el desarrollo? ¢Cuéles? Si, como se representan las situaciones, cdmo realizar el reparto de las pizzas, como
utilizar la proporcién dada.

¢ Cudles otros conceptos utilizan? Utilizan conceptos y procesos matematicos como el de divisién y proporcionalidad.

¢Cbémo deciden el proceso y la respuesta? Los estudiantes interactlan entre para acordar la respuesta, antes de escribirla en la hoja de
trabajo a entregar.

¢Estan todos de acuerdo con la idea o proceso? Si estan de acuerdo con las ideas y procesos, cuando alguno de los dos no lo esta, expone
sus argumentos.

Organizacion

¢Quién aporta mas ideas? Ambos estudiantes por igual, se involucraron en el desarrollo de la tarea.

Durante el ) . . - . oL . . . .
desarrollo ¢Mantienen el mismo rol (leer y escribir) después de iniciar la tarea? Si, mantiene el mismo rol, pero algunas veces cambian los roles.
Finalizacion ¢ Qué expresan los estudiantes al terminar la tarea? Que esta tarea se les dificulta méas resolverla que la anterior, pero que les gusto.
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Guia de observacion del estudio de caso |1

Estudio de caso: Estudiante 3 (E3, masculino) y estudiante 4 (E4, femenina) ambos presentan rendimiento académico bajo.

Observador: Jhonatan Arenas Pefialoza Fecha: 14 de febrero de 2018 Tarea: Comparto, disfruto y aprendo

Caracteristicas

Descripciones

Organizacion

¢Quién lee? E4 empieza leyendo el enunciado de la tarea.

¢Quién lleva la idea? E4 es quien lidera el grupo, pero E3 realiza procesos en las hojas de trabajo.

Inicial ¢Quién escribe? E4 es quien empieza a escribir en la hoja de trabajo a entregar.
¢ QuEé recursos utilizan? Las hojas de trabajo, lapiz, borrador y sacapuntas.
¢ Como trabajan en equipo? Trabajan mas como equipo, pero sigue E4 manteniendo el liderazgo.
¢Comparten ideas? ¢Cudles? Si comparten ideas en relacién a lo solicitado en la tarea, aungue se les dificultad colocarse de acuerdo con lo
. que expresa cada uno.
Actitudes

¢Como se comportan durante la tarea? Los estudiantes se notan confundidos y se distraen con facilidad, es E3 quien presenta mayor
distraccion.

¢Cbmo se notan al terminar la tarea? No se notan conforme con lo respondido y se notan confundidos.

Construccion del
concepto

¢Cémo interactGan con las ideas? E4 expresa su idea y E3 la comparte o contradice justificando su postura o viceversa.

¢Surgen dudas durante el desarrollo? ¢Cuales? Si, como se representan las situaciones, cdmo realizar el reparto de las pizzas, como
utilizar la proporcién dada.

¢ Cudles otros conceptos utilizan? Utilizan conceptos y procesos matematicos como el de igualdad, multiplicacién y division.

¢Cbémo deciden el proceso y la respuesta? E4 expresa su punto de vista y E3 lo discute o acepta. Pero E4 siempre expresa tener la razén, no
siendo esto cierto siempre.

¢Estan todos de acuerdo con la idea o proceso? Muchas veces no, ya que E3 no queda convencido del razonamiento dado por E4, pero a la
final ella le justifica y el acuerda a estar aceptado con ella.

Organizacion

¢Quién aporta mas ideas? E4 es quien realiza mayor aporte y conduce a E3 para que interactle, pero las ideas de E3 son més acertadas.

Durante el . . - . s . . . . , . .
desarrollo ¢Mantienen el mismo rol (leer y escribir) después de iniciar la tarea? Si, pero a la final ambos estudiantes interactdan e intercambias roles.
Finalizacion ¢ Qué expresan los estudiantes al terminar la tarea? Que era mas dificil y lo que les ayudo era que decia que las pizzas estaban sin partir.
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Tabla para el analisis del estudio de caso

Estudio de caso: Caso |, parejas con alto rendimiento académico.

Investigador: Jhonatan Arenas Pefialoza

Fecha: 14/02/18

ONRWARY U

Tarea: Qué cantidad de naranjas quiero

Categoria Tiempo (video) Extracto (transcripcion) Nivel (modelo) Justificacion (por qué)
] E2: Tenemos que saber que cuesta cada naranja aqui ] Empiezan a realizar acciones mentales con
3:08 minutos. y aqui... [Sefiala los datos que se presenta en la | Image Making | ¢| fin de crear una idea del nuevo concepto
tarea en relacion con las dos situaciones]. matematico.
) ) Trabajan sobre sus representaciones
3:13 minutos. El: |S|I Tenemos que hacer las fracciones. [Se Image Having mentales y son capaz de emplear una

. . 9 7
refieren a estas representaciones o y g]

construccién mental sobre el

matematico.

concepto

8:10 minutos.

Eleccion de la mejor
razon

8:34 minutos.

3:29 minutos. El:

El:

E2:

Hay que dividir 10 entre 9 y 8 entre 7.

Yo digo que en el mercado Baltazar es maés
econdmica, porque cada naranja cuesta $1,1 y en
la huerta de don José cada naranja cuesta $1,14.
Asi que creo que conviene mas esta [sefiala la
operacion realizada con 10/9].

iSi! es que cada naranja esta mas barata aqui
[sefiala el proceso realizado con la situacion del
mercado] que acdé [sefiala proceso realizado con
huerta de don José].

Property Noticing

Utilizan aspectos de las imdgenes mentales
que ya posee, para construir propiedades
especificas del concepto y tratar de
generalizarlas, en esta parte los estudiantes
utilizaron la estrategia de division para
encontrar el costo de cada naranja en cada
una de las dos situaciones.

11:02 minutos.

10:36 minutos. | EL:
10:36 minutos. | g1:

E2:

Cada uno hagamos una representacion.

Yo hago estd... [Sefiala el proceso realizado con la
situacion de la huerta de don José].

Son solo siete naranjas [expresé al observar que
E1l habia representado ocho circunferencias que
utilizaron para representar las naranjas].

Image Having

Property Noticing

Vuelven a trabajar en la construccion de
imégenes para representar las situaciones,
lo que desencadend un folding back, ya
que los estudiantes retroceden a un nivel
inferior que ya habian superado (Image
Having), pero como se percibe se regresan
con una comprension mas sélida y lo que
hacen es asociarlo a las abstracciones

148




Anexo F

UNIVERSIDAD AQTONOMA DE GUERRERO
CENTRO DE INVESTIGACION EN MATEMATICA EDUCATIVA
MAESTRIA EN CIENCIAS AREA MATEMATICA EDUCATIVA

ONRWARY U

3
ng,(\v
¢

11:05 minutos.

realizadas anteriormente.

Comparacion de las
razones

E1l: jHa si son sietel... [E1 empieza a borrar una
circunferencia (haranja) cuando E2 le expresa que
dibujo una de mas].
12:07 minutos. E1l: En el mercado Baltazar comprariamos las
naranjas porque son mas baratas.
El: Lo primero que tenemos que hacer es...
15:16 minutos.
E2: Sacar el porcentaje del precio anterior.
15:18 minutos. El: Si gjd... ;/De este precio? [Sefala el costo de la
15:26 minutos. huerta de don José $8]. Los estudiantes se enfrentan con la tarea
Primitive relacionadndola con sus conocimientos
E2: No, ¢(De diez no? Por qué dice: si en el mercado Knowing vistos en clases, como el obtener el
15:27 minutos. Baltazar el kilo de naranjas se oferta con un porcentaje de un valor numérico.
20%...
15:34 minutos. El: Entonces es esta [sefiala el costo del mercado

Baltazar] jAh!, si es diez.

16:29 minutos.

El:

Es $2 el descuento... ;y luego se lo restamos?

Los estudiantes utilizan propiedades

16:34 minutos. E2: Si, a diez le restamos dos. Property Noticing | especificas para obtener el descuento y
16:47 minutos. El: El nuevo precio es $8. abstraen informacién del mismo.
17:40 minutos. E1l: ¢En el mercado Baltazar nuevamente no? porque ya

17:41 minutos.

17:42 minutos.

19:40 minutos.

E2

E2

El:

tendriamos un descuento.

: Pero tenemos que hacer esto [sefiala el proceso que
realizaron anteriormente para conocer el valor de
cada unidad de naranja] porque aqui ya cuesta
esto [sefiala el nuevo costo del kilo de naranjas con
el descuento realizado] y aqui cuesta menos.

. ¢ Entonces seria ocho noveno no? Volvamos hacer la

fraccion y la divisién.

Ahora cuesta cada naranja $0,8 asi que...

Image Having

Property Noticing

Es evidente que realizan un folding back,
para representar la nueva situacion que
obtuvieron con el descuento realizado en el
mercado Baltazar. Encontrandose ahora en
el nivel de Image Having, con una
representacion simbolica de la situacion,
luego trabajan sobre la imagen que
construyeron 'y empiezan a abstraer
informacién de ese proceso.

19:42 minutos.

E2:

El:

En el mercado la naranja est4d mas abarata que
antes.
Aja, si en el mercado.

Formalising

Se desligan por completo de la imagen
concreta y consideran el concepto como
objeto formal determinando dénde les
conviene comprar las naranjas con el
descuento efectuado.
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Tabla para el analisis del estudio de caso

Estudio de caso: Caso |, parejas con alto rendimiento académico.

Investigador: Jhonatan Arenas Pefialoza Fecha: 05/03/18 Tarea: Comparto, disfruto y aprendo
Categoria Tiempo (video) Extracto (transcripcion) Nivel (modelo) Justificacion (por qué)

01:35 minutos.  |E1:  ;Tenemos que hacer la fraccion? Empiezan a realizar  acciones

01:36 minutos. Image Making | mentales con el fin de crear una
E2:  Tenemos que representar graficamente. idea del nuevo concepto

matematico.
01:38 minutos. E1l:  Asi [dibujan dos rectangulos que para ellos representan
) . las mesas]. Trabajan sobre sus representaciones

02:09 minutos. . . ; . - .
E2:  Si, aqui van cuatro pizzas [sefiala la representacion de Image Having mentales y son capaz de emplear

02:14 minutos. la mesa 1]. una representacion pictérica de las
E1l: ¢Y aqui? [Sefiala la representacion de la mesa 2]. situaciones de las dos mesas.

02:15 minutos. E2:  Seis [se refiere a las pizzas de la mesa 2].

04:17 minutos.

Eleccion de la mejor 04'54 minutos. | EL: iYa! ¢Tenemos que dividir no?
razon 05:01 minutos. El: ¢Cudntas personas serian?
E2: Aqui serian seis con ella [se refiere al nimero de Utilizan aspectos de las imagenes
05:04 minutos. personas de la mesa 1 agregando a Maria]. mentales que ya posee, para
E1l: Aja, pero en cuanto la vamos a dividir [se refiere a construir propiedades especificas
05:10 minutos. fraccionar la pizza de la mesa 1]. Property Noticing | del ~ concepto 'y tratar  de
El: Hay que dividir. Dividelas ta [se refiere a fraccionar la generalizarlas, en esta parte los
12:34 minutos. pizza de la mesa 1]. estudiantes utilizaron la estrategia
E2: Dividir esta [sefiala la representacion de la mesa 1]. de division para determinar el
reparto equitativo de las pizzas.
12:38 minutos. E2: Lo mismo que hicimos con la mesa 1.

El:  S7ihay que dividir las personas ...
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07:51 minutos.

07:53 minutos.
08:25 minutos.

08:27 minutos.
14:08 minutos.

E2: Habria que partir cada pizza entre seis [se refiere a
fraccionar cada pizza en seis partes].

E1l: Si, hay que partirla.

El: ¢Hacemos las cuatro? [Se refiere a representar las cuatro
pizzas].

E2: Si, las cuatro.

E1: Hay que hacer las pizzas [se refiere a representar la mesa
2].

Image Having

Los estudiantes realizan otra
representacion de la situacién de las
mesas. Se puede identificar que se
desencadené un Folding Back, ya
que los estudiantes retroceden a un

08:53 minutos.

08:54 minutos.
09:48 minutos.

15:54 minutos.

16:00 minutos.

16:02 minutos.

23:08 minutos.

24:40 minutos.

E1l: ¢Dividimos veinticuatro entre seis no? [Se refiere al
total de porciones de pizzas entre el total de personas de
la mesa 1].

E2: Sientre seis.

E2: Si, en la mesa 1 le tocaria a cada persona de cuatro
porciones.

E2: Entonces siete por seis son cuarenta y dos [se refiere al
total de porciones que obtiene al fraccionar cada una de las
seis pizzas en siete partes de la mesa 2].

El: Si [mientras realiza la operacion de multiplicar siete por
seis].

E2: Eso lo dividimos entre ocho.

E1: Entonces a cada uno le tocan cinco porciones y sobran
dos [Se refiere a la mesa 2].

E2: Entonces, en la mesa nimero dos le conviene sentarse a
Maria.

Property Noticing

nivel inferior que ya habian
superado.

Los estudiantes nuevamente
trabajan sobre la imagen que

construyen y empiezan abstraer
informacion que les  permita
conocer la relacion de pizzas con
las personas.
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26:21 minutos. E2: Agrégale ahora dos pizzas a esta [sefiala la
representzci]()n que habian realizado de la mesa 1 ya Los estudiantes se enfrentan con la
fraccionada]. ;
30:13 minutos. El: Setienen que agregar a los amigos para saber cuantas . tarea . realizando las
. . Image Having representaciones de las  dos
30:29 minutos. pizzas son [represent,amorj de la mesa 2]. , . situaciones de las mesas, en este
E2: No las pizzas, porqué se tiene que saber cuantas pizzas caso  fueron represe'ntaciones
30:50 minutos. mas se tienen que comprar. L
30:58 minutos. E1l: ¢Entonces serian doce personas verdad? pictoricas.
E2: Si, doce personas.
28: 47 minutos. E1l: ¢Dividimos? [Lo expresa para comprobar la respuesta
Identificacion de la 28:50 minutos. £ gre ya habian deducido].
razon 28:51 minutos. E1l: ¢Cuanto es? Treintay seis entre nueve ¢no? Los estudiantes trabajan con la
28:57 minutos. E2: Si. Property Noticing imagen que poseen Yy tratan de
29:03 minutos. E1l: Pero todavia no sabiamos cuantas personas teniamos generalizar el  proceso  que
que agregar. utilizaron.
40:23 minutos. E1l: Hay que hacer como se hizo con la anterior [se refiere a
la relacion de pizza por personas de la mesa 1, realizada
anteriormente].
29:27 minutos. E1l: Entonces se agregarian tres personas [Mesa 1]. Los estudiantes se desligan por
_ Formalising comple_to de la ima_gen concreta,
50:30 minutos. E2: Tres pizzas se deben de agregar, para que a cada determinan la relacion entre las
persona le toque el mismo reparto [Mesa 2]. pizzas y las personas.
E2:  Tenemos que ubicar a las 240 personas en las mesas
51:12 minutos. grandes y pequefias con una proporcion de 7 mesas
grandes a 4 pequefias. Empezaron resolviendo la
E1l: Aja ¢dividimos? interrogante desde el nivel Image
51:35 minutos. El: Sgria 2,40 entre8. o Image Having Having, ya que utilizaron aspectos
Estrategias de E2: Si, seria 30 [se refiere a la situacion de las mesas de las iméagenes mentales que
grandes]. crearon (expresan como seria la
reparto E2: Lo mismo hagamos con las mesas pequefias [realizan el situacion de las mesas).
53:10 minutos. proceso de dividir 240 entre 6].
El: Entonces serian 30 mesas grandes y 40 mesas Los estudiantes trabajan sobre la
54:30 minutos. pequefas. Property Noticing | imagen  mental y  abstraen
E2:  Si[lo expresa moviendo su cabeza]. informacion del proceso.
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Tabla para el analisis del estudio de caso

Estudio de caso: Caso |l, parejas con bajo rendimiento académico.

Investigador: Jhonatan Arenas Pefialoza

Fecha: 22/02/18

ONRWARY U

Tarea: Qué cantidad de naranjas quiero

Categoria Tiempo (video) Extracto (transcripcidn) Nivel (modelo) Justificacion (por qué)
02:13 minutos. E3: Lo que tenemos que saber es cuanto cuesta cada
. . naranja.
09:22 minutos. E4: Podriamos hacer las nueve piezas y hallar el valor de
cada una.
. . E3: Pero es una grafica, a lo mejor podriamos hacer la
9:30 minutos. . , :
grdfica asi... [Construye un plano cartesiano en una
hoja].
9:35 minutos E4: No, asi no es. Empiezan a realizar acciones mentales
16_44 minutoé E3: Una gréfica seria esta [continua con la construccién con el fin de crear una idea del nuevo
’ ' del plano cartesiano] yo creo que esté es una grafica. i concepto matematico. Trabajan sobre sus
Image Having
Aqui pondriamos... [Los estudiantes expresan no representaciones mentales y construyen
acordarse qué valores colocar para relacionar en este una grafica sobre la situaciébn que se
., sentido las coordenadas del plano en relacién a las dos presenta en el mercado Baltazar.
Elec_cmn de, la situaciones].
mejor razon E4: Mejor dibujamos las naranjas  [construyen
12:00 minutos. . circunferencias para representar las nqranjas]. .
E4: Pero tenemos que hacer las fracciones primero...
. . para saber cuanto cuesta cada naranja [borra las dos
12:18 minutos. . . . .
circunferencia que ya habia construido].
E3: Aja.
12:44 minutos. E4: Seria 10 entre 9 y tenemos que dividir.
13:03 minutos. E4f $,l cuesta cada naranja. - Trabajan en la imagen que poseen y
E3: Si [realizado en un movimiento con la cabeza en o ; b inf ion de |
13:40 minutos. relacion a la afirmacion de E4]. Property Noticing | €mptezan a.|9 te(rjler lnlormacmn ed ell
) . E4: Enambos lugares cuestan lo mismo. misma, utilizando = €l proceso  de
13:43 minutos. ) . . algoritmo de la divisién.
E3: El resultado es el mismo [se refiere al proceso que

realizaron de division].
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13:46 minutos.

E3: Tenemos que hacer otra grafica.

Image Having

Los  estudiantes  realizaron  otra
representacion  pictérica de  las
situaciones. Este proceso desencadeno
nuevamente en los estudiantes un
Folding Back, ya que los estudiantes
retroceden a un nivel inferior que ya
habian superado (Imagen Having) pero
lo hacen con una compresidon mas sélida,
ya que relacion el proceso anterior con el
nuevo.

26:10 minutos.
26:12 minutos.
27:05 minutos.

E4:
E3:

E3:

cEntonces? Son iguales...

A eso me referia... el nUmero de piezas va aumentar
la cantidad que cuesten.

Podemos poner que en los dos lados cuestan lo
mismo.

Property Noticing

Abstraen informacion de la nueva
imagen para determinando dénde les
conviene comprar las naranjas.

Comparacion
de las razones

35:56 minutos.
36:14 minutos.

37:32 minutos.

38:00 minutos.

E4.:
E3:

E3:

E3:

Dice que se oferta con un descuento del 20%.

Se le saca el nuevo costo del precio que decia
anteriormente.

Pues nada mé&s le quitamos, solamente a esto
[sefiala $8] le quitamos un descuento del 20%.

Eso lo dimos en clases pero no recuerdo.

Primitive Knowing

Los estudiantes se enfrentan con la tarea
relacionandola con sus conocimientos
vistos en clases, como el obtener el
porcentaje de un valor numérico.

38:38 minutos.

38:46 minutos.

38:51 minutos.

39:28 minutos.
40:30 minutos.

42:05 minutos.
42:08 minutos.

E4:
E4:

E3:

E3:
E4.:

E4:
E3:

A ya yaya... préstame el lapiz.

Colocabamos esto aqui [realiza el mismo proceso
que hicieron los compafieros del caso I].

A si, es cierto [expresa al observar el proceso que
realiza E4].

Seria $6.

Aqui es mas barata [sefiala la situacion de la huerta
de don José].

Porque te dan mds naranjas...

Por menos precio pues.

Property Noticing

Los estudiantes utilizan propiedades
especificas para obtener el descuento y
abstraen informacion del mismo.
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Tabla para el analisis del estudio de caso

Estudio de caso: Caso |l, parejas con bajo rendimiento académico.

Investigador: Jhonatan Arenas Pefialoza

Fecha: 02/04/18
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Tarea: Comparto, disfruto y aprendo

Categoria Tiempo (video) Extracto (transcripcion) Nivel Justificacion (por queé)
(modelo)
00:52 minutos. E4: ¢Como las hicimos la vez pasada? [Se refiere a las representaciones
) . que realizaron en la tarea 1]. . . .
00:55 minutos. . , Empiezan a realizar  acciones
E3: No sé.. Recuerdo que la vez pasada representamos cONn UNas | |mage Makin . :
) . . . g 9 | mentales con el fin de crear una idea
01:03 minutos. circunferencias. .
- P ; del nuevo concepto matemaético.
i . E4: jAhsi! pero estas vez son unas pizzas.
01:06 minutos. ) f
E3: Si.
01:15 minutos. ) : . ;
E4: Vamos a empezar, vamos a poner unos circulos ¢son cuantas
01:35 minutos pizzas?
' ' E4: Son cuatro pizzas [se refiere a la situacion de la mesa 1].
. . E4: Ahora las partimos en ocho [se refiere a fraccionar cada pizza en
02:09 minutos. . .
ocho partes]. Trabajan sobre sus representaciones
: : E3: ¢Se deben de dividir en cinco no? [Se refiere a fraccionar cada pizza | |mage Havin mentales y son capaz de emplear una
., 02:45 minutos. . g g o NP
Eleccion de la en cinco partes]. representacion  pictérica de las
mejor razon 02:57 minutos E4: No... cada una en... jah! si, son cinco personas. situaciones de las dos mesas.
03:38 minutos. E4: Realiza tu la representacion de la mesa 2 [le entrega el lapiz y la
' ' hoja de trabajo a E3] y dibuja seis pizzas [situacion de la mesa 2].
) . E3: ¢Ahora en cuantas las divido? Las divido en cinco [Se refiere a
04:17 minutos. . .
fraccionar cada pizza de la mesa 2].
08:50 minutos. E4: ¢Cuéntas personas tiene la mesa 1? Utilizan aspectos de las imagenes
08:55 minutos. E3: Enlamesa 1 hay cuatro pizzas sin partir y cinco personas. mentales que ya posee, para construir
09:14 minutos. E3: _ Entonces una pizza la partimos en dos [se refiere a fraccionar Property propiedades especifigas del concepto
cada pizza en 1/2]. y tratar de generalizarlas, en esta
Noticing parte los estudiantes utilizaron casos

particulares fraccionando las pizzas
en la representacién que tenian de las
mimas.
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Los estudiantes realizan  otra
representacion de la situacion de las
mesas. Se puede identificar que se

. - . - I 4 - - - ) €
14:53 minutos. | E3: iAh! Ya yo se que vamos a hacer [empieza a realizar otro tipo de | |mage Having desencaden6 un Folding Back, ya que
representacion pictdrica (figura 65)]. : .
los estudiantes retroceden a un nivel
inferior que ya habian superado pero
con un conocimiento mejor.
15:07 minutos. .
15:08 minutos. | E3:  ¢Son seis personas no?
15:56 minutos. | E4: SI. _ _ )
E3: Esto va a esto, esto va a esto [realiza unos trazos uniendo las pizzas
con las personas en la nueva representacién que realiza).
16:35 minutos. | E4:  Ah si, este con este... [E4 ayuda a su compariero a relacionar las
] pizzas con las personas].
18:23 minutos. | E4:  Tres sextos le tocarfan a cada persona.
18:43 minutos. | E3:  ¢Tres sextos?
18:45 minutos. | E4:  Si, porque mira, cada pizza la dividimos en seis partes.
22:33 minutos. | E3:  Son ocho personas con Maria. Los estudiantes nuevamente trabajan
22:42 minutos. | E4: Mmm no, son siete. Property sobre la imagen que construyen y
2244 minutos E3: ¢Y Maria? L empiezan abstraer informacion que
£4 mi "~ | E4:  Ah si, son ocho 4 Noticing I it la relacién d
22:54 minutos. : , personas [agregan una personas mAas a su es permita conocer la relacion de
representacion]. pizzas con las personas.
E3: Son seis pizzas y todas estan sin partir, asi que nosotros podemos
23:41 minutos. dividirlas como mejor nos convenga.
E4: Las partimos en ocho [lo expresa después de realizar el caso particular

28:32 minutos.
28:38 minutos.

28:43 minutos.
30:38 minutos.

Entrevista

E4:
E3:
E4:

E4:

de dividir en ocho porciones cada pizza].

Ya, les toca de tres porciones a cada uno.

Ok, contesta la pregunta.

Son tres octavos, se van a repartir de tres porciones y son ocho
personas.

Se le recomienda a Maria la mesa 2 porque alli comerd mas pizza
[entrevista].
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33:07 minutos.
33:14 minutos.

33:26 minutos.

34:08 minutos.
34:11 minutos.
34:24 minutos.

34:48 minutos.

E3:
E3:

E4:

E4:
E3:
E4:

¢ Cuantas pizzas son?

Cuatro més dos serian seis pizzas y se tienen cinco personas,
entonces seria una persona mas la que se tiene que agregar, para
que a cada quien le corresponda una pizza ¢No? [No tienen presente
que le enunciado indica que Maria eligi6 la mesal].

Si [E4 acepta lo expresado por E3 y solo escribe en la hoja de trabajo
lo dicho por E3].

Si son cuatro amigos, deberan comprar una pizza mas.

Veamos, hay seis pizzas y est4 Maria.

Es una pizza la que se debe de agregar, porque si llegaron cuatro
amigos, les va a tocar de una pizza a cada quien.

Los estudiantes crean una imagen

E3: Mira, tiene siete personas la mesa 2 y hay seis pizzas, entonces con mental de las situaciones, no logran
Identificacion Entrevista Maria serian ocho personas y sus cuatro amigos [para un total de Image Havin utilizar procesos que les permita
de la razén doce personas], por lo tanto serian cinco pizzas las que se deben de Y 9 obtener propiedades especificas del
comprar. concepto y solo se quedan en este
. E3: Para que le toque una pizza a cada persona estando Maria, se deben nivel.
Entrevista .
de agregar son dos personas mas, no una [mesal].
E4: Entonces, se le agregarian dos personas se dividen las pizzas igual y
_ les tocara lo mismo [mesa 1].
36:04 minutos. E3: Habian siete personas y con Maria serian ocho, més cuatro que
36:09 minutos. llegaron [mesa 2]. . ,
36-15 minutos E4: Por eso se reparten las dos pizzas més y les alcanzan.
: INutos. E3:  Ah, pero yo decia era para que le tocara una pizza a cada quien.
) E4: Serian cuatro pizzas, no serian dos como lo habiamos realizado
Entrevista [entrevista].
37:48 minutos. E4: Se necesitan diez mesas grandes [la estudiante lo expresa al
terminar de leer el enunciado sin hacer ningun tipo de argumento]. .
. , Crean una imagen mental de las
E3:  Pero no sé... No [se nota en desacuerdo con la respuesta de E4]. L .
. . ) , . . situaciones (expresan como seria la
38:08 minutos. E4: Mmm... Ya sé, seria siete por diez, setenta... . s
. E3: Mira tenemos que ubicar 240 personas en mesas grandes y situacion e I_as mesas), no logran
Estrategias de . . : o . construir propiedades especificas del
" 38:16 minutos. pequefias. Image Having concento ara tratar de
reparto 38:52 minutos. E4:  Son ocho personas entonces se multiplica por diez. pto, P .
: . . generalizarlas, se notan confundidos
E3: Pero son doscientas cuarenta personas, tienes que buscar un A . .
. ; L y distraidos, no quieren continuar con
Entrevista namero que multiplicado por ocho te de 240. esta Gltima prequnta
Entrevista E3: Yadéjala asi [se necesitan diez mesas grandes]. pregunta.
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ASUNTO: CONSTANCIA DE APLICACION E INFORME
DEL PROYECTO DE INVESTIGACION.

Chilpancingo, Gro. a 16 de mayo de 2018

A QUIEN CORRESPONDA:

L a suscrita, directora de la escuela primaria “Primer Congreso de Andhuac” con clave de centro de
trabajo 12DPR0O693B, ubicada en Manuel Acufia #1 Col. Universal de esta ciudad capital.

HACE CONSTAR QUE:

Durante el periodo comprendido del mes de enero a febrero del afio 2018, correspondiente al ciclo
escolar 2017-2018, se llevé a cabo en esta institucidn la aplicacién de los instrumentos de
exploracion de la investigacion titulada “Comprensién del concepto fraccién como razén a través
del modelo de Pirie y Kieren” , aplicacién a cargo del C. JHONATAN ARENAS PENALOZA, alumno de
la Facultad de Matematicas de la Universidad Auténoma de Guerrero.

Posterior a la aplicacién, con fecha 15 de mayo del mismo afio, se hizo llegar a esta direccion el
informe correspondiente a los resultados de la investigacidn citada.

Lo anterior a peticion del interesado y para lo usos y fines que a él correspondan.
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