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Introduccion

La investigacion que se reporta es de tipo cualitativo, de caracter exploratorio y descriptivo.
Tuvo como fin, explorar el pensamiento funcional que manifiestan estudiantes de quinto grado
de una escuela primaria urbana, de Zumpango, en el estado de Guerrero. El contexto del
estudio, fueron tareas que refieren a sucesiones con progresion aritmética de orden uno,
asociadas a patrones figurales. Con base en ello, se demand6 a los estudiantes de forma
implicita, establecer una generalizacion, a partir del reconocimiento de las relaciones presentes

entre dos cantidades que varian en una sucesion de patrones especifica.

El pensamiento funcional es una de las propuestas del enfoque de ensefianza conocido
como “algebra temprana” (Early Algebra en inglés), el cual consiste en la integracion del
pensamiento algebraico en las matematicas escolares, a fin de incrementar la comprension de
los nifios sobre los conceptos algebraicos, y la probabilidad de éxito en el estudio del algebra,
principalmente en secundaria (Kaput 1998: 2000). El desarrollo de este tipo de pensamiento es
una de las hebras clave del pensamiento algebraico, ya que es propicio para introducir y
desarrollar el &lgebra escolar, permitiendo un proceso de construccion, descripcion,
razonamiento y generalizacion sobre variables que se encuentran relacionadas (Blanton, 2008).
Involucra relaciones generalizadoras entre cantidades covariacionales y que representa el
razonamiento con esas relaciones a través del lenguaje natural, notacién algebraica
(simbdlico), tablas y graficos (Smith, 2008). El trabajo con patrones juega un papel fundamental
en el desarrollo de este tipo de pensamiento, en razén de que se constituyen en un poderoso
vehiculo para comprender las relaciones dependientes entre las cantidades que subyacen a las
funciones matematicas. La generalizacién es una caracteristica importante del pensamiento
funcional (Blanton et al., 2015) y es la maxima demanda cognitiva planteada a los estudiantes a
partir de las tareas, por encima de lo que establece el curriculum de educacion primaria en
México.

¢ Qué evidencian los resultados? que los estudiantes primaria, son capaces de

reconocer patrones (de recurrencia y de correspondencia), y establecer generalizaciones
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apoyados de las estructuras aditivas y multiplicativas. Asi también, que las tareas que
involucran a los patrones figurales jugaron un papel fundamental, ya que favorecieron el que
los estudiantes organizaran los casos, trabajaran con casos particulares, lo que derivé en el
reconocimiento del patron (de recurrencia y/o de correspondencia), y el establecimiento de
relaciones entre las dos variables involucradas, ayudando esta Udltima a deducir
perceptualmente y simbolicamente una estructura algebraicamente Util, esto es, una

generalizacion (implicita).

Para efectos de organizacion, la presente investigacion se reporta en seis capitulos. En
el primero se describe el problema y contexto de investigacion, fundamentalmente se abordan
diferentes antecedentes del estudio, se problematiza la importancia del pensamiento funcional
y se plantean las siguientes preguntas particulares de investigacion: a) ¢Qué tipo de
representaciones usan los estudiantes para expresar sus ideas acerca de una actividad que
refiere a sucesiones con progresion aritmética de orden uno? b) ¢Qué tipos de enfoques
funcionales y generalizaciones reconocen y establecen los estudiantes en una actividad de

sucesiones con progresion aritmética de orden uno?

El segundo capitulo presenta los fundamentos tedricos de la investigacion,
considerando conceptos y formas claves de analizar el pensamiento funcional. En el tercer
capitulo se aborda el contenido matematico de esta investigacion, que refiere a las
progresiones aritméticas de orden uno. Ademds, se presenta un analisis de contenido
matematico del curriculo de primaria, nivel educativo en el que se centra el estudio. Este
andlisis fue fundamental en el disefio de las tareas usadas en la exploracién, por las

consideraciones que confiere, desde la postura tedrica-metodolégica que lo sustenta.

El capitulo cuatro presenta los aspectos metodologicos en la que se sustenta la
elaboracion de las tareas y el analisis de los datos. En el capitulo cinco se muestran los
resultados de la investigacion. Finalmente, el capitulo seis discute conclusiones y reflexiones

finales.
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Capitulo 1

El Problema y contexto de investigacion

En este apartado se describe el problema y contexto de investigacion, fundamentalmente se
abordan diferentes antecedentes del estudio, se problematiza la importancia del pensamiento
funcional y se plantea la pregunta, objetivo y preguntas particulares de investigacion.

1.1. El &lgebratemprana como un enfoque de ensefianza

Las investigaciones en Educacion Matematica han abordado el problema del estudio del
algebra desde los primeros afios de escolaridad (e.g. Blanton & Kaput, 2005; Kaput, 1998,
2000; Rivera, 2013), a fin de desarrollar desde edades tempranas maneras de pensar y actuar
sobre objetos, relaciones, estructuras y situaciones matematicas. Se trata de un enfoque de
ensefianza, al que se le conoce como algebra temprana (Early Algebra en inglés). En términos
generales esta expresion considera el algebra desde una concepcién amplia que abarca el
estudio y generalizacion de patrones y relaciones numeéricas, el estudio de las relaciones
funcionales, el desarrollo y la manipulacion del simbolismo, el estudio de estructuras abstraidas
de célculos y relaciones, y la modelizacion (Kaput, 1998, 2000). En palabras de Kaput (2000)
se trata de una “algebrizacion del curriculo”, que consiste en la integracion del pensamiento
algebraico en las matematicas escolares. Comprende en definitiva la instrucciéon a estudiantes
de 6 a 12 afos tanto de pensamiento algebraico como de las relaciones algebraicas (Vergel,
2014).

El pensamiento algebraico temprano se remite a tres practicas (Blanton, Levi, Crites &
Dougherty, 2011; Brizuela & Blanton, 2014): la generalizaciéon, la representacion y el
razonamiento. Estas préacticas se derivan del trabajo de Kaput (Kaput, 2008, p.11) que describe

dos aspectos fundamentales del algebra:
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1) Aigebra como la simbolizacion sisteméatica de generalizaciones con base en
regularidades y restricciones, y;

2) Algebra como el razonamiento y las acciones sintacticamente guiadas sobre

generalizaciones que se expresan en sistemas simbélicos convencionales.
Estos aspectos atraviesan tres lineas longitudinales del algebra escolar:

e Algebra como el estudio de las estructuras y sistemas abstraidos de célculos y

relaciones (por ejemplo, algebra como aritmética generalizada);
e Algebra como el estudio de funciones, relaciones y la variacion conjunta, y;

e Algebra como la aplicacion de un conjunto de lenguajes de modelado para expresar y

apoyar el razonamiento acerca de situaciones siendo modelado.

La idea central que sugieren (Kaput, 1998, 2000, 2008; Blanton et al., 2011; Brizuela &
Blanton, 2014) es que el algebra temprana enriquece la ensefianza tradicional de las
matematicas, en los diferentes niveles educativos, facilitando a los alumnos un desarrollo
adecuado del Pensamiento algebraico. De esta manera se puede organizar la ensefianza de la
Aritmética y del Algebra evitando saltos, rupturas y cortes didacticos entre ambas; y se
establecen tres puntos bésicos para comenzar con el algebra temprana: Aritmética y

razonamiento numérico, Aritmética y razonamiento cuantitativo, Aritmética y funciones.

1.2. El dlgebratemprana en el ambito Nacional e Internacional

En el &mbito curricular, la NCTM (2000) plantea el desafio del tratamiento del algebra en el
curriculo de educacién primaria de Estados Unidos, desde un enfoque en el que més alla de
favorecer el trabajo algoritmico y manipulacion simbdlica en los estudiantes, se atienda a la
comprension de conceptos, las estructuras y principios que rigen la manipulacion de los
simbolos, asi también, de su uso para en él registrar sus ideas. Las expectativas que declara
para tercer, cuarto y quinto grado de primaria, en el marco del pensamiento algebraico
consisten de (NCTM, 2000, p.158):

e Comprender patrones, relaciones Yy funciones: describir, extender y hacer
generalizaciones sobre patrones geomeétricos y numéricos; representar y analizar

patrones y funciones, utilizando palabras, tablas y gréficos.
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e Representar y analizar situaciones y estructuras matematicas usando simbolos
algebraicos: identificar tales propiedades como conmutatividad, asociatividad y
distributividad y usarlas para calcular con nimeros enteros; representar la idea de una
variable como una cantidad desconocida usando una letra o un simbolo; expresar

relaciones matematicas usando ecuaciones.

e Utilizar modelos mateméticos para representar y comprender relaciones cuantitativas:
modelar situaciones probleméticas con objetos y usar representaciones tales como

gréficos, tablas y ecuaciones para sacar conclusiones.

e Analizar cambios en varios contextos: investigar como un cambio en una variable se
relaciona con un cambio en una segunda variable; identificar y describir situaciones

con tasas de cambio constantes o variables y compararlas.

Con base en ello, se espera que al culminar esos grados de escolaridad, los estudiantes
sean capaces de comprender patrones, relaciones y funciones, asi como también representar y
analizar situaciones y estructuras matematicas, utilizando simbolos algebraicos y modelos
matematicos para comprender relaciones cuantitativas.

En el curriculum de primaria en México por su parte, el enfoque de ensefianza del
algebra temprana se reconoce a partir de la reforma educativa de 2011, a través de los
contenidos matematicos, mas que en los estandares curriculares establecidos para ese nivel
educativo. Se articulan al eje Sentido Numérico y Pensamiento Algebraico (SN-PA) y de
manera mas especifica, en el programa de matematicas y en los libros Desafios Matematicos
para el alumno y Desafios Matematicos para el profesor, distribuidos por la SEP (Cabafas-

Sanchez, Salazar & Nolasco-Hesiquio, 2017).

Los contenidos relativos al eje SN-PA se orientan a potenciar el desarrollo del
pensamiento algebraico temprano, de primero a sexto grado de primaria. Aluden a los fines
mas relevantes del estudio de la aritmética y del algebra:

e La modelizacién de situaciones mediante el uso del lenguaje aritmético. Encierra los
tres aspectos esenciales alrededor de los cuales gira, en la educacién basica, el
estudio de la geometria y la medicion.

e La exploracion de propiedades aritméticas que en la secundaria podran ser
generalizadas con el algebra.

e La puesta en juego de diferentes formas de representar y efectuar célculos.
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En el contexto de las investigaciones en México sobre pensamiento algebraico
temprano, se ha caracterizado el tipo de tareas que lo potencian, desde el libro de texto de
matematicas de primaria (e.g., Cabafias-Sanchez, Salazar & Nolasco-Hesiquio, 2017; Lépez-
Mojica y Martinez, 2017; Salazar, 2017). En ese mismo marco institucional, Aké (2017)
reconoce en los libros de texto de mateméaticas de primaria, el caracter algebraico de la
actividad matemaética y las tareas que permiten promover el razonamiento algebraico en dicho
nivel educativo. Lépez-Mojica, Cardenas, Sanchez y Aceves (2017) por su parte, evidencian el
pensamiento algebraico desarrollado por nifios con sindrome de Down, con base en los

procesos cognitivos de construccion de un patron geométrico.

1.3. El pensamiento funcional como una de las hebras claves del pensamiento

algebraico

Como se afirma en Tanigh (2011), el pensamiento funcional es una de las hebras claves del
pensamiento algebraico y ademas, es considerado un tema importante y central en
matematicas. Este tipo de pensamiento (Blanton, Brizuela, Gardiner, Sawrey & Newman-
Owens, 2015), implica: (a) generalizar las relaciones entre cantidades covariantes; (b)
representar y justificar estas relaciones de multiples maneras usando lenguaje natural, notacién
variable, tablas y graficos; y (c) razonar con fluidez con estas representaciones generalizadas
para comprender y predecir el comportamiento funcional. Incluye, pero no restringe, el
pensamiento con notacién algebraica, y se puede incorporar, ademas, el uso del lenguaje
natural (oral y escrito), las tablas y los gréficos (Fuentes, 2014). Por lo que es propicio para
introducir y desarrollar el algebra escolar, permitiendo un proceso de construccion, descripcion,
razonamiento y generalizacion sobre variables que se encuentran relacionadas (Blanton, 2008).

Este tipo de ideas, como sostiene Radford (2018),

. van en contra de la concepcién curricular tradicional de que el algebra sélo se puede aprender
después de que los alumnos tengan un conocimiento suficiente de aritmética, lo que excluyg,
hasta hace poco, el algebra de la escuela primaria en muchos curriculos de todo el mundo...”
(Radford, 2018, pp. 4-5).

Existe una conexion estrecha entre el algebra temprana con el pensamiento funcional,
pues se considera que el estudio de las funciones es un punto de entrada importante en el
pensamiento algebraico temprano (Carraher & Schliemann, 2007). Esto ha sido respaldado
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desde los estandares de aprendizaje de los Estados Unidos para los grados elementales (e.g.,
NCTM, 2000). Esta conexion con el algebra temprana asegura la importancia de las funciones
en los grados elementales, plantea ademas, preguntas importantes con respecto a la
naturaleza de la comprensiéon de las relaciones funcionales de los nifios y como surge esta
comprension (Blanton et al., 2015).

La investigacion ha evidenciado (e.g. Blanton & Kaput 2004; Blanton, et al, 2015;
Tanigh, 2011) que cuando el curriculo y la ensefanza dan la oportunidad a los nifios pequefios
de involucrarse en el pensamiento funcional desde los grados inferiores, son capaces de
transitar linglisticamente de los registros icénicos y de lenguaje natural desde preescolar, a los
sistemas simbodlicos de notacion de grado tres. De otra parte, Blanton y colaboradores (2015)
sostienen que las practicas del pensamiento algebraico temprano -generalizar, representar,
justificar y razonar con relaciones matematicas y estructura- pueden integrarse con éxito en los

grados elementales inferiores.

En ese contexto, la investigacion ha documentado que los nifios de preescolar (e.g.,
Blanton y Kaput, 2004) reconocen patrones en datos. En primaria (Blanton 2008; Cafiadas,
Brizuela & Blanton, 2016; Carraher, Schliemann & Schwartz, 2008; Kaput & Blanton 2005;
Vergel, 2014), se ha evidenciado cémo los nifios desarrollan y usan una variedad de
herramientas de representacion para razonar sobre las funciones, pueden describir en palabras
y simbolos relaciones recursivas, covariacionales y de correspondencia en datos, asi como
usar lenguaje simbdlico para modelar y resolver ecuaciones con cantidades desconocidas.
Otros estudios (e.g., Jurdak & El Mouhayar, 2014; Cafadas y Fuentes, 2015; Morales,
Cafiadas, Brizuela & Gomez, 2016) han aislado y caracterizado el tipo de estrategias que
desarrollan nifios de primaria mientras trabajan con patrones figurales. Destacan las de conteo,
fragmentacion, recursiva, funcional y objeto entero (Jurdak & EI Mouhayar, 2014), operatoria,
particularizar, de relacién directa e inversa, respuesta directa e inadecuada (Morales et al.,
2016), entre otras.

Cafiadas et al. (2016) documentan cémo los estudiantes de segundo grado comprenden
y representan relaciones funcionales de la forma y = 2x. Reconocen la relacién como una regla
de correspondencia, logrando la generalizacion de manera verbal, haciendo uso de estrategias

como: "contando por dos" y/o "duplicando”.

Tanigh (2011) por su parte, documenta como los estudiantes de quinto grado de

primaria a pesar de las diferencias en su nivel de logro, descubren la relacién de
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correspondencia al trabajar con tablas de funciones lineales y generalizan esta relacion. Con
base en ello, afrma que los estudiantes pensaron en la covariacion mientras trabajaron con
tablas. También muestra las formas alternativas de pensar de los estudiantes en la
generalizacion de la relacion de correspondencia. Reconocen, que se presentan cuando los
estudiantes se enfocan en analizar las tablas y construir un patrén mediante la determinacion
de la diferencia entre cada variable dependiente y su correspondiente variable independiente
(f(n) — n = g (n)), exhibiendo una manera alternativa de generalizacion de la forma n +

g @) = f ).

El estudio longitudinal de tres afos (desde grado 3 a 5) de Stephens y colaboradores
(2017) evidencia que las habilidades de los nifios para generalizar y representar relaciones
funcionales incrementan. Afirman que este tipo de pensamiento puede servir como un aspecto
importante de entrada en el algebra por su implicaciéon en la generalizacion de relaciones entre
cantidades; al representar esas relaciones de multiples maneras usando lenguaje natural,
notacion algebraica formal, tablas y graficos; y para razonar con fluidez con estas
representaciones para interpretar y predecir el comportamiento de la funcion.

Rivera y Becker (2011) por su parte, evidencian la mejora gradual en la capacidad que
desarrollan los estudiantes para generalizar el patron figural a numérico y viceversa, a través
de un estudio longitudinal de tres afios (de sexto a octavo grado) en el contexto de
generalizaciones de patrones figurales. Destacan el desarrollo del pensamiento multiplicativo
de los estudiantes en la generalizacion de patrones y el significativo papel de la mediacion

sociocultural en el fomento del crecimiento en las practicas de generalizacion.

1.4. Planteamiento del problema

El desarrollo del pensamiento funcional en la educacion primaria es una propuesta novedosa
para la introduccion del concepto de funcion, pretendiendo aminorar las dificultades del algebra
escolar en los grados posteriores, aumentando la probabilidad de éxito en el algebra formal.
Esto es posible debido a que el pensamiento funcional se ha conceptualizado ampliamente,
para incorporar la construccioén y la generalizacion de patrones y relaciones, utilizando diversas
herramientas linguisticas y representacionales y el tratamiento de relaciones generalizadas o
funciones gue resultan como objetos mateméticos utiles por derecho propio (Blanton & Kaput,
2011). La investigacion ha documentado ademas, que una de las actividades que apoyan el
desarrollo del pensamiento funcional en los primeros grados son los patrones, pues son un

poderoso vinculo para entender las relaciones dependientes entre las cantidades que subyacen
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a las funciones matematicas (Tanigh, 2011). Particularmente, el uso de tareas con patrones
figurales permite en los estudiantes la emergencia de diferentes tipos de estructuras
algebraicamente Utiles.

Los patrones figurales implican a las formas como los objetos principales de una generalizacion. Al
igual que con todas las formas en mateméticas, se analizan en términos de sub configuraciones o
partes o componentes que operan o tienen sentido dentro de algunas estructuras interpretadas.
(Rivera, 2013, p.66).

Los estudios internacionales revelan, como los nifios de primaria desarrollan ideas
algebraicas tempranas, usando diferentes representaciones y notaciones simbdlicas, apoyados
de estructuras como la aditiva y la multiplicativa (e.g. Blanton & Kaput, 2004; Rivera & Becker,
2011; Tanigh, 2011; Rivera, 2013). También, se han reportado dificultades al momento de
generalizar en relaciones funcionales (Tanigh, 2011), y que la mayoria de los estudiantes
tienden a identificar la relacién de recurrencia, impidiendo llegar a la generalizacion (Blanton &
Kaput, 2015).

Sin embargo, se sabe relativamente poco, acerca del pensamiento funcional
desarrollado por nifios mexicanos y de las representaciones que construyen para arribar a
ellas. Se requiere mayor evidencia desde la investigacion, acerca de la forma en que los
estudiantes de primaria en Meéxico, reconocen patrones en sucesiones, del tipo de
representaciones que usan, de las relaciones que establecen en ese contexto y cémo las
expresan. Este trabajo, esta enfocado en este problema, y se plantea la pregunta de
investigacion siguiente ¢De qué manera los estudiantes de primaria evidencian el pensamiento

funcional?

Objetivo: Analizar el pensamiento funcional de estudiantes de quinto grado de primaria
en tareas que refieren a sucesiones de figuras con progresion aritmética de orden uno.

Con este fin, se abordan las siguientes preguntas particulares de investigacion:

a) ¢Qué tipo de representaciones usan los estudiantes para expresar sus ideas acerca de

una actividad que refiere a sucesiones con progresion aritmética de orden uno?

b) ¢Qué tipos de enfoques funcionales y generalizaciones reconocen y establecen los

estudiantes en una actividad de sucesiones con progresion aritmética de orden uno?
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Capitulo 2

Fundamentos Tedricos

El estudio se enmarca en el pensamiento funcional que evidencian nifios de primaria al resolver
tareas que refieren a sucesiones de figuras con progresion aritmética de orden uno. Toma
como base, las relaciones que establecen entre cantidades variantes y como las generalizan,
los tipos de representaciones que usan para expresar estas relaciones y cémo las justifican, asi

también, sus formas de razonamiento en ese ambito.

2.1. Pensamiento funcional y tipos de relaciones funcionales

El estudio del pensamiento funcional se considera de suma importancia por dos grandes
razones: 1) es un tema importante y central en matematicas, y 2) se concibe como una de las
hebras clave del pensamiento algebraico porque implica establecer generalizaciones a partir de

como se relacionan los datos dentro de una situacion funcional.

El pensamiento funcional se entiende en el sentido de Smith (2008), quien lo define
como:
El pensamiento representacional que se enfoca en la relacién entre dos (0 mas) cantidades
variables, especificamente los tipos de pensamiento que conducen desde relaciones especificas
(incidencias individuales) a generalizaciones de esa relacion entre instancias. La parte de
razonamiento algebraico del pensamiento funcional ocurre cuando los nifios inventan sistemas de

representacion apropiados para representar una generalizacion de una relacién entre cantidades
variables. (p.143)

También se refiere a las ideas de cambio cualitativo, cambio cuantitativo, relaciones
entre estos cambios y estas relaciones para resolver problemas (Warren y Cooper, 2005, en
Cafadas et al., 2016).

La génesis del pensamiento funcional “comienza cuando un individuo se involucra en
una actividad, elige prestar atencion a dos o mas cantidades variables, y luego comienza a
enfocarse en la relacion entre esas cantidades” (Smith, 2008, p.45). Es decir, involucra

relaciones generalizadoras entre cantidades covariacionales y que representa el razonamiento

20



con esas relaciones a través del lenguaje natural, notacion algebraica (simbdlico), tablas y
graficos.

En una relacién funcional, los valores de una variable (variable dependiente) varian
segun los valores de la otra (variable independiente). Atendiendo a ambos tipos de variables,
se distinguen entre “relacion funcional directa” y “relacién funcional inversa”, segun si se
conoce el valor de la variable independiente y se desconoce el de la variable dependiente, o

viceversa (figura 2.1).

Valor conocido Valor desconocido Relaciéon Funcional
Variable independiente 2| Variable dependiente Directa
Variable dependiente | Variable independiente Inversa

Figura 2. 1. Relacioén funcional directa e inversa.

2.2. Enfoques funcionales: Modos de analizar patrones y relaciones entre

cantidades

El contexto del estudio son situaciones que refieren a sucesiones de figuras con progresion
aritmética de orden uno. Las figuras de estas sucesiones, estan construidas de una manera
bien definida, y siguen una regla o patrén predecible en su construccion.

En el andlisis del pensamiento funcional, lo variacional es fundamental, de ahi que, se
adopten los enfoques funcionales como modos de analizar patrones y relaciones entre
cantidades (Pinto & Cafiadas, 2018; Pinto 2016; Tanigh, 2011; adaptado de Smith, 2008):

Recursividad: Implica reconocer la variacion o el valor del patron (patron recursivo)
dentro de una secuencia de valores, enfocandose soOlo en una de las variables
involucradas. Por ejemplo, si la relacion involucra dos variables (dependiente e
independiente), la recursividad se daria: “cuando el valor de patrén de la variable

dependiente aumenta "x" unidades” o “cuando el valor de la variable independiente

aumenta "y" unidades”.

Covariacién o pensamiento covariacional: Implica reconocer la variacion o el valor del
patrén (patrén recursivo) dentro de una secuencia de valores, enfocandose en todas las

variables involucradas. Si la relacion involucra dos variables (dependiente e
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independiente), la covariacion se centraria en la variacion de las dos variables

simultaneamente, es decir, “cuando el valor de patron de la variable dependiente

aumenta "x" unidades, el valor de la variable independiente aumenta” "y" unidades, o

viceversa.

Correspondencia: Consiste en reconocer la correlacion entre los pares correspondientes
de las variables involucradas. Si la relacion involucra dos variables (dependiente e
independiente), la correspondencia se daria “si el valor de patron de la variable

"

dependiente es "x", el valor de la variable independiente es "y"”, o viceversa.

Se ejemplifican los enfoques funcionales, con base en la tarea 1 del instrumento de
exploracion de este trabajo (figura 2.2). La tarea, sitla al estudiante en una relacion funcional
de dos variables: niamero de figura (variable independiente) y nimero de fésforos (variable
dependiente). Dadas ciertas condiciones y etapas figurales de los patrones, se espera que
identifique una regularidad para determinar términos consecutivos y no consecutivos (cercanos
y/o lejanos). A partir de ello, que exprese y/o represente la relacion funcional directa de la forma
f(n) =3n+1.

Numero de Cantidad de

. figura fosforos —
Covariacion B Recursividad
El foco esta dado por los Centrada en el valor de
cambios entre las ,l30)+1 4N una variable, ya sea
variables, al mismo 1N 2 32)+1 7 /13 dependiente o

tiempo. Ejemplo “cuando independiente. Por

el nimero de la figura gjemplo “la cantidad de
aumenta en 1, el niumero fosforos va aumentando
de fosforos aumenta en 3”. n —1 5 3n+1 de tres en tres”.

3 33)+1 10

Correspondencia
Centrada en la relacion
entre variables. Por
gjemplo: “si el niimero
dela figura es 3. la
cantidad de fosforos es
10™.

Figura 2. 2. Ejemplo de enfoques funcionales (Pinto & Cafadas, 2018; Pinto 2016; Tanigh, 2011;
adaptado de Smith, 2008).
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2.3. Patrones matemaéaticos

Una de las actividades que apoyan el desarrollo del pensamiento funcional en los primeros
grados son los patrones. Las actividades con patrones son un poderoso vinculo para entender
las relaciones dependientes entre las cantidades que subyacen a las funciones matematicas
(Tanmigh, 2011).

Un patrén corresponde a una situacion que se repite con cierta regularidad (Castro,
1995). El concepto de patron matematico se concibe en el sentido de Mulligan y Mitchelmore
(2009), como “cualquier regularidad predecible, normalmente involucrando relaciones
numeéricas, espaciales o logicas” (p.34). Estos investigadores sostienen ademas, que en la
infancia temprana, los patrones que los nifios experimentan incluyen patrones de repeticion,

estructurales espaciales y de crecimiento.

Particularmente, el uso de tareas con patrones figurales permite en los estudiantes la

emergencia de diferentes tipos de estructuras algebraicamente utiles.

Los patrones figurales implican a las formas como los objetos principales de una generalizacion. Al
igual que con todas las formas en mateméaticas, se analizan en términos de sub configuraciones o
partes o componentes que operan o tienen sentido dentro de algunas estructuras interpretadas.
(Rivera, 2013, p.66)

Los patrones figurales estan regidos mediante un patrén numérico. Un patrén
numérico, de acuerdo con Bishop (2000), consiste de “una secuencia de numeros en la que
existe una regla bien definida para calcular cada nimero a partir de los nUmeros anteriores o
desde su posicién en la secuencia” (p.110). En un patrén figural, los numeros se relacionan con
una secuencia de figuras, en las que cada una de estas figuras se deriva de la figura anterior
mediante algun procedimiento bien definido. Se dice que un patron figural es lineal si cada
namero se obtiene al agregar un incremento constante al nimero anterior o, de forma

equivalente, si cada nimero es una funcion lineal de su posicion en la secuencia.

2.4. Generalizacion y Generalizacion de patrones

De otra parte, las tareas o situaciones que implican a la generalizacion, pueden considerarse
como una forma para introducir a los estudiantes al algebra. En particular, “la generalizacion a
través de patrones y el uso de funciones son una herramienta Util para introducir aspectos

algebraicos en la escuela elemental, y un punto de partida para familiarizar a los nifios de este
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nivel con la notacion algebraica” (Aké, 2013, p.37). Por ello, una de las demandas cognitivas
gue plantean las tareas a los estudiantes en este trabajo, es la generalizacion de patrones (GP)
en el marco de patrones figurales con sucesiones aritméticas de orden uno (o relacién funcional
lineal). De manera que el concepto de generalizacion es basico en este trabajo. Y se entiende
en el sentido de Davydov (2008), quien la define como:

La generalizacion implica la blsqueda de alguna propiedad invariante dentro de una clase de
objetos.... En general, como algo recurrente o estable, es una invariante definida de las diversas
propiedades de un tipo dado de objetos, es decir, es esencial. En muchos trabajos, los términos
"general" y "esencial" se usan indistintamente: "Para identificar los atributos como esenciales, se
debe encontrar que son generales o comunes a un cierto conjunto de objetos pero no a otro
conjunto de objetos. (p.74)

2.5. Estructura matemaética y tipos de generalizacion

La estructura matematica es fundamental en la generalizacion de patrones, y ambos, son
sustanciales en el aprendizaje temprano de las mateméaticas (Mulligan & Mitchelmore, 2009).
La generalizacion de patrones implica para el estudiante, coordinar sus capacidades
inferenciales perceptivas y simbdlicas para la construccion y justificacién de una estructura

plausible y algebraicamente util (Rivera, 2010).

Por estructura matematica, se comprende como “la identificacién de propiedades
generales que se instancian en situaciones particulares como relaciones entre elementos”
(Mason, Stephens y Watson, 2009, p.10). Esta estructura matematica puede inferirse a través
de las representaciones (simbdlicas, verbales o gestuales) a las que el estudiante recurre para
establecer una generalizacion, mas especificamente en el desarrollo de esas estructuras dado
gue no siempre pueden ser capaces de establecerlas. De otra parte, las estructuras que
construyen los nifios de primaria, son incipientes, como las denomina Rivera (2013), en las que
transitan de lo gestual/verbal para expresarlas en términos de las estructuras aritméticas.

Rivera (2010, citado por Rivera y Becker, 2011) destaca dos formas basicas algebraicas
de desarrollar una generalizacion de patrones que involucra patrones figurales de acuerdo a la

estructura matematica:

1) Generalizaciones constructivas: Son aquellas que los alumnos construyen a partir de
las etapas conocidas en un patrén figural como resultado de percibir cognitivamente
las figuras de manera independiente, es decir, como partes constituyentes no

superpuestas.
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2) Generalizaciones deconstructivas: Son aquellas que los alumnos construyen a partir
de las etapas conocidas como resultado de la percepcién cognitiva de figuras como
constituyentes superpuestos o por partes, es decir, realizan un proceso combinado de
suma y resta que cuenta por separado cada sub-configuracion y quita partes (lados o
vértices) que se superponen.

Estos tipos de generalizacion refieren a formulas polinébmicas aditivas o multiplicativas,

gue pueden expresarse de forma estandar o no estandar, se considera estandar cuando los
términos de la formula polindmica estan en forma simplificada, mientras que la no estandar

contiene términos que se pueden simplificar mas.

2.6. Representaciones

En razén de que el pensamiento en general, y el pensamiento funcional en particular, se
evidencia a través de las formas de razonamiento, las representaciones desempefian un papel
importante en hacerlo visible. En el estudio del pensamiento funcional, son Utiles para
reconocer cOmo los nifios expresan y justifican relaciones entre cantidades covariantes. Rico
(2009) concibe al hecho de representar como una practica que comprende una multiciplidad de
opciones. Sostiene, que la representacion es mas que un acto o estado mental, mas bien, lo
concibe como:

“...un acto creador, consiste en cambiar de aspecto un mismo dato para verlo de otro modo. No se

trata de un cuadro mental, interior e incomunicable, sino el esfuerzo por recoger la polisemia de lo

percibido, el desplazamiento que permite modificar su aspecto. No es un estado sino una practica,
una técnica, una manera de tratar lo percibido y lo pensado...” (Rico, 2009, p. 10).

En este sentido, las representaciones y la forma en que se conciben, refieren a ambitos
0 contextos diversos. En matematicas, comprenden a las notaciones simbdlicas o graficas o
bien, expresiones verbales, con las que se hacen presentes y se nombran conceptos y
procedimientos, asi como las caracteristicas invariantes, propiedades y relaciones mas
relevantes (Lupiafiez, 2016). De manera que cada concepto 0 estructura matematica necesita
para su total comprension, del empleo y juego combinado de mas de un sistema de
representacion.

2.7. Sistemas de representacion

Lupiafiez (2016) reconoce que las representaciones pueden organizarse, segun sus
caracteristicas y propiedades, en diferentes sistemas de representacion. Distingue ademas,
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dos grandes familias de sistemas: las representaciones simbolicas, y las gréaficas.

“Las simbodlicas incluyen simbolos alfanuméricos que se emplean con unas reglas de
procedimiento. Las representaciones graficas son de tipo figurativo y también disponen de unas
reglas de composicion y de unos convenios de interpretacion” (Lupiafiez, 2016, p.120).

La cantidad y tipos de sistemas de representacion dependen del concepto que se
trabaje, por ejemplo, para las sucesiones de numeros naturales es usual distinguir cuatro
sistemas de representacion: numérico, grafico, algebraico y verbal (Cafiadas, 2007) (Ver figura
2.3). El sistema de representacion numérico contiene tres representaciones: la numeérica
simple, el desarrollo numérico y la tabla de valores (tabular). En el sistema grafico estan las
representaciones recta numeérica, ejes cartesianos y configuraciones discretas (pictorica). El
sistema algebraico incluye las representaciones de ley de recurrencia y forma polindmica.
Finalmente, el sistema de representacion verbal es aquel que esta regido por el uso del
lenguaje cotidiano.

S. REPRESENTACION DE LAS

SUCESIONES DE NUMEROS
NATURALES

Numérico |<—>| Grifico |« »| Algebraico 4—’
Numérica simple Recta Ley de recuniencia
numérica
Desagc_)llo Ejes Forma
numeérico : | indmic
cartesianos polindmica
L] Talila‘ de Configuraciones
valores discretas

Figura 2. 3. Sistemas de representaciones de las sucesiones de nimeros naturales (Cafadas, 2007,
p.122).

A continuacion, se muestran ejemplos de los distintos sistemas de representacion de la
sucesion de niumeros pares.

2.7.1. Sistema de Representacion Numeérico

Considérese los primeros términos de la sucesion de nUmeros pares en:

e Representacion numeérica simple: 2,4, 6,8, ...

e Representacion desarrollo numérico: 2,2 +2,2 +2+ 2,2 +2+2+2, ...

e Representacion tabla de valores (Tabular):
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Tabla 2.1. Primeros términos de la sucesion de niumeros
pares en su representacion tabular

n 1 2 3 4

fm)|2| 4| 6|8

2.7.2. Sistema de Representacion Grafico

e Representacion recta numérica

Figura 2. 4. Primeros términos de la sucesion de los nimeros pares en su representacion recta
numeérica.

e Representacion plano cartesiano: Considérese que la variable independiente es el lugar que

ocupa un término en la sucesion y la variable dependiente es el término del mismo (figura
2.5)

Figura 2. 5. Primeros términos de la sucesion de los nimeros pares en su representacion plano
cartesiano.

e Representacion configuraciones discretas (Pictérica)

N, XN, N Y\
“/ AL VAN

Figura 2. 6. Primeros términos de la sucesion de los niUmeros pares en su representacion pictérica
(SEP, 2011h, p.58)
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2.7.3. Sistema de Representacién Verbal
Se sirven del lenguaje natural para referirse a los conceptos y procedimientos matematicos a
representar. En el caso de los protocolos que llevan a cabo los estudiantes al resolver una

tarea, permiten expresar el proceso de razonamiento de forma secuencial (Cafadas y

Figueiras, 2011). En nuestro ejemplo, sera “sucesion de numeros pares”

2.7.4. Sistema de Representacién Algebraico
El término general de la sucesién de los nUmeros impares se puede expresar algebraicamente

mediante:

e Representacion ley de recurrencia: a,.,; = a, +2,a, = 2
¢ Representacion expresion polinémica funcional: a,, = 2n

En nuestra investigacion también se consideran las representaciones multiples, ya que
en diferentes investigaciones referentes al pensamiento funcional se han reportado este tipo de

representaciones.

2.7.5. Representaciones Multiples

Van Somersen (1998, citado por Cafladas, Castro y Castro, 2011) consideran las
representaciones multiples como aquellas que resultan de la combinacién de dos o mas

representaciones.
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Capitulo 3
Contenido y analisis de contenido

matematico

Un método que se ha venido utilizando desde hace varios afios en la investigacion en
Matematica Educativa, es el Andlisis de Contenido. Su uso se justifica porque se constituye en
una herramienta poderosa para establecer y estudiar la diversidad de significados escolares de
los conceptos y procedimientos de las matematicas que aparecen en un texto. El contenido
matematico de esta investigacion refiere al concepto de progresiones aritméticas de nimeros

naturales de orden uno.

3.1. Contenido Matematico

El contenido matematico de esta investigacion refiere al concepto de progresiones aritméticas

de nimeros naturales de orden uno.

Los conceptos son los componentes de nuestro pensamiento, aquello con lo que
pensamos. Son cruciales para entender e interpretar procesos mentales y psicoldgicos tales
como categorizacion, inferencia, memoria, aprendizaje y decision.

3.1.1. Progresion Aritmética
Por progresion aritmética se entiende como “... toda sucesion de numeros tales que uno

cualquiera de ellos es igual al anterior afiadiéndole un ndmero fijo d, positivo 0 negativo,
denominado razén de la progresion”. Una progresion aritmética se indica mediante los

elementos que la forman asi:

ay,az,0a3,..., Ap_q1 0y

Estos elementos reciben el nombre de términos y la sucesién que forma puede ser
creciente o decreciente seginsea d > 00 d < 0, también puede ser finita o infinita.
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Una progresion aritmética es una sucesion particular a las que también se les conoce
con el nombre de progresiones por diferencia en cuyo caso la razon d recibe el nombre de
diferencia... (Garcia, 2005)

3.1.2. Progresiones Aritméticas de Orden Superior

Un concepto mas general que el de progresion aritmética ordinaria (presentado anteriormente),
es el de progresion aritmética de orden superior.

Se denomina progresion aritmética de orden p a la sucesion de niUmeros resultantes de
calcular los valores numeéricos de un polinomio de grado p para valores enteros consecutivos
de su variable (Garcia, 2005, p.258)

El polinomio del cual surge la progresion es el término general de la misma, es decir:

an = Co.XP +¢o.xP + -+ + cp, siendo los c; nimeros conocidos

3.1.3. Progresiones Aritméticas de orden uno

Las progresiones aritméticas de primer orden (orden 1), que son las progresiones aritméticas
ordinarias, tienen como término general a,, = cy.x + ¢;. En efecto, si se asignan a x los valores

enteros consecutivos 0, 1,2,..., se obtiene:
C1.Co+ €1. 2¢9 + €1. 3¢q ... progresion aritmética ordinariacona, = c;y d = cg

De acuerdo con estas definiciones, las progresiones aritméticas de nimeros naturales
de orden uno son sucesiones de niumeros naturales cuyo término general se corresponde con
una funcion polindmicas de primer grado. También llamadas sucesiones de niUmeros naturales
lineales o simplemente sucesiones lineales (Stacey, 1989).

3.2. Andlisis de contenido matematico

Para comprender la estructura conceptual, los significados y representaciones de este
concepto, se analizé el contenido matematico del curriculo de primaria, nivel educativo en el
gue se centra el estudio. Este andlisis fue fundamental en el disefio de las tareas usadas en la
exploracion, por las consideraciones que confiere, desde la postura tedrica-metodoldgica que lo
sustenta.
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El andlisis de contenido matemético toma como base la propuesta de organizadores
curriculares planteada en Rico y Fernandez-Cano (2013) y en Rico y Moreno (2016),
centrandonos principalmente, en la estructura y analisis formal, los sistemas de representacion
y la fenomenologia, entendida como sentidos y modos de uso en los que el contenido de las

progresiones aritméticas de nimeros naturales de orden uno tiene su campo de problemas.

El analisis se avoca en los diferentes modos de expresion y de uso del elemento
matematico, las conexiones con distintas estructuras, la utilizacién de diferentes procedimientos
y la diversidad de problemas que pueden interpretarse, abordarse y resolverse, como plantean
Cifuentes y colaboradores (2014).

A continuacion, se describen los tres organizadores que conforman el andlisis de
contenido.

Estructura conceptual. En este organizador, se identifican los aspectos formales y los
cognitivos con que se caracterizan y describen los contenidos objeto de estudio, que en

este trabajo, refieren a progresiones aritméticas de orden uno (o sucesiones lineales).

“Los aspectos formales se establecen en términos de nociones, conceptos, propiedades,
razonamientos y demostraciones matematicas. Los aspectos cognitivos se especifican en

términos de la dicotomia conceptual/procedimental” (Rico, 2016, p. 161).

Lo conceptual /procedimental se analiza en términos de las destrezas, algoritmos,

razonamientos y estrategias, articuladas precisamente con el concepto sucesiones
lineales.

Sistemas de representacion. Los sistemas de representacion refieren a las diferentes
maneras en las que se puede representar el concepto y sus relaciones con otros.

Fenomenologia. La fenomenologia implica a aquellos fenédmenos (contextos, situaciones
o problemas) que pueden dar sentido al concepto y modos de uso.

3.2.1. Analisis de contenido de las progresiones aritméticas de numeros
naturales de orden uno

El andlisis del contenido de las progresiones aritméticas de nimeros naturales de orden uno,
en este trabajo, toma como base los planteamientos curriculares de la educacion primaria
mexicana. En ese contexto, se revisé el Plan de estudios de la escuela basica (primaria) (SEP,
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2011a), los programas de matematicas de primero a sexto grado publicados por la Secretaria
de Educacioén Pudblica (SEP, 2011b; SEP, 2011c; SEP, 2011d; SEP, 2011e; SEP, 2011fy SEP,
20119g), asi como libros de texto Desafios Mateméaticos para el alumno (SEP, 2014a; SEP,
2014b; SEP, 2014c; SEP, 2014d; SEP, 2014e y SEP, 2014f) y los del profesor (SEP, 2014g;
SEP, 2014h; SEP, 2014i; SEP, 2014j; SEP, 2014k y SEP, 2014l).

La revision al plan de estudios de primaria y de los programas de matematicas, se
reconoce que el tema de las progresiones aritméticas forma parte de los contenidos del eje
Sentido Numérico y Pensamiento Algebraico. Este tema se estudia a lo largo de los seis grados
escolares de primaria, a través de patrones numéricos y figurales, con el fin de desarrollar
habilidades en el reconocimiento del patrones recursivos y de correspondencia. Por cuanto al
libro Desafios Matematicos para el alumno y para el profesor, es donde se evidencia el tipo de

estructura conceptual, los sistemas de representacion, y los sentidos y modos de uso.

3.2.1.1. Estructura conceptual

Para construir la estructura conceptual de las progresiones aritméticas de numeros naturales
de orden uno, se centré en el estudio de la estructura matematica que configura el propio
concepto. Con base en ello, se establecieron los conceptos y procedimientos que los articulan.
En el campo conceptual, se identificaron (a) los elementos de una progresion aritmética; (b) las
relaciones que existen entre ellos, y (c) las propiedades que puede tener una progresion. En el
campo procedimental, los conocimientos se enuncian en (a) destrezas; (b) razonamientos, y (c)

estrategias.

Campo conceptual

En el marco de este campo, se analizaron qué propiedades, elementos y relaciones configuran
a las progresiones aritméticas como estructura matematica. Se establecieron las propiedades
siguientes: monotonia, recurrencia, finitud, convergencia y acotacion. Por cuanto a los
elementos de las progresiones, el andlisis se centr6 en los términos concretos de las
progresiones aritméticas (aj = términos k — ésimos) y el término general de la misma (a,,). En
las relaciones se consideraron las relaciones que existen entre los elementos de las

progresiones aritméticas: 1) la relacion que se puede establecer entre los términos k — ésimos

de la sucesion y 2) entre los términos k — ésimos y el término general.

En los libros de texto analizados, el estudio de las progresiones aritméticas de orden
uno cumplen las propiedades siguientes: monotonia creciente, creciente y estacionaria
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(sucesiones constantes); recurrentes; finitas e infinitas; convergentes y divergentes, y acotadas
(superiormente y/o inferiormente). Por cuanto a los elementos, se reconoce que a los
estudiantes la maxima demanda cognitiva que el curriculum de primaria les plantea, es la
determinacion términos concretos de las progresiones aritméticas, omitiendo la generalizacion
(determinacion del término general). Respecto de las relaciones, se reconoce a la relacion que
se puede establecer entre los términos k — ésimos de la sucesion, promoviendo la recurrencia y

a la identificacion del patron.

En los libros de matematicas para el maestro, se definan conceptos asociadas a las
sucesiones lineales. En primer grado por ejemplo, se definen conceptos como: sucesion
numeérica, modelo, patrén y secuencia de figuras. En segundo, definen el término de sucesion,
sucesiones con progresion aritmética y nuevamente introducen el de patrén. En cuarto grado,
aparece nuevamente el concepto de sucesion, asi como el significado de término de una
sucesion (figura 3.1).

- {2 & v ﬁ 4 sotones - . N 5
~ mem [nesiady
Una sucesién numérica es una secuencia ordenada de nimeros que presenta

alguna regularidad, ya sea de forma ascendente o descendente. Las sucesiones con progresién aritmética son aquellas en las que la diferencia
O \ J O entre dos términos consecutivos es constante, Por ejemplo, en la sucesién 1, 5,
9,13, 17...., se puede decir que la diferencia constante es cuatro, por lo que des-
D D pués del nimero 17 sigue el 21y después el 25, y asi sucesiva
< Conocylos y definiciones N <€
o ) y 1 Coneeplss. y definiciones
(D Modelo es una configuracién que se construye al repetir varias veces un conjunto O 7 of S5
A de objetos o figuras. - Una sucesidn es un conjunto
n: Patrén es una regularidad de signos (orales, gestuales, gréficos, geométricos, O ordenado de objetos,
numéricos, etcétera) que se construye siguiendo una regla. En este desafio nameros o figuras que
Lu el patrén son dos figuras en forma de ele (una amarilla y una verde) que se D guardan relacién entre si
E van rotando 180°. Si una de estas caracteristicas cambia, también cambia el Z Patron es una regularidad
e modelo. o de s (orales, gestuales,
n: J grafi , geométricos
Q O num: 0s, etcétera), que
LIJ se construye siguiendo una
regla. La idea que se asocia
: (D a patron es algo que se
Una secuencia de figuras se construye siguiendo un patrén, que es el que - repite con regularidad
~| permite continuar la secuencia o averiguar qué pieza falta.
/ \ J

CUARTO GRADO

Una sucesion es un conjunto ordenado de elementos (numeros, letras, figuras,
etcétera) que responden a una ley de formacion o regla. A los elementos de la
sucesion se les llama términos.

Las sucesiones se construyen siguiendo una regla; por ejemplo, cada término
se obtiene sumando una constante al término anterior.

Figura 3. 1. Conceptos (y sus definiciones) asociadas al contenido de sucesiones lineales.
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Campo procedimental

El analisis del campo procedimental, favorecio el reconocimiento de las destrezas
(procedimientos bien definidos que incluyen expresiones simbdlicas), los razonamientos
(relaciones de inferencia en el concepto) y las estrategias (ejecucion de los procedimientos
dentro de la estructura conceptual) cuando trabajan con sucesiones lineales. Siendo las

siguientes:

Destrezas: Jerarquia de las operaciones; algoritmos de la suma, resta y la division;
conocimiento de las propiedades de los numeros naturales; diversidad de
representaciones de una sucesion lineal.

Tipos de razonamientos: (a) inductivo — reconocimiento del patrén y formulacion de
conjeturas (para términos generales); y (b) abductivo —justificacién de conjeturas.

Estrategias: Estimacion de resultados, célculo mental, reconocimiento de la diversidad de
elementos de una sucesion lineal y analisis del patron figural.

Por cuanto a la mayor demanda cognitiva plateada a los estudiantes en las tareas en
primaria, es la identificacion del patrén o regularidad en patrones figurales y numéricos, ya sea
para continuar la sucesion y/o encontrar términos faltantes. Lo que se diferencia en estos
grados, es el tipo de sucesiones y el conjunto de nimeros en que se trabaja. Por ejemplo, de
primero a tercer grado son sucesiones lineales simples de nimeros enteros (ver figura 3.2),
mientras que en cuarto grado se les sitla a trabajar con sucesiones compuestas con
progresion aritmética y geométrica de numeros naturales (figura 3.3), en quinto grado, su
estudio se remite a sucesiones simples con progresion aritmética y geométrica de niumeros
naturales y fraccionarios (figura 3.4) y en sexto grado son sucesiones simples con progresion
aritmética y geométrica de numeros naturales, fraccionarios y decimales (figura 3.5).

CF Db S Slaimabnilod Gkl RERLAN defi B SUR RSN |

‘:'lﬂﬂ‘['!ﬂ-lﬂ-![ |74[ | Lo -] Ca o

b2 ) 3w | 3@ | - W= S8 TR 4R

Py |1l | 36l F0X| OBE SO0 AVE IDT

Figura 3. 2. Ejemplos de tareas sobre sucesiones plateadas de primero a tercero de primaria.
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Figura 3. 3. Ejemplos de tareas sobre sucesiones plateadas en cuarto grado de primaria.
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Figura 3. 4. Ejemplos de tareas sobre sucesiones plateadas en quinto grado de primaria.
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Figura 3. 5. Ejemplos de tareas sobre sucesiones plateadas en sexto de primaria.
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Finalmente, en este campo, se reconoce que las tareas de los libros de texto de
primaria plantean a los estudiantes como maxima demanda cognitiva, el reconocimiento del
patron. Si bien, se les exige reconocer el patron o regularidad y aplicarla, no se hace referencia
a la recurrencia, es decir, obtener un término particular a partir del anterior. Por ende, al
estudiante se le centra en un enfoque de recursividad y correspondencia.

3.2.1.2. Sistemas de representacion

Los sistemas de representacion aluden a las diferentes maneras en las que se puede mostrar
un concepto matemaético y sus relaciones con otros conceptos. Las progresiones aritméticas de
ndameros naturales pueden representarse de formas diferentes: numérica, gréfica, algebraica y
verbal (Canadas, 2007).

La representacion numérica de las progresiones son aquellas que se sirven de nimeros
y operaciones expresados mediante lenguaje matematico, y se pueden representar en su forma
numérica simple, mediante el desarrollo aritmético o en una tabla de valores. En los libros de
texto se reconocen las siguientes:

Forma numérica simple: Se representan los términos de la progresion mediante
numeros (Ver figura 3.6)

Raunanse en equipos para resolver los siguiantes
problamas,

Entre los cuatro numeros que estan a la derecha,
identifiquan los qua faltan @n las casillas de cada sucesién
vy escribanlos donde corresponde,. Expliquen como o5
encontraron,

2| so | 58 | 82 74 69,80l 71\ 68

Figura 3. 6. Primeros términos de una sucesion con término general de la forma:
f(n) = 4n + 46 en su representacién numeérica simple (SEP, 2014b, p.40)

Tabla de valores (tabular): Tabla de datos para la organizacion y representacion de
cantidades numéricas, donde se representan las relaciones entre los términos y la posicion de

los términos de la progresion (figura 3.7).
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Figura 3. 7. Sucesién con progresiéon aritmética de orden uno
en su representaciéon tabular (SEP, 2014e, p.163)

La representacion grafica de las progresiones son aquellas donde se utilizan
Unicamente recursos visuales, por lo general un dibujo, sin ninguna notacién que pueda
considerarse de caracter simbolico o algebraico, y se pueden representar en una recta
numeérica, en el plano cartesiano o mediante una configuracién puntual. En los libros de texto
se reconocen la siguiente:

Configuracion puntual:

RoUNANSE on pANGIAT Dars resolwer ks siguisntos
problemas

a3 Dibujon sobre 1a Hnoa o siguisnte slemanto de its
R PO

A TP . ¥ e T e Ve ¥
AL W AALS

Expliquan como supleron cudl ara |a figura siguiente.

Figura 3. 8. Primeros términos de la sucesion de los nimeros pares
en configuracién puntual (SEP, 2011b, p.38)

La representacion algebraica de las progresiones aritméticas se caracteriza por el uso

del simbolismo algebraico para expresar el término general, ya sea mediante la ley de
recurrencia, en la que un término se expresa en funcion del anterior: a,, = a,,_; + d. O mediante
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la expresion polindmica funcional: a,, = a; + (n — 1)d. Sin embargo, en los libros de texto no se

reconoce este tipo de representacion, ya que se omite la generalizacion.

La representacion verbal de las progresiones aritméticas de primer grado se sirve del
lenguaje natural para referirse a los conceptos y procedimientos matematicos a representar. Se
puntualiza que en los libros de texto se reconoce de manera explicita la definicion del concepto
de progresion aritmética, sin embargo esta se encuentra en el apartado de consideraciones

previas, omitiéndola en el apartado de conceptos y definiciones:

Definicion de progresion aritmeética:

| Considoraciones mesias 4

Las sucesiones con progresion aritmetica son aquellas en las que la diferencia
entre dos términos consecutivos es constante. Por ejemplo, en la sucesion 1, 5,
9,13, 17...., se puede decir que la diferencia constante es cuatro, por lo que des-
pués del numero 17 sigue el 21 y después el 25, y asi sucesivamente. Esto es lo
que tendran que descubrir los alumnos en este desafio, primero al determinar
la figura que sigue y después la que falta. Pero tambien se les pide que digan
como decidieron qué figura dibujar para que reflexionen acerca de la regulari-
dad de crecimiento que seguramente encontraron.

Figura 3. 9. Definicion explicita de progresion aritmética (SEP, 2011h, p.60)
Definicion de los conceptos de sucesion y patron:

Conceyrlon y deftriciones

Una sucesion es un conjunto
ordenado de objetos,
numeros o figuras gque
guardan relacion entre si.
Patron es una regularidad
de signos (orales, gestuales,
graficos, geométricos,
numeéricos, etcétera), que
se construye siguiendo una
regla. La idea gue se asocia
a patron es algo gue se
repite con regularidad.

Figura 3. 10. Primer definicién explicita de los conceptos sucesién y patron (SEP, 2011h, p.123)
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Una sucesion es un conjunto ordenado de elementos (nimeros, letras, figuras,
etcétera) que responden a una ley de formacion o regla. A los elementos de la
sucesion se les llama términos.

Las sucesiones se construyen siguiendo una regla; por ejemplo, cada término
se obtiene sumando una constante al término anterior.

Figura 3. 11. Segunda definicién explicita de los conceptos sucesion y término (SEP, 2011j, p.33)

3.2.1.3. Sentidos y modos de uso

La fenomenologia atiende a todos aquellos fendmenos (contextos, situaciones o problemas)
que pueden dar sentido a un concepto matematico. También, posibilita determinar esos
contextos en los cuales se utiliza determinado concepto, con el fin de formular las tareas que se

espera desarrollen los alumnos.

En este sentido, a fin de reconocer los contextos en que se estudia a las progresiones
aritméticas de orden uno en la escuela primaria mexicana (Reforma educativa 2011), se
reflexion6 en torno a la pregunta ¢ de qué forma se usa el concepto de progresion aritmética de
orden uno? Es asi que se identificé que las progresiones aritméticas atienden varias funciones
como: estrategias de conteo e identificacion de variacion entre dos cantidades. Mientras que
las situaciones o problemas en que se realiza el trabajo con progresiones aritméticas de orden

uno, son en sucesiones con patrén figural o numérico.

Se reconoce que en primaria se trabajan con los sistemas de representacion gréfico,
numérico y verbal. También, que los conceptos y definiciones de secuencia de figuras, patrén,
sucesion, sucesion numeérica y término de una sucesion se encuentran en los libros para el
maestro. Ademas, que las tareas plateadas a los estudiantes en este nivel, estdn enfocadas en
la relaciones de recursividad y correspondencia, omitiendo el estudio covariacional entre

variables y la generalizacion (relacion entre términos particulares y el término general).

El andlisis de contenido matematico es una herramienta que puede dar una vision
general tanto al profesor de matematicas como a la investigacion, acerca del contexto en el que
se sitta el estudiante cuando se enfrenta al estudio de sucesiones, es decir, conocer las
propiedades, elementos y representaciones que se han utilizado. Abriendo asi, la pauta para el

disefio del instrumento de exploracion que se pretende aplicar.
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Capitulo 4

Aspectos Metodologicos

4.1. Tipo de Investigacion
La investigacion es de corte cualitativo, la cual “se ocupa de las relaciones entre las
personas...lo que producen, piensan, dicen y lo que hacen frente y con los demas” (Abarca,

Alpizar, Sibaja y Rojas, 2012, p.11). Especificamente de carécter exploratorio y descriptivo.

4.2. Poblacién y contexto

Participaron en el estudio, treinta y un estudiantes (9 y 10 afios de edad) matriculados en quinto
grado, de la Escuela Primaria Dr. Alfonso G. Alarcon ubicada en la ciudad de Zumpango, del
estado de Guerrero. Su participacion se dio por invitacion expresa al profesor titular del grupo.
Los antecedentes académicos béasicos para que se involucraran en el estudio, fue su habilidad
para trabajar con los significados de la suma y la multiplicacion, asi como su experiencia en el
estudio de patrones de recurrencia y de correspondencia. El estudio se desarroll6 en el turno
matutino, en salén de clases en que trabajan en condiciones normales de ensefianza este

grupo.

4.3. Un marco para el pensamiento funcional

La exploracion del pensamiento funcional, tom6é como base el marco propuesto por Smith
(2008, pp. 143-150), el cual refiere a seis actividades, en el contexto de tres fases. Es como
sigue:

Fase |. Participar en una problematica dentro de alguna situacion funcional. Consiste en
la creacion de una problematica en un proceso individual para los estudiantes,
centrandose en la relacion entre dos o mas cantidades variables. Esta problematica es
creada por un profesor y/o investigador, a fin de que el individuo (estudiante en este
trabajo) realice las dos actividades siguientes:

1. Participe en algun tipo de actividad fisica o conceptual.
2. ldentifiqgue dos 0 mas cantidades que varian en el curso de esta actividad y enfoque la
atencion en la relacion entre estas dos variables.

40



En esta fase se ubicO a los estudiantes a resolver tres tareas que le demandaron la
generalizacion de patrones figurales, en el marco de sucesiones con progresion

aritmética de orden uno. En ese proceso, trabajaron con dos cantidades covariantes.

Fase Il. Crear un registro. El sujeto (en este caso el estudiante) crea medios de apoyos
para representar y/o expresar los valores entre las cantidades variables. En términos de

actividad, consiste en lo siguiente:

3. Que haga un registro de los valores correspondientes de estas cantidades tipicamente

tabulares, gréficos o iconicos.

En esta fase, cada estudiante se apoy6 de representaciones para determinar términos
cercanos Y/o lejanos (consecutivos y no consecutivos). Con base en ello, tuvo un primer

acercamiento sobre el reconocimiento del patron o regularidad.

Fase lll. Busqueda de patrones y certeza mateméatica. Es cuando el estudiante se
enfrenta a una actividad y enfatiza en construir una relacion entre variables que se
extiende mas alla de la mera designacion de una correspondencia, a través de uno o

varios registros. Esta fase refiere a las siguientes actividades:
4. ldentificacion de patrones en estos registros.

5. Coordinacion de los patrones identificados con las acciones involucradas en la

realizacion de la actividad

6. Uso de esta coordinacion para crear una representacion del patrén identificado en la

relacion.

En esta ultima fase, la coordinacion de patrones se demanda a través de la generalizaciéon
de las sucesiones de figuras, cuyo término general es de forma: f(n) = ax + b.

A continuacion, se ejemplifica como se implementé este marco para el pensamiento

funcional, con base en la tarea 1 del instrumento de exploracién de este trabajo (figura 4.1),

la cual se describe en la tabla 4.1 de este capitulo.
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Analiza la siguiente sucesion de figuras, formada por fésforos de igual tamasio

-

T l Representacion:

. e

TJ pictoricay

B T T J verbal
! TJL L

- - -
figura 1 figura 2 figura 4

1. ;Cuintos fosforos forman la figura 3?7 [Cuadntos la figura 107 ;figura 207
Axgum.en(a ampliamcnlc. tu respuesta para cada caso Relacion
Términos: consecutivos, lejano y cercanos funcional directa

2. Explica como determinar rapidamente el nimero de fosforos que forman la figura
150 :

f(n) =3n+1|

Identificar la regla y su uso (Generalizacion)

Figura 4. 1. Ejemplo del marco para el pensamiento funcional en la tarea 1.

4.4. El instrumento de exploracion

El estudio se sustenta de tres tareas que refieren a la generalizacion de sucesiones crecientes
de figuras con progresion aritmética de orden uno. Las tareas se adaptaron de trabajos previos
de Rivera (2013), Blanton y colaboradores (2015) y de Radford (2000). La adaptacion,
consistié en considerar los patrones figurales de sucesiones lineales, en razén de que en estos
trabajos, el énfasis estaba sélo en la generalizacion. Se consideraron dos aspectos

importantes:

1. Un anadlisis del contenido matematico tomando como base la propuesta de
organizadores curriculares planteada en Rico y Fernandez-Cano (2013) y en Rico y
Moreno (2016). Para ello, se analizaron las lecciones que, segun la propuesta
institucional (SEP, 2011a), refieren al tema de las progresiones aritméticas de
nuimeros naturales de orden uno, de los seis libros de texto gratuito de la educacion
basica regular, titulados “Desafios Matematicos”. Con los objetivos de: reconocer cual
es la demanda cognitiva que se plantea a los estudiantes ante tareas que refieren a
sucesiones de patrones e identificar el contexto en que se plantean tareas de patrones
(Capitulo 3).

2. Elementos relacionados con los fundamentos tedricos propuestos.

En este sentido, los patrones figurales implicado en las tareas propuestas refieren de
modo implicito, a relaciones de dependencia entre dos variables (dependiente e
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independiente), relacion funcional directa, reconocimiento de una regularidad para determinar
términos consecutivos y no consecutivos (cercanos y/o lejanos), representaciones verbal y
pictérica. Por cuanto a la demanda cognitiva, se plantea de manera implicita, que los
estudiantes construyan y justifiguen una estructura matematicamente plausible y util (Rivera,
2010) para explicar el comportamiento que siguen los patrones figurales involucrados en las
tareas. Se describen en la tabla siguiente (para ver las tareas detalladamente ir a la parte de

anexos).
Tabla 4. 1. Descripcién de las tareas del instrumento de exploracion.
NUumero y Descripcion de la Tarea Relacién
Funcional
Directa
Tareal Se desconoce el
nimero de
- fosforos que
TJ forman un
namero de figura
TJ conocido.
- T
. Py o
Lo L L
Figura 1 Figura2 Figura3  Figura4
Relaciéon entre nimero de figura y nimero de fésforos que deben formar cierta figura.
Dadas ciertas condiciones y etapas figurales de los patrones, se espera que
identifique una regularidad para determinar términos consecutivos y no consecutivos
(cercanos y/o lejanos). A partir de ello, que exprese y/o represente la relacion
funcional directa de la forma f(n) =3n+ 1.
Variable dependiente: Numero de fésforos
Variable independiente: NUmero de figura
Tarea 2 Se desconoce el

namero de sillas
que se colocan

alrededor de un
nimero de
mesas conocido.

Relacion entre nimero de mesas y nimero de sillas que se colocan alrededor de
ellas. Las mesas tienen formas octagonales unidas por uno de sus lados, y se coloca
una silla por cada lado. Dadas ciertas condiciones y etapas figurales de los patrones,
se espera que identifigue una regularidad para determinar términos consecutivos y
no consecutivos (cercanos y/o lejanos). A partir de ello, que exprese y/o represente
la relacion funcional directa de la forma f(n) = 6n + 2.

Variable dependiente: NUumero de sillas
Variable independiente: NUmero de mesas

43



Tarea 3 Se desconoce el

namero de

O circulos que
forman un

O ndmero de figura

O O conocido.
O OO 0000

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

Relaciéon entre nimero de figura y nimero de circulos que deben formar cierta figura.
Dadas ciertas condiciones y etapas figurales de los patrones, se espera que
identifique una regularidad para determinar términos consecutivos y no consecutivos
(cercanos y/o lejanos). A partir de ello, que exprese y/o represente la relacion
funcional directa de la forma f(n) =2n —1.

Variable dependiente: NUmero de circulos
Variable independiente: NUmero de figura

4.5. Recoleccion de los datos

En la recogida de datos, participaron cuatro investigadores. Dos en el rol de profesor (el autor y
el director de este trabajo) y dos a cargo de la toma de fotografias y grabacién en video. Estos
cuatro investigadores cumplieron a la vez, el rol de observador, tomando notas de campo,
durante la toma de datos. Por cuanto al profesor responsable académico del grupo de quinto

grado, en que se llevo a cabo el estudio, su participacion fue nula.

Las tareas se resolvieron por los estudiantes en un ambiente de lapiz y papel, durante
tres sesiones (una por sesion). La actividad en el salén de clases se organiz6é de modo tal, que
permitié a los estudiantes trabajar en dos momentos: individual y grupal (o colectivo). En la fase
grupal, compartieron a sus compafieros tanto sus respuestas de la etapa individual como las
acciones que llevaron a cabo para resolver cada tarea. Con base en ello, se profundizé en las
formas de razonamiento que siguieron (Ver tabla 4.2).

Tabla 4. 2. Fecha y tiempo de las sesiones.

Sesion Fecha Tipo de relacion funcional Intervencién Tiempo
1 30/09/2017 f(n)=3n+1 Individual 40 min
Colectivo 30 min

2 31/09/2017 f(n)=6n+2 Individual 50 min
Colectivo 30 min

3 01/10/2017 f(n)=2n-1 Individual 40 min
Colectivo 20 min
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4.6. Andlisis de los datos

El analisis de los datos es cualitativo. Los enfoques funcionales (Pinto & Cafadas, 2018; Pinto
2016; Tanigl, 2011; adaptado de Smith, 2008), los sistemas de representacion (Cafadas,
2007; Cafadas et al., 2011) y los tipos de generalizacion (Rivera, 2013) permitieron analizar el
pensamiento funcional que evidencian los estudiantes de quinto grado primaria, al resolver
tareas que demandan la generalizacion de patrones figurales en el marco de las sucesiones
lineales. En la Tabla 4.3 presentamos las categorias con las que analizamos el pensamiento
funcional de los estudiantes.

Tabla 4. 3. Categorias de andlisis para el pensamiento funcional.

Categorias de analisis

Categorias Descripcion

Enfoques funcionales Los enfoques funcionales se analizan en los
estudiantes que manifiestan pensamiento
funcional, es decir, aquellos que generalizan.
Estos, se describen en términos de las
relaciones que establecen entre cantidades
variantes: recursividad, covariacion o]
correspondencia (Pinto & Cafiadas, 2018; Pinto
2016; Tanigh, 2011; adaptado de Smith, 2008).

Tipos de Generalizacion Los tipos de generalizacién se reconocen de
acuerdo a la  estructura matemética
(constructiva o deconstructiva) y a la formula
polinébmica  (aditva o  multiplicativa,
estandar o no estandar), que los estudiantes
generan en su generalizaciéon empirica (Rivera,
2013)

Sistemas de representacion Sistemas de representacion utilizadas por los
estudiantes en la resolucion de las tareas:
numeérico, gréfico, algebraico o verbal, asi como
las representaciones mudltiples, que resultan de
las combinaciones de una u otra o ambas con
otras  representaciones  (Cafladas, 2007,
Cafiadas et al., 2011).

Los datos empiricos, provienen de las producciones escritas de los estudiantes en el
proceso de solucién de las tareas, asi como de las de tipo verbal, que evidenciaron en la etapa
de trabajo grupal. Para organizar la informacion, a los estudiantes se les codificé como E1, E2,
E3,..., E31.
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Capitulo 5

Resultados

En este estudio se investigd el pensamiento funcional en estudiantes de quinto grado primaria,
al resolver tareas que demandan la generalizacién de patrones figurales en el marco de las
sucesiones lineales. Como base tedrica, se consideraron los enfoques funcionales
(recursividad, covariacion y correspondencia), los sistemas de representacion (numérico,
gréfico, algebraico, verbal o representaciones multiples) y los tipos de generalizacion
(constructiva o deconstructiva). Los hallazgos obtenidos se presentan bajo dos temas: (1)
Enfoques funcionales y tipos de tipos de generalizacion, y; (2) Sistemas de representacion que

articulan a su forma de razonar.

5.1. Enfoques funcionales y tipos de generalizacién
Se analizaron los enfoques funcionales en que se involucraron los participantes por tarea, a fin
de reconocer quiénes manifiestan un pensamiento funcional. Es decir, los estudiantes que

lograron una generalizacion.

5.1.1. Enfoques funcionales y tipos de generalizacion en la tarea 1

La situd a los estudiantes a trabajar con términos consecutivos y no consecutivos, de un patron
figural creciente, construido de una manera bien definida. Los objetos figurales de las etapas
del patron consistieron de torres, formadas por cuadrados, donde la instruccién indicé que
estaban construidos con fésforos del mismo tamafio (véase Capitulo 4). Se reconocen dos
enfoques funcionales, el de recursividad y el de correspondencia (véase tabla 5.1). Asimismo,
gue 16 de los 31 estudiantes, construyeron y justificaron una estructura matematica plausible
para explicar el comportamiento que siguen los objetos figurales del patron en las etapas dadas
en la tarea. Esta es la evidencia empirica de que generalizaron, consecuentemente, de que
manifiestan un pensamiento funcional. Estos son los estudiantes, de quienes se describiran los

enfoques funcionales que establecen.
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Tabla 5. 1. Andlisis de los datos para identificar enfoques funcionales de la tarea 1

Estudiante Enfoque funcional Generaliza
Rec Cov  Corr Si No

El X X X
E2 X X X
E3 X X X
E4 X X X
ES X X X
E6 X X X
E7 X X X
E8 X X
E9 X X X
E10 X X X
Ell X X X
E12 X X X
E13 X X X
El4 X X
E15 X X
El6 X X
E17 X X
E18 X X
E19 X X
E20 X X
E21 X X
E22 X X
E23 X X
E24 X X
E25 X X
E26 X X X
E27 X X X
E28 X X
E29 X X X
E30 X
E31 X X X
Total 29 0 17 16 15

Nota: Rec=Recursividad; Cov=Covariacién; Corr=Correspondencia

a) Enfoque de recursividad

Este enfoque se manifestd en los dieciséis estudiantes (E1,..., E7, E9,..., E13, E26, E27,
E29, E31) que generalizaron. Se reconocié cuando enfocaron su atencion en el valor del
patrén en soélo una de las variables involucradas (“cuando el valor de patrén de la variable
dependiente aumenta” o “cuando el valor de la variable independiente aumenta”). Con base

en las formas en que procedieron, se delimitaron tres casos.

CASO 1: CONTEO RECURSIVO
Ocho estudiantes (E3, E4, E7, E9, E10, E12, E13 y E31) recurrieron al conteo de los fésforos

gue componen cada figura de la etapa dada en el patron. Reconocen que el patron figural es
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creciente, asi también, el nimero de fésforos que aumenta cada figura en etapas consecutivas
y no consecutivas (sobre todo las cercanas). Algunas manifestaciones de este incremento se
dan en términos verbales, como las siguientes:

E3: “sumé de 3en 3”
E9: “sumando de 3 en 3’

Con base en estas ideas matematicas, se identifica que los estudiantes perciben un
incremento constante, enfocandose soélo en unas de las variables involucradas (en este caso,
“cuando el valor de patrén de la variable dependiente aumenta”). Esto es evidencia empirica de
un enfoque de recursividad.

CASO 2: METODO BASADO EN LA FIGURA

Siete estudiantes (E1, E2, E5, E6, E11, E27, E29) se apoyaron del método basado en la figura,
documentado en Rivera (2003). Primero visualizan el objeto figura o etapa del patrén, y lo
perciben de forma lineal, como una “torre”. De ahi, observan cada etapa como consistente de la
unién de dos configuraciones distinguibles y reconocen que en etapas consecutivas y no
consecutivas (cercanas) cada figura “tiene una base de cuatro fésforos” y que “el resto de los

fésforos es un multiplo de tres, formando los pisos de la torre”. Esto es, se reconoce una forma
de contar que usan para determinar el nimero de fésforos en las etapas 3, 10y 20: f(n) = (4 +

3(n—1)). Esta forma de proceder se sustenta del “incremento” en los pisos de la torre como
“‘multiplos de 37, evidencia empirica de un enfoque recursivo. Explicitan el incremento en cada
etapa. Se apoyan de los sistemas de representacion gréfico y verbal. El primero para contar,
apoyados de las configuraciones que perciben en la figura, usando una representacion pictérica
(ver inciso a en figura 5.1) y el segundo, para explicar como obtuvieron el total de fésforos que

componen las figuras en las etapas que analizan (inciso b en figura 5.1.).

' ( figuta 20
1o {\og{qtsf"\gw(q}fé,l £,9u(d 1o, 61 ) U .

. L
sumando ¥ mutiielicando los numeros 44 5
(b)

Sistema de representacion verbal

Sistema de representacion
grafico: representacion
pictorica

Figura 5. 1. Enfoque de recursividad en E5
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CASO 3: METODO NUMERICO

El método que sigue E26 se caracteriza en la investigacion como método numérico (Rivera,
2013. p. 67). En un primer momento, representa numéricamente la cantidad de fésforos que
conforman las figuras de las etapas dadas en la tarea. A partir de la etapa cinco, transforma
numéricamente la figura y el nUmero de fosforos correspondientes y los registra de forma bien
estructurada, en una tabla. Desde ahi, se enfoc6 en una de las variables involucradas (nimero
de fosforos), y con ello, reconocié que cada figura “aumenta” en tres fosforos (inciso a en la
figura 5.2.). Mantuvo esta forma de razonamiento en las etapas 3, 10 y 20 planteadas en la

tarea, lo justifica mediante frases: “sumé 3” (inciso b en la figura 5.2.). Esta forma de proceder,
es la que caracteriza al enfoque de recursividad.

;.: (6 W 22 a5 72 L
" u ‘E_ 3 fé. TE-;- {8 Jj‘? i 1 d
-~ % -
75N 3N 38 e uy e ey -
) SO T Ty F’ta (Aés %M ?iz.e
R o G B g ¢ 64 <1
tY Iy T 74
a) Sistema de representacion numerico: representacion tabular
; 3 me
Tee e la  the Sume 7™ 4
de o

b) Sistema de representacion verbal

Figura 5. 2. Enfoque de recursividad en E26

b) Enfoque de covariacion

Ninguno de los participantes evidencioé formas de razonamiento articulados a este enfoque.

c) Enfoque de correspondencia

Este enfoque se reconoce en los dieciséis estudiantes (E1,..., E7, E9,..., E13, E26, E27, E29,
E31) que establecieron una generalizacion. Se reconoci6, al momento en que esta poblacion,
centraron su atencién en la correlacién entre los pares correspondientes de las variables
involucradas. En términos de la tarea, significa que es cuando se enfocaron en reconocer qué
cantidad de fésforos le corresponde a determinada figura. Es decir, explican el comportamiento
general que sigue el patron figural. Se identificaron cinco casos por la manera en que
proceden.
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CASO 1: METODO NUMERICO

E26 se involucré en este caso. El procedimiento que sigue el estudiante, se conoce como
método numérico (Rivera, 2003. p. 67). Consistié en analizar los datos de la tabla construida
previamente (figura 5.2), desde la que reconocid la correlacion existente entre las dos
variables. Para explicar esa correlacion, generé una estructura aritmética basada en la
multiplicacién y la adicion, a la que articula el numero de etapa “por tres” y le “suma” uno. Asi,
para las etapas 10 y 20, multiplicé por 3y le sumé 1, le resulté 31y 61, respectivamente (inciso
a en la figura 5.3.). En un primer momento, Se asume como una conjetura, la cual probé para la
figura 150 (caso lejano) y con ello, de algin modo la valida (inciso b en la figura 5.3.). El
enfoque en que se involucra en este proceso es el de correspondencia. Ademas, esta es una
evidencia de que el estudiante generaliza. Por la estructura que subyace en la expresion
matematica que plantea, esta generalizacion es de la forma f (n) = 3n + 1.
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(b) Sistema de representacion verbal

Figura 5. 3. Enfoque de correspondencia en E26.

CASO 2: METODO BASADO EN LA FIGURA

Por el razonamiento que E27 siguid, se le ubica en este caso. Primero ve el objeto figura o
etapa del patron, y percibe que tiene forma lineal, como una “torre”. De ahi, ve cada etapa
como consistente en la union de dos configuraciones distinguibles y reconocen que en etapas
consecutivas y no consecutivas (sobre todo las cercanas) cada figura “tiene una base de cuatro
fésforos” y que “el resto de los fosforos es un multiplo de tres, formando los pisos de la torre”.
Esto es, reconoce por el procedimiento que usa para determinar el nimero de fésforos de cada
etapa 3y 10: f(n) = (4 + 3(n— 1)) (inciso a en la figura 5.4.). Desde esa forma de proceder, el
estudiante identifica que la base de la torre formada por cuatro fésforos, la puede descomponer
(4 =3+ 1), considerando el 1 como el fosforo donde empieza la torre (f(n) = (1 +3) + 3(n —

1))). De ahi, finalmente genera una estructura aritmética, basada en la multiplicacion y la
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adicion, a la que articula el numero de etapa “por tres” y le “suma uno” (inciso b en la figura
5.4.). Estableciendo empiricamente una generalizacion, de la forma f (n) = 3n + 1, que aplica

desde la etapa 10, 20 y 150 que demanda la tarea. El enfoque que se reconoce en este
proceso es el de correspondencia. Respecto de su forma de proceder, Rivera (2003. p. 67) lo

ha documentado como método basado en la figura.
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c) Sistema de representacion numérico: representacion numérica simple

Figura 5. 4. Enfoque de correspondencia en E27.

CASO 3: METODO BASADO EN LA FIGURA

El razonamiento que siguié E5 alude a un método basado en la figura (Rivera, 2003. p. 67).
Primero ve el objeto figura o etapa del patrén, y percibe que tiene forma lineal, como una
“torre”. De ahi, ve cada etapa como consistente en la unién de dos configuraciones
distinguibles y reconocen que en etapas consecutivas y no consecutivas (sobre todo las
cercanas) cada figura “tiene una base de cuatro fésforos” y que “el resto de los fésforos es un

multiplo de tres, formando los pisos de la torre”. Esto es, reconoce de manera implicita una
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forma de contar que usa para determinar el nimero de fosforos de cada etapa 3, 10 y 20:
f(n) = (44 3(n— 1)) (inciso a en la figura 5.5.).

Desde esa forma de proceder, E5 toma como referencia la etapa figural 10 y reconoce
gue la torre pudiera estar formada por multiplos de 4 fosforos, pero cuando los blogues de las
torres se combinan se le quitan 9 fosforos, es decir, para la figura 10 serian: ((10x4) —9) = 31)

(f(n) = (4n— (n—1)). De ahi, para determinar el nimero de fosforos de la etapa 150

demandada por la tarea, justifica “451 fésforos la figura 150, multiplicando 31 por 15”, donde
toma como referencia la cantidad de fésforos de la figura 10 que es 31 y lo multiplica por 15
(considerando estas cantidades como proporcionales: 10 — 31 « (10x15) - (31x15)), y resta
14 (que son los fésforos que se quitan en la etapa 15) (inciso b en la figura 5.5.). Estableciendo

empiricamente una generalizacién, de la forma f (n) = (( ak-%) — (% — 1)), gue valida en la

etapa 200 (inciso b en la figura 5.5). El enfoque que se reconoce en este proceso es el de

correspondencia.
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a) Sistema de representacion grafico: (b) Representacién mudltiple: verbal-numérica simple

representacion pictorica

Figura 5. 5. Enfoque de correspondencia en ES5.

CASO 4: METODO NUMERICO

El razonamiento que sigui6 E13, refiere al reconocimiento de un patrén figural creciente.
Identifica cuantos fosforos aumenta cada figura, en etapas consecutivas y no consecutivas
(sobre todo las cercanas). Para determinar el nimero de fésforos de las etapas 3, 10, 20 y 150
gue le demando la tarea, genera una estructura aritmética basada en la multiplicacion y la

adicion, a la que articuld el numero de etapa “por tres” y le “suma uno”. Asi, para determinar la
cantidad de fésforos que forman la figura 150 justifica: “multiplicando 150x3 = 450 + 1 = 450"
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(inciso a en la figura 5.6.). En primer momento, se asume como una conjetura, la cual probd
para la figura 601 (etapa no demandada en la tarea) y con ello, de algin modo la valida (inciso
b en la figura 5.6.). El enfoque en que se involucra en este proceso es el de correspondencia.
Ademas, esta es una evidencia de que E13 generaliza. Por la estructura que subyace en su
manera de proceder, esta generalizaciéon es de laforma f (n) = 3n + 1.
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(b) Sistema de representacion numérico:
representacion numérica simple

Figura 5. 6. Enfoque de correspondencia en E13.

CASO 5: METODO NUMERICO

Trece estudiantes (E1,..., E4, E6, E7, E9,..., E12, E14, E29, E31) se involucraron en este caso.
Recurre a un método numérico, donde una vez que reconocen el valor del patrén "va de tres en
tres", buscan una estructura aritmética que les permita modelar tal comportamiento. Ahi,
primero generaron una estructura aritmética, basada en la multiplicacion, a la que solo
vincularon el numero de etapa con el valor de patrén: “multiplico por tres”. Posteriormente,
regresan a verificar su conjetura, y se dan cuenta que esta es incorrecta, por lo que generaron
una estructura aritmética diferente, basada en la multiplicacion y la adicion, a la que articularon

el numero de etapa “por tres” y le “suma uno’. Estableciendo empiricamente una
generalizacion, de la forma f (n) = 3n + 1. El enfoque en que involucra en este proceso es el

de correspondencia.

Lo que diferencia a estos estudiantes que se involucraron en este caso, es que algunos
generan la estructura aritmética de la forma f (n) = 3n + 1, desde etapas cercanas y/o lejanas

gue les demanda la tarea (10, 20 y/o 150).
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Por ejemplo, E4 genera la estructura aritmética de la forma f (n) = 3n+1, para

determinar la cantidad de fésforos desde la etapa cercana (10) y valida dicha estructura en
etapas lejanas (20 y 150), apoyandose de los sistemas de representacion verbal-numérica
(véase figura 5.7.). Los doce estudiantes restantes (E1,.., E3, EG6, E9,..., E12, E14, E29, E31),
generan el mismo tipo de estructura aritmética que E4, aunque hasta la etapa 150 que le
demanda la tarea, apoyandose de los sistemas de representacion verbal, numérica y/o verbal-
numérica (figura 5.8.).
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a) Representacién mudltiple: verbal-numérica simple
Figura 5. 7. Enfoque de correspondencia en E4.
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a) Sistema de representacion verbal

b) Sistema de representacion
numeérico: representacion
numérica simple

Figura 5. 8. Enfoque de correspondencia en E1.

Tipos de Generalizacion en la tarea 1

Los tipos de generalizacion se reconocen de acuerdo a la estructura matematica (constructiva o
deconstructiva) y a la formula polindmica (aditiva o multiplicativa, estandar o no estandar) que
los estudiantes generan en su generalizacibn empirica. En esta tarea se manifestaron
generalizaciones multiplicativas constructivas estandar y multiplicativas deconstructivas no
estandar (tabla 5.2).
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Tabla 5. 2. Tipos de generalizacion en la tarea 1.

Tipo de generalizacion Estructura matemética Evidencia
Multiplicativa constructiva ]
estandar: Estructura f(n)=3n+1 '5;;‘) > )A_‘%)t
matematica multiplicativa y TECE e e T
aditiva que se construye a n = numero de figura ] =
partir de las etapas conocidas f() = ntmero de fésforos que il
en un patrén figural, forman la figura ; 6O
considerando estas no ' \ﬁj%
superpuestas. Ademas, la A
expresion aritmética esta en TRy
su forma simplificada. Generalizacién de E13

(Sistema de representacion
numeérico: representacion
numeérica simple)

Multiplicativa Tkt s, PP
deconstructiva no estandar: f) = (( ak.f) _ (2_ 1)) Ala figutade o
Estructura matematica L ke Nk , MulE e Sgua b 1o
multiplicativa y aditiva que se @ = término k — ésimo conocido 31 i
construye a partir de las k =nimero de f,ig'ura del término %05 B
etapas conocidas en un k — ésimo tea

patrén figural, considerando n = numero de figura o

estas superpuestas. La f@) = nimero de fésforos que ——————

expresion aritmética no esta forman la figura Generalizacion de ES

(Representacion mudltiple:

en suforma simplificada. . .
verbal-numérica simple)

5.1.1.1. Estudiantes que no generalizan en latarea 1

Se reconoce que 15 (48.3%) estudiantes del total de la poblaciébn que participd en la
exploracion no logré construir una estructura matematica plausible para explicar el
comportamiento que guarda el patréon figural involucrado en esta tarea. De ellos, 13
mantuvieron su andlisis en el enfoque de recursividad, un estudiante en el de correspondencia,
aunque de modo incorrecto para etapas lejanas y, un estudiante no evidencié ningun tipo de
enfoque funcional.

a) Enfoque de recursividad

Trece estudiantes (E8, E14, E15,..., E18, E20, E21,..., E25, E28) mantuvieron su analisis en el
enfoque de recursividad, se apoyaron del conteo de los fésforos que componen a cada figura
de la etapa dada en el patron. Desde ahi, se dieron cuenta que en etapas consecutivas y no
consecutivas, sobre todo las cercanas, cada figura “aumenta” en tres fésforos. Por ello, para

determinar el nimero de fésforos en etapas cercanas consecutivas (etapa 3) y ho consecutivas
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(etapa 10) demandadas por la tarea, le suman tres al nimero de fésforos que forman la figura
de una etapa previa a la que analizan.

De la etapa 1 a la 10, siete estudiantes (E16, E17, E20, E22, E23, E24 y E25) se
mantuvieron trabajando en el contexto del problema (en lo figural) para analizar los casos
planteados en la tarea (véase figura 5.9.).

{ a \
Figuiclo

a) Sistema de representacion grafico: representacion pictdrica

Figura 5. 9. Enfoque de recursividad en E23.

Otros, como E8 y E28 pasaron del patrén figural a lo tabular, para representar los casos
analizados y el resultado correspondiente (figura 5.10.). Esto es, convirtieron un sistema de

representacion en otro.

a) Sistema de representacion numeérico: representaciéon tabular

Figura 5. 10. Enfoque de recursividad en E8.

Por su parte, E15 y E16 utilizan la estrategia de objeto entero (Jurdak & El Mouhayar,
2014), es decir, toman como referencia la cantidad de fésforos que forman la etapa 10 que son
31 y para la etapa 20 duplican esta cantidad, por lo que afirman que la etapa 20 esta formada
por 62 fosforos (figura 5.11.).
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a) Sistema de representacion verbal

Figura 5. 11. Estrategia de objeto entero en E16.

E14 y E18, se apoyan en el conteo mental para determinar la cantidad de fosforos en
las etapas 3, 10 y 20 demandadas por la tarea. Sin embargo, E18 se equivoca en el conteo en
las etapas 10 y 20, respondiendo que estas etapas estan formadas por 30 y 60 fésforos

respectivamente (figura 5.12.). Caso contrario de E14, quien responde correctamente (figura
5.13.).
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a) Sistema de representacion verbal

Figura 5. 12. Enfoque de recursividad en E18.
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a) Sistema de representacion verbal

Figura 5. 13. Enfoque de recursividad en E14.

Finalmente, el razonamiento de E21 se caracteriza por un conteo de la forma f(n) =

n + 2(n) para las etapas 10 y 20 (inciso a en la figura 5.14.), fue el Gnico en dar una respuesta

para determinar la cantidad de fésforos en la etapa 150, donde genera la estructura aritmética
de la forma f(n) = 3n (inciso b en la figura 5.14.).

L9 Figetd o Hine3p sumi imizasas

Lo € P

a) Representacion multiple: verbal-numérica simple
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b) Representacion mudltiple: verbal-numérica simple

Figura 5. 14. Enfoque de recursividad en E21.

b) Enfoque de correspondencia

E19 mantuvo su andlisis en el enfoque de correspondencia. Para determinar la cantidad de
fésforos de la etapa cercana consecutiva 3, planteada en la tarea, articula una estructura
aritmética de la forma f(n) = 3n + 1, justifica “multipliqué 3 por 3 y después sumé 1y me dio el
resultado 10”. Sin embargo, para determinar la cantidad de fésforos de las etapas 10 y 20 se
sustenta de una estructura aritmética diferente, de la forma f(n) = 3n. Lo justifica como sigue:
“en la figura 10 multipliqué 10 x3 y me dio 30 y en la ultima igual” (inciso a en la figura 5.15.).
Para la etapa 150, s6lo busca numeros que multiplicados entre si, le resulte 150, lo justifica
como sigue: “multipliqué 30x5 y me dio 150” (inciso b en la figura 5.15.). Si bien, se reconoce el
enfoque de correspondencia en E19, sus tres maneras de proceder son totalmente diferentes,

impidiendo asi la generalizacion.
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Figura 5. 15. Enfoque de correspondencia en E19.

¢) Sin enfoque funcional

E30 no evidenci6é forma de razonamiento articulada a los enfoques funcionales propuestos por
Smith (2008). Solo determiné el numero de fosforos en la etapa cercana consecutiva (etapa 3)
que le demando la tarea. Si bien reconoce que cada figura “aumenta” en tres fosforos,
abandona esta forma de proceder para determinar las cantidad de fésforos en etapas cercanas
no consecutivas (etapa 10) y lejanas (etapa 20 y 150) plateadas por la tarea, donde evidencia
respuestas sin sentido (véase figura 5.16.).
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a) Representacion mudltiple: verbal-numérica simple
Figura 5. 16. Forma de proceder de E30.

5.1.2. Enfoques funcionales y tipos de generalizacion en la tarea 2

La tarea ubicé a los estudiantes a trabajar con términos consecutivos y no consecutivos, de un
patrén figural creciente bien estructurado. Las figuras de las etapas del patron, consistieron de
mesas en forma de octagonos de lados iguales, y unidas por uno de sus lados cuando el
numero es mayor a una. De la informacion que se dio al estudiante en la tarea, se considero
gue en las mesas se coloca una silla por cada lado (véase Capitulo 4) y de modo implicito, que
en las uniones ninguna. Los enfoques funcionales en que se involucraron los participantes del
estudio en esta tarea, se resumen en la tabla No. 5.3.

Tabla 5. 3. Andlisis de los datos para identificar enfoques funcionales de la tarea 2.

Estudiante  Enfoque funcional Generaliza

Rec Cov Corr Si No

El X X

E2 X X

E3 X X X

E4 NR NR NR X
E5 X X

E6 X X X
E7 X X

ES8 X
E9 X
E10 X
El1 NAC NAC NAC NAC NAC
E12 X
E13 X X

E14 X X X

E15 X
E16 X
E17 X X X
E18 X
E19 X X
E20 X X X
E21 X
E22 X
E23 X
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E24 X

E25 NAC NAC NAC NAC NAC
E26 X X X
E27 NAC NAC NAC NAC NAC
E28 X X
E29 X
E30 X
E31 X X

Total 7 0 13 12 16

Nota: Rec=Recursividad; Cov=Covariacion; Corr=Correspondencia;
NCA=No Asisti6 a Clase; NR=No respondi6

De acuerdo con los resultados, de los 31 estudiantes, 12 construyeron y justificaron una
estructura matemética plausible para explicar el comportamiento que siguen los patrones
figurales involucrados en la tarea. La justificacién se sustenta de que la verifican a través de
otros casos y/o casos lejanos. Esta es la evidencia empirica de que generalizaron,
consecuentemente, de que manifiestan un pensamiento funcional. En seguida se analizan los

enfoques funcionales en que se involucraron.

a) Enfoque de recursividad

Este enfoque se manifestdé en cinco estudiantes (E3, E14, E17, E20 y E26) que
generalizaron. La evidencia empirica de que se involucraron en este enfoque, se reconocio
cuando centraron su atencion en la variacion o el valor del patron en sélo una de las
variables involucradas (“‘cuando el valor de patron de la variable dependiente aumenta” o
“cuando el valor de la variable independiente aumenta”).

CASO 1: METODO NUMERICO

E17 se articul6 en este caso. Su razonamiento alude a un método numérico (Rivera, 2013. p.
67). Primero, desde lo figural se enfoc6 en una de las variables involucradas (nUmero de sillas),
y con ello, reconocié que cada figura “aumenta” en seis sillas (inciso a en la figura 5.17.). De la
etapa 4 a la 16 transforma numéricamente la tarea visual en forma de una tabla de
estructuracion (inciso b en la figura 5.17.). Esta forma de proceder le sirvié para determinar la
cantidad de sillas de las 8 y 16 mesas que le demanda la tarea, evidencia empirica de que E17

se involucra en un enfoque de recursividad.

E0.Mas . JH Sillag
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a) Sistema de representacion grafico: representacion pictérica
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b) Sistema de representacion numeérico: representacion tabular

Figura 5. 17. Enfoque de recursividad en E17.

CASO 2: CONTEO RECURSIVO

Cuatro estudiantes (E3, E14, E20 y E26) se involucraron en este caso. Recurrieron al conteo,
en particular, de las sillas que caben alrededor de cada figura de la etapa dada en el patron. De
ahi, reconocen implicitamente, que el patrén figural es creciente, ademas, que aumenta seis

sillas cada figura, en etapas consecutivas y no consecutivas (sobre todo las cercanas).

Si bien, estos estudiantes no explicitan este aumento, si exponen a los investigadores
este aumento, sefialando en el patrén figural dado (véase figura 5.18. y figura 5.19.).Con base
en estas evidencias, se reconoce que los estudiantes perciben que el incremento es constante,
enfocandose sélo en unas de las variables involucradas (en este caso, “cuando el valor de
patron de la variable dependiente aumenta”). Siendo esto la evidencia empirica de un enfoque

de recursividad.

a) Sistema de representaciéon grafico: representacion pictérica

Figura 5. 18. Enfoque de recursividad en E14.

a) Sistema de representacion grafico: representacién pictérica

Figura 5. 19. Enfoque de recursividad en E26.
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Estrategia: Contar a partir de un dibujo

Una estrategia que se reconoce en el proceder de los estudiantes es la estrategia de contar a
partir de un dibujo (Jurdak & El Mouhayar, 2014). Se identifica cuando los estudiantes cuentan
los elementos de un término figural particular en un patrén. E2 y E28 utilizan esta estrategia
para determinar la cantidad de sillas para la etapa 8 que demanda la tarea. Ellos realizan la
representacion pictorica de las 8 mesas juntas y cuentan los lados para dar respuesta,

obteniendo la cantidad de 50 sillas (figura 5.20. y figura 5.21.).
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a) Sistema de representacion grafico:
representaciéon pictorica b) Sistema de representacion verbal

Figura 5. 20. Estrategia contar a partir de un dibujo en E2.
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Figura 5. 21. Estrategia contar a partir de un dibujo en E28.

b) Enfoque de covariacion

Ninguno de los participantes evidencié formas de razonamiento articulados a este enfoque.

c) Enfoque de correspondencia

Este enfoque se reconoce en doce de los estudiantes (E1,..., E3, E5, E7, E13, E14, E17, E20,
E26, E28 y E31) que establecieron una generalizacion, al momento en que centraron su
atencion en la correlaciéon entre los pares correspondientes de las variables involucradas. En
términos de la tarea, significa que es cuando se enfocaron en reconocer qué cantidad de sillas
le corresponde a determinada figura. Es decir, explican el comportamiento general que sigue el

patron figural. Se identificaron al menos cuatro formas de proceder, se describen en seguida.

CASO 1: METODO BASADO EN LA FIGURA
El razonamiento que siguié E31 refiere a un método basado en la figura (Rivera, 2003. p. 67).
Se enfoca en la etapa 2 del patron figural y percibe a la figura involucrada como dos

configuraciones distinguibles “los dos extremos de las mesas unidas tienen 7 lados”. En la
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etapa 3 reconoce que este comportamiento se mantiene para las mesas que se ubican en los
extremos y que la mesa de en medio sOlo tiene 6 lados, es decir, caben 20 sillas. Ahi,
establece una conjetura de que son “seis mas dos por siete”, esto es, de la forma: (6 + 2(7)). A
partir de esa forma de proceder, el estudiante determina la cantidad de sillas para las etapas 8,
16 y 100 demandadas por la tarea (inciso ay b en la figura 5.22.). Para estos casos, lo expresa
de forma escrita, en términos de una estructura multiplicativa. Se reconoce aqui, una
generalizacién empirica (Inciso b) de la figura 5.22) de la forma:f (n) = (6(n —2) + 2(7)).
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ugn'/o-ge'?(G) me;q_d{?\ -~ :—‘?1//7( / C‘rr ,7,/,! P
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(@) Sistema de representacion verbal X6 x5

(b) Sistema de representacion
numeérico: representacion
numérica simple

Figura 5. 22. Enfoque de correspondencia (a) y generalizacion (b) en E31.

CASO 2: METODO NUMERICO

E2 se articuld en este caso. Su razonamiento refiere a un método numérico, dénde una vez que
reconoce el valor del patron "va de seis en seis", busca una estructura aritmética que le permita
modelar tal comportamiento. Ahi, para determinar la cantidad de sillas de la etapa 16 que
demanda la tarea, generd una estructura aritmética, basada en la multiplicacion, a la que solo
vinculé el numero de etapa y con el valor de patrén “multiplico por seis” (inciso a en la figura
5.23.). Posteriormente, regreso a verificar su conjetura, y se dio cuenta que es incorrecta, por lo
gue generd una estructura aritmética diferente, basada en la multiplicacién y la adicion, a la que
articulé el numero de etapa por el valor del patron “seis” y le “sumo” dos. Tal estructura la utiliza
para determinar la cantidad de sillas de la etapa 100 y de algun modo la valida (inciso b y c en
la figura 5.23.). Donde se reconoce implicitamente una generalizacion, de la forma f (n) =

6n + 2. El enfoque en que involucra en este proceso es el de correspondencia.

f"‘Ic-HiF\qus WXE Y ot 470 o
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B o o ] b) Representacién mudltiple: verbal-numérica
a) Representacion mudltiple: verbal-numérica simple Simple
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c) Sistema de representacion numeérico: representacién numérica simple

Figura 5. 23. Enfoque de correspondencia en E2.

CASO 3: METODO BASADO EN LA FIGURA

El razonamiento que siguid E7 refiere a un método basado en la figura (Rivera, 2003. p. 67).
Primero se enfoca en la etapa 2 del patrén figural y a partir de las figuras involucradas, la
percibe como dos configuraciones distinguibles “que cada mesa tiene 8 lados, donde se
colocarian 16 sillas si estas estuvieran separadas, pero como estan unidas, se le restan dos
lados”. Después, en la etapa 3 reconoce que permanece este comportamiento en el patron,
pero dado que las tres mesas estan unidas, se le restan cuatro lados, es decir, caben 20 sillas:
(8x3) = 24;24 — 4 = 20. Desde esa forma de proceder, E7 determina la cantidad de sillas para
las etapas 8 y 16 que forman parte de la tarea (inciso a y b en la figura 5.24). A través de sus
representaciones, de tipo numérico, se reconoce de manera implicita una estructura
multiplicativa, la que conlleva a la conjetura que establece sobre el comportamiento del patron
figural. Esta conjetura, es de la forma: f(n) = (8n —2(n — 1))). Ademas, en este proceso se

reconoce que el estudiante se involucra en el enfoque de correspondencia.

Desde la etapa 16 reconoce que existe otro método para determinar la cantidad de sillas
mas rapidamente, donde asocia el nimero de etapa por el valor del patrén “seis” y le “suma”
dos (inciso c en la figura 5.25), lo que se constituye en una conjetura. En la etapa 100 aplica
ese método, el cual asocia a una validacion de su conjetura (inciso d y e en la figura 5.25),
consecuentemente, se le reconoce como una regla o generalizacion empirica, de la forma
f ()= 6n+2.

3 P
C::/\Jf'u Gailla>tordoe o 1 meoS €1 Ccr e (4 ;;4[_#
1€ LONED ] < lig i)
! -2 lly 2 .
, s 128
’OICéﬁ 5908/ 105 pa-gtoe encadarmesa. D k1) f’f_"ﬁﬁ_
2 lOFrEsS :
a) Sistema de representacion verbal b) Sistema de representaciéon numérico:

representacién numérica simple

Figura 5. 24. Enfoque de correspondencia en E7.
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d) Sistema de representacion verbal

e) Sistema de representacion
numerico: representacion
numeérica simple

Figura 5. 25. Generalizacion en E7.

CASO 4: METODO NUMERICO

Nueve estudiantes (E1, E3, E5, E13, E14, E17, E20, E26 y E28) se involucraron en este caso.
Con base en su forma de proceder, se reconoce que su razonamiento refiere a un método
numeérico, que consisten en considerar la cantidad de sillas (6 sillas) que incrementan en cada
etapa del patrén (recurrencia) con el nimero de etapa. Algunos las reconocen en etapas
cercanas, como E3, E13, E14 (etapa 8, por ejemplo E3 figura 5.26), E20, E28 y E26 (etapa 16,
veéase E20 figura 5.27). Contrario a E1, E5 y E17 que lo hacen en las lejanas, en este caso a
partir de la 100 (Por ejemplo, E3 figura 5.28). Es asi que plantean una estructura matematica
atil, para expresar el comportamiento que sigue el crecimiento del patrén figural. Lo expresan
en términos de una estructura multiplicativa (Rivera, 2010; 2013) de la forma f (n) = 6n +2, a
la que articularon el numero de etapa por el valor del patrén “seis” y le “suma” dos. Donde se
reconoce implicitamente una generalizacion, de la forma f (n) = 6n + 2. El enfoque en que

involucra en este proceso es el de correspondencia.

=N . . Q / . Ly A
50 sSillt5Poy que Sa gque 48 y nas 2 50
18 Si ')7_1 5. f,’if_L qu Cﬁ J”; ruoltieligue 1 X J
b v mas 2 ‘*'?.’:’ . .,
b) Sistema de representacion
602 5illaséPor que_re dio 400 mas 2 602. numeérico: r_epresentamon
= numérica simple

a) Representacion mdltiple: verbal-numérica simple

Figura 5. 26. Enfoque de correspondencia en E3.
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Figura 5. 27. Enfoque de correspondencia en E20.
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Figura 5. 28. Enfoque de correspondencia en E5.

Tipos de Generalizacion en la tarea 2

Los tipos de generalizaciéon se reconocen de acuerdo a la estructura matematica (constructiva o
deconstructiva) y a la formula polinémica (aditiva o multiplicativa, estdndar o no estandar) que
los estudiantes generan en su generalizacibn empirica. En esta tarea se manifestaron
generalizaciones multiplicativas constructivas estandar y deconstructivas no estandar (tabla
5.4).

Tabla 5. 4. Tipos de generalizacién en la tarea 2.

Tipo de generalizacion

Estructura matematica

Evidencia

Multiplicativa constructiva
estandar: Estructura
matematica multiplicativa y
aditiva que se construye a
partir de las etapas conocidas
en un patrén figural,
considerando estas no
superpuestas. Ademas, la
expresion aritmética esta en
su forma simplificada.
Multiplicativa
deconstructiva no estandar:
Estructura matemética
multiplicativa y aditiva que se
construye a partir de las
etapas conocidas en un
patrén figural, considerando
estas superpuestas. La
expresion aritmética no esta
en suforma simplificada.

f(n)=6n+2

n = nimero de figura
f() = nimero

de sillas que se colocan

alrededor de la figura

f) = (6(n—2)+ 2(7))
n = numero de figura
f() = nimero
de sillas que se colocan
alrededor de la figura

2D ¢

Generalizacién de E20
(Representacion mudltiple:
verbal-numérica simple)

.'av!_

Generalizacién de E31
(Sistema de representacion
numeérico: representacion
numeérica simple)
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5.1.2.1. Estudiantes que no generalizan en la tarea 2

Se reconoce que 16 (51.6%) estudiantes del total de la poblacién que trabaj6 con esta tarea, no
logré construir una estructura matematica plausible para explicar el comportamiento que guarda
el patrén figural. De ellos, uno mantuvo su analisis en el enfoque de recursividad, otro, tanto en
el de recursividad como en el de correspondencia, aunque de modo incorrecto. Un estudiante
mas, no respondié a las cuestiones plateadas y 13, no evidenciaron ningun tipo de enfoque
funcional.

a) Enfoque de recursividad

E19 mantuvo su andlisis en el enfoque de recursividad, apoyandose del conteo de sillas que se
colocan alrededor de cada figura de la etapa dada en el patron. En este conteo, considera a
las mesas de forma separada, aun cuando la indicacion le informa que estan unidas. Por ello,
en la etapa 8 demandada por la tarea, lo justifica como sigue: “fui sumando de 8 en 8...y me
sali6 el resultado de 64” (figura 5.29). La estructura involucrada en esta forma de proceder, es
aditiva, vista como una suma repetida (8 veces 8 es igual a 64). Esta es la evidencia empirica
de que E19 se involucra en un enfoque de recursividad. Posteriormente, para la etapa lejana
100 cambia a una estructura multiplicativa de la forma: 8xn (figura 5.29), lo justifica del modo
siguiente: “y si son 100 multipliqué por 8”. Es asi que determina que se colocan 800 sillas

alrededor de 100 mesas octagonales unidas.
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a) Sistema de representacion verbal

Figura 5. 29. Enfoque de recursividad y correspondencia en E19.

b) Enfoque de recursividady de correspondencia

E6 mantuvo su andlisis en el enfoque de recursividad, apoyandose del conteo de sillas que se
colocan alrededor de cada figura de la etapa dada en el patrén. Ahi, reconoce que cada figura
“aumenta” en seis sillas. Por ello, para determinar el numero de sillas en la etapa cercana no
consecutiva (etapa 8) demandada por la tarea, suma seis al nimero de sillas que forman la
figura de una etapa previa a la que analiza, obteniendo 50 sillas. Siendo esto la evidencia

67



empirica de un enfoque de recursividad. En esta forma de proceder, convierte un sistema de

representacion en otro, pasando de lo figural a lo tabular (figura 5.30).

2
4 s 6 —j% <6
6 3L 38 %7

a) Sistema de representacion numeérico: representacion tabular

Figura 5. 30. Enfoque de correspondencia en EG6.

Sin embargo, para determinar la cantidad de sillas de la etapa lejana 100, articula el
numero de etapa por el valor del patron “seis”, al responder que se colocan 600 sillas alrededor
de 100 mesas octagonales unidas (figura 5.31). Donde se reconoce implicitamente una
conjetura que expresa en términos de una estructura multiplicativa, de la forma f (n) = é6ny el

enfoque que caracteriza el razonamiento que sigue en este proceso, es el de
correspondencia.

A0 S/ oS Yorque dwdi G X \p0 = BOO

a) Representacién mudltiple: verbal- numérica simple

Figura 5. 31. Enfoque de correspondencia en EG6.

¢) Sin enfoque funcional

Trece estudiantes (ES8,..., E10, E12, E15, E16, E18, E21,..., E24, E29, E30) no evidenciaron

formas de razonamiento articuladas a los enfoques funcionales propuestos por Smith (2008).
Sin embargo, algunos coinciden en sus formas de proceder.

Por ejemplo, en E8, E10 y E15 se reconoce la estrategia de contar a partir de un dibujo
(Jurdak & EI Mouhayar, 2014). Dado que estos estudiantes cuentan los elementos de un
término figural particular en un patrén. E8 y E15 utilizan esta estrategia para determinar la
cantidad de sillas para la etapa 8 que demanda la tarea. Ellos hacen la representacion pictérica
de las 8 mesas juntas y cuentan los lados para dar respuesta, pero se equivocan en el conteo,
obteniendo respuestas erroneas (figuras 5.32 y 5.33.). Por su parte, E10 utiliza esta estrategia
para determinar la cantidad de sillas para la etapa 16 que demanda la tarea, pero de igual
manera se equivoca en el conteo (figura 5.34).
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b) Sistema de representacion verbal

Figura 5. 32. Estrategia de contar a partir de un dibujo en E8.
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b) Sistema de representacion verbal

Figura 5. 33. Estrategia de contar a partir de un dibujo en E15.
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a) Sistema de representacion verbal y sistema de representaciéon grafico: representacion pictérica

Figura 5. 34. Estrategia de contar a partir de un dibujo en E10.

Por su parte, en E16 primero se reconoce la estrategia de contar a partir de un dibujo
(Jurdak & El Mouhayar, 2014). La usa para determinar la cantidad de sillas para la etapa 8 que
plantea la tarea. En esta etapa, el estudiante sitla su trabajo sobre las figuras 1 (dos mesas
unidas) y 2 (tres mesas unidas) dadas, para completar las 8 correspondientes a la etapa que se
le ubica a trabajar. Si bien las mesas de las figuras 1 y 2 estan separadas, en su conteo las
considera unidas. Es asi que determina que cuenta los lados de las mesas (inciso a en la figura
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5.35), aunque se equivoca en el conteo, por ello es que determina que son 57 sillas (inciso b en
la figura 5.35), ya que si se sigue su razonamiento, debi6 obtener 56.
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a) Sistema de representacion grafico: representacion pictérica
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b) Sistema de representacion verbal

Figura 5. 35. Estrategia de contar a partir de un dibujo en E16.

Para determinar el nUmero de mesas de la etapa 16, este estudiante toma como
referencia el dato que obtuvo en la etapa 8, esto es, 57. Este nimero lo multiplica por 2 (al
concebir que 16 es el doble de 8) (inciso a en la figura 5.36) y concluye que en esa etapa, se
tienen 114 sillas (inciso b en la figura 5.36). Esta estrategia que siguié el estudiante, la
investigacion la reconoce como de objeto entero (Jurdak & EI Mouhayar, 2014).
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a) Sistema de b) Sistema de representacion verbal
representacio
n numérico:
representacio
n numérica
simple

Figura 5. 36. Estrategia de objeto entero en E16.

En contraste, los ocho estudiantes restantes (E12, E18, E21,..., E24, E29 y E30)
presentan respuestas sin sentido a las cuestiones planteadas en la tarea (figura 5.37).
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a) Representacion mudltiple: verbal-numérica simple

Figura 5. 37. Respuestas sin sentido de E30.

5.1.3. Enfoques funcionales y tipos de generalizacion en la tarea 3

En esta tarea los estudiantes trabajaron con términos consecutivos y no consecutivos, de un
patrén figural creciente bien estructurado. Los objetos figurales del patron, consistieron de
circulos del mismo tamafio (véase Capitulo 4). Los enfoques funcionales en que se

involucraron los participantes del estudio en esta tarea, se organizan en la tabla No. 5.5.

Como puede verse en la tabla previa, 31 de los 8 estudiantes, construyeron y
justificaron una estructura matematica plausible para explicar el comportamiento que siguen los
patrones figurales involucrados en la tarea. Esta es la evidencia empirica de que generalizaron,
consecuentemente, de que manifiestan un pensamiento funcional. Se describen los enfoques

funcionales en que se involucran.

Tabla 5. 5. Andlisis de los datos para identificar enfoques funcionales de la tarea 3.

Estudiante Enfoque funcional Generaliza
Rec Cov Corr Si No
El X X X
E2 X X
E3 X X X
E4 X X
E5 X X
E6 X X X
E7 X X
ES8 X X
E9 X X
E10 X X
E11 X X X
E12 X X
E13 X X X
El4 X X
E15 X X
El6 X X
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E17
E18
E19
E20
E21
E22
E23
E24
E25
E26
E27
E28
E29
E30
E31 X
Total 30 2 7 8 23

Nota: Rec=Recursividad; Cov=Covariacion; Corr=Correspondencia

X X X X X X X X X

X XX X XX X XX XX X XX X
X X X

a) Enfoquerecursividad

Este enfogue se manifesto en los ocho estudiantes (E1, E3, E6, E11, E13, E17, E27 y E31)
gue construyeron una generalizacion. La evidencia empirica de que se involucraron en este
enfoque, se reconocio cuando centraron su atencion en la variacion o el valor del patrén en
so6lo una de las variables involucradas (“cuando el valor de patron de la variable dependiente
aumenta” o “cuando el valor de la variable independiente aumenta”). Se involucraron en este

enfoque de forma diferenciada, lo que permitio presentarlos por casos.

CASO 1: CONTEO RECURSIVO

En este caso, se involucraron siete estudiantes (E3, E6, E11, E13, E17, E27 y E31). Con base
en su forma de proceder, se reconocio el razonamiento que siguieron, este refiere al conteo de
los circulos que componen cada figura de la etapa dada en el patron. De ahi, reconocen
implicitamente, que el patron figural es creciente, ademas, cuantos circulos aumenta cada
figura, en etapas consecutivas y no consecutivas (sobre todo las cercanas). Algunas

manifestaciones de este incremento aparecen en términos verbales, como las siguientes:
E6: “sumando dos”
E13: “va de dos en dos”

Con base en estas ideas matematicas, los estudiantes perciben un incremento
constante, enfocandose solo en unas de las variables involucradas (en este caso, “cuando el
valor de patrén de la variable dependiente aumenta”). Evidencia empirica de un enfoque de
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recursividad. Se reconoce también, que convierten un sistema de representacion en otro. E3,
E11, E13 y E27 por ejemplo, pasan del sistema de representacion verbal al numérico (véase
figura 5.38 y 5.39). E6 por su parte, se apoyo de los sistemas de representacion pictorica,
numérica y verbal (véase figura 5.40). El primero, para contar, siguiendo en el contexto figural
hasta el nimero de figura 15. Posteriormente, hace una conversion del sistema de
representacion pictérica al numeérico, siguiendo con una  sucesion de numeros que
corresponde al valor de patron de la variable dependiente (nUmero de circulos). Por ultimo,
realiza una conversion de los dos sistemas de representacion anteriores al verbal, para
representar el total de circulos que componen las figuras en las etapas que analizé (total de
circulos para la figura 3 y la figura 12).

i ; circu |O,,(J_-C-IPC;’ q‘e“z——,‘—‘i@L”"l_i_i@f,i_ﬁ,,}ﬁ,lo “;if{u ra 2
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a) Representacion mudiltiple: verbal-numérica simple

Figura 5. 38. Enfoque de recursividad en E3.
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Figura 5. 39. Sistemas de representacion de E13.
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c) Sistema de representaciéon verbal

Figura 5. 40. Sistemas de representacion de E6.

E17 y E31 se apoyaron de los sistemas de representacion tabular y verbal. Por ejemplo,
E17 primero convirtid6 el sistema de representacion pictorico al tabular, donde organizo y
representd numéricamente las etapas que analiz6 del patron figural (consecutivas y no
consecutivas) (véase inciso a en la figura 5.41). Finalmente, convirti6 el sistema de
representacion tabular al verbal, para representar el total de circulos que componen las figuras

en las etapas que analizo (total de circulos para la figura 3 y la figura 12) (véase inciso b en la
figura 5.41).
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a) Sistema de representacion numérico: 4 Porgue . Ful Svmands. » _
representacion tabular A ¢

b) Sistema de representacion verbal

Figura 5. 41. Enfoque de recursividad en E17.
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CASO 2: METODO BASADO EN LA FIGURA

E1l se involucré en este caso. Su razonamiento que siguid, refiere a un método basado en la
figura (Rivera, 2003. p. 67). Primero ve el objeto figura o etapa del patron, y percibe que tiene
forma lineal, como una “ele” o una escuadra. De ahi, vio cada etapa como consistente en la
unién de tres configuraciones distinguibles y reconoce que en etapas consecutivas y no
consecutivas (sobre todo las cercanas) cada figura “tiene un circulo que se encuentra en el
vértice de la “escuadra” y que “el resto de los circulos es un multiplo de dos, ya que considera
que la fila vertical y la horizontal tienen la misma cantidad de circulos” (sin contar el del vértice).
Esto es, reconoce de manera implicita una forma de contar que usa para determinar el nUmero
de circulos de cada etapa:(1 + 2(n —1)).

E1 no explicita el incremento en cada etapa. Se apoyé de los sistemas de
representacion pictérico y numérico. El primero, para contar, apoyado de las configuraciones
gue percibié en la figura (figura 5.42), y el segundo, para representar el total de circulos que
componen las figuras en las etapas que analizo.

o

Figura 5. 42. Sistema de representacion grafico: representacion pictérica de E1.

b) Enfoque de covariacion

Este enfoque se manifestdé sdlo en un estudiante (E17) de los que construyeron una
generalizacion. La evidencia empirica de que se involucraron en este enfoque, se reconocio
cuando los estudiantes centraron la atencion en la variacion o el valor del patron en las dos
variables involucradas (“‘cuando el valor de patron de la variable dependiente e

independiente aumentan”).

CASO 1: METODO NUMERICO

En este caso se sitla a E17, quien convirti6 numéricamente las etapas que analiza del patrén
figural (consecutivas y no consecutivas), a una forma bien estructurada. Esto es, de lo figural

pasa a una tabla. Desde la tabla, enfoc6 su andlisis en las dos variables involucradas (nimero

de figura y nimero de circulos). Con base en ello, reconocid cuanto varian de una etapa a la
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otra. Tomo como referencia el niumero de figura 10 formada por 19 circulos y a partir de eso
realizo la representacion tabular usando multiplos de 10 para el nimero de figura y sumando 20
para el numero de circulos: 10 — 19,20 — 39,30 — 49, ...,70 — 139 — 80 — 159 (figura 5.43.). Esto
es, reconoce de manera implicita un incremento constante de las dos variables involucradas
(cuando la figura “aumenta en diez” y el niumero de circulos “aumenta en veinte”), evidencia
empirica de un enfoque de covariacion en su modo de proceder. Por la forma en que trabaja
en esta etapa, se reconoce que usa un método numérico (Rivera, 2013. p. 67).

9 3¢ 591917 ARSALT

a) Sistema de representacion numeérico: representaciéon tabular

Figura 5. 43. Enfoque de covariacién en E17.

En esta etapa del proceso de solucion a la tarea, este estudiante convierte un sistema

de representacion figural a uno tabular.

c) Enfoque de correspondencia

Este enfogque se reconoce en los ocho estudiantes (E1, E3, E6, E11, E13, E17, E27 y E31) que
establecieron una generalizaciéon. La evidencia empirica de que se involucraron en él, se
reconociéo al momento en que esta poblacion, centré su atencion en la correlacion entre los
pares correspondientes de las variables involucradas. En términos de la tarea, significa que es
cuando se enfocaron en reconocer qué cantidad de circulos le corresponde a determinada
figura. Es decir, explican el comportamiento general que sigue el patrén figural. Se identificaron

tres casos, que se describen en seguida.

CASO 1: METODO NUMERICO

Con base en su forma de proceder, se reconoce que E17 recurre a un método numerico
(Rivera, 2003. p. 67). Consisti6 en analizar los datos de la tabla construida previamente (figura
5.43), desde la que reconocio la correlacion existente entre las dos variables. Para explicar esa
correlacion, generd una estructura aritmética basada en la multiplicacion y la adicion, a la que
articula el numero de etapa y le “resto” uno. Asi, para la etapa 100, multiplicé por 2 y le resté 1,
a partir de ello, le resulté 199 (figura 5.44). En primer momento, Sse asume como una conjetura,
la cual probé de manera empirica con casos lejanos, por ejemplo para la figura 40, 150 y con

ello, de algin modo la valida (figura 5.45). Esta es una evidencia de que E17 generaliza. Por la
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estructura que subyace en su manera de proceder, esta generalizacion es de la forma f (n) =

2n — 1. El enfoque en que se involucra en este proceso es el de correspondencia.

= =119 porgue My .n'.’p;';f-rw. IT
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a) Representacion multiple: verbal-numérica simple

Figura 5. 44. Enfoque de correspondencia en E17.
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(b) Sistema de representacion
numeérico: representacion numérica
simple

(a) Sistema de representacién numeérico:
representacion numérica simple

Figura 5. 45. Generalizacién en E17.

CASO 2: METODO NUMERICO

E3, E6, E11, E13, E27 y E31 se involucraron en este caso. Con base en su forma de proceder,
se reconoce que recurren a un meétodo numeérico donde una vez que identifican el valor del
patron "va de dos en dos", buscaron una estructura aritmética que les permitan modelar tal
comportamiento. Ahi, primero generaron una estructura aritmética, basada en la multiplicacion,
a la que sdlo vincularon el numero de etapa y con el valor de patron “multiplico por dos”.
Posteriormente, regresan a verificar su conjetura, y se dan cuenta que esta es incorrecta, por lo
gue generaron una estructura aritmética diferente, basada en la multiplicacién y la adicién, a la
que articularon el numero de etapa y le “resta” uno. Estableciendo una generalizacion, de la
forma f (n) = 2n — 1. El enfoque en que involucra en este proceso es el de correspondencia.

Asimismo, que convierten un sistema de representacion en otro. E3, E6, E11, E13, E27
y E31 por ejemplo, pasan del sistema de representacion verbal al numérico (véase figura 5.46 y
5.47).
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a) Representacion mudltiple: verbal-numérica simple
Figura 5. 46. Enfoque de correspondencia en E6.
' L X\ =28~ . "
@:?3@(@}03, @\\‘O\OIOQ A i ver |k
| e 2% T
©® 199 cpedon_ mbbidgoe e
200 = /[CH \ \ | Sistema de
a) Representacién mudltiple: verbal-numérica simple represe,n_tac!on
numeérico:

representacion
numérica simple
Figura 5. 47. Enfoque de correspondencia en E13.

CASO 3: GENERALIZACION DIRIGIDA POR AUXILIARES

E1l se involucr6 en este caso. Con base en su forma de proceder, se reconoce que plantea una
generalizacion dirigida por auxiliares (Rivera, 2003. P.67 y 68). Es decir, considero en las
etapas la misma cantidad de circulos para la fila vertical y la horizontal (2xn), lo que también
significd agregar 1 circulo para completar la escuadra. Sin embargo, el circulo que agrega no
forma parte de las etapas originales del patron. Ahi, genera una estructura aritmética diferente,
basada en la multiplicacion y la adicion, a la que articula el numero de etapa y le “resta” uno.
Estableciendo una generalizacion, de la forma f (n) = 2n — 1. El enfoque en que involucra en

este proceso es el de correspondencia.

El se apoyd de los sistemas de representaciébn numérica y verbal. El primero, para
verificar la estructura aritmética que construyd para representar el total de circulos que
componen las figuras en las etapas cercanas y lejanas que demanda la tarea, esto es, la 3, 12
y 100. El segundo, para justificar verbalmente tal estructura (figura 5.48.).
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a) Sistema de representacion b) Sistema de representacion verbal

numeérico: representacion
numeérica simple
Figura 5. 48. Enfoque de correspondencia en E1.
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Tipos de Generalizacion en la tarea 3

Los tipos de generalizacion se reconocen de acuerdo a la estructura matematica (constructiva o
deconstructiva) y a la formula polinbmica (aditiva o multiplicativa, estandar o no estandar) que
los estudiantes generan en su generalizaciobn empirica. En esta tarea se manifestaron
generalizaciones multiplicativas constructivas estandar y aditivas constructivas estandar (tabla
5.6).

Tabla 5. 6. Tipos de generalizacién en la tarea 3.

Tipo de generalizacién Estructura matemética Evidencia

Multiplicativa constructiva

estandar: Estructura f@ =2n-1

matematica multiplicativa y 150 10

aditiva que se construye a n =numero de figura */ , "\f:

partir de las etapas f() = nimero \?00 200
conocidas en un patrén de circulos — / /\92

figural considerando estas que forman la figura &

no superpuestas. Ademas, Generalizacién de E17
la expresion aritmética esta (Sistema de representacion
en su forma simplificada. numérico: representacion

numeérica simple
Representacion mudltiple: verbal-
numeérica simple)
Aditiva constructiva

estandar: Estructura fr) =n+n-1 .
matematica aditiva que se n = nimero de figura M o Pique 2 Som 2 yred to
construye a partir de las f() = nimero Generalizaciéon de E27
etapas conocidas en un de circulos (Sistema de representacion
patron figural considerando que forman la figura verbal)

estas no superpuestas. La
expresion aritmética esté en
su forma simplificada.

5.1.3.1. Estudiantes que no generalizan en latarea 3

En el andlisis de los enfoques funcionales, se reconoce que 23 (74.1%) estudiantes del total de
la poblacion que participd en la exploracion no logré construir una estructura matematica
plausible para explicar el comportamiento que guarda el patron figural involucrado en esta
tarea. De ellos, 22 mantuvo su andlisis en el enfoque de recursividad, el resto en el de

covariacion.
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a) Enfoque de recursividad

De quienes mantuvieron su analisis en el enfoque de recursividad, se apoyaron del conteo de
los circulos que componen a cada figura de la etapa dada en el patron. Desde ahi, se dieron
cuenta que en etapas consecutivas y no consecutivas, sobre todo las cercanas, cada figura
“aumenta” en dos circulos. Por ello, para determinar el nimero de circulos en etapas cercanas
consecutivas (etapa 3) y no consecutivas (etapa 12) demandadas por la tarea, le suman dos al
namero de circulos que forman la figura de una etapa previa a la que analizan. De la etapa 1 a
la 12, algunos estudiantes pasaron del patron figural a lo numérico para representar los casos
analizados y el resultado correspondiente (figura 5.49), evidencia de que convirtieron un
sistema de representacion en otro. También se reconoce, que algunos se mantuvieron
trabajando en el contexto del problema (en lo figural) para analizar los casos planteados en la
tarea (figura 5.50).
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a) Sistema de representacion numeérico: representaciéon tabular

Figura 5. 49. Enfoque de recursividad en E18.
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a) Sistema de representacion grafico: representacion pictérica

Figura 5.50. Enfoque de recursividad en E8.
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a) Enfoque covariacional
E10 mantiene su andlisis en este enfoque, centrando su atencién en la variacion o el valor del
patrén de las dos variables involucradas. Se dio cuenta que en etapas consecutivas y no
consecutivas, sobre todo las cercanas, cuando el numero de figura “aumenta en uno” y el
numero de circulos “aumenta en dos”. De ahi, convirtio numéricamente las etapas que analiza
del patrén figural a una tabla (inciso a en la figura 5.51). Por tanto, para determinar el nUmero
de circulos de las etapas 3, 12 y 100 que le demando la tarea, justifica “fui en dos en dos y
después en uno en uno” (inciso b en la figura 5.51). Evidencia empirica de un enfoque de

covariacion en su modo de proceder.
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(a) Sistema de representacion numérico: representacion tabular
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(b) Sistema de representacion verbal

Figura 5. 50. Enfoque de covariaciéon en E10.

5.2. Sistemas de representacion

Los estudiantes recurrieron a tres tipos de sistemas de representacion en el proceso de
solucion de las tareas: El verbal, el numérico y el grafico, que usaron de manera diferenciada.
Del gréfico, se apoyaron en la representacion pictérica, del numérico, emplearon a la
representacion numérica simple y a la tabla. En ese proceso, algunos se apoyaron en mas de
una representacion (representaciones multiples), otros, se mantuvieron en un sistema.

5.2.1. Sistemas de representacion en la tarea 1

En esta tarea, los estudiantes recurrieron a tres sistemas de representacion: El verbal, el
numeérico y el gréfico (tabla 5.7). Se describen a continuacion:
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a)

b)

d)

Sistema de representacion verbal. En esta tarea fue el sistema de representacion que
todos los estudiantes utilizaron. Este hecho se justifica, porque una de las cuestiones de
la tarea, les demand6 describir como determinar rapidamente la cantidad de fésforos que
conforman la figura 150. Otra justificacion, es debido a que en cada pregunta, se les

pidi6 argumentar su respuesta.

Sistema de representacion numeérico. Este sistema de representacion en su
representacion numeérica simple y tabular fue el segundo mas empleado. La
representacion numérica simple la usaron diecinueve estudiantes. En un primer
momento, para representar la cantidad de fosforos que componen a cada figura, o bien
para registrar cuanto incrementa en cada etapa, el numero de fésforos. También para
expresar la estructura matematica asociada a la generalizacion, que plantearon, en
términos de wuna estructura aritmética, via la multiplicacion y la adicion. La
representacion tabular por su parte, fue usada por tres estudiantes, para organizar y
representar numéricamente las etapas que analizan del patron figural (consecutivas y no
consecutivas). Es decir, convirtieron la representacion pictorica del sistema de
representacion grafico a la representacion tabular del sistema de representacion

numérico.

Sistema de representacion grafico. Trece estudiantes usaron la representacion
pictérica asociada a este sistema, en etapas cercanas consecutivas y no consecutivas.
Ello, a fin de continuar trabajando en el contexto del problema, para reconocer cuantos
palillos incrementan las figuras en cada etapa. El uso de este sistema de representacion

se articula al enfoque de recursividad en el que se involucraron los estudiantes.

Representacion mdaltiple: También usaron la representacién mdaltiple verbal-
numérica, para describir el procedimiento que siguieren para determinar la cantidad de
palillos en las etapas demandadas (3, 10, 20 y/o 150). Se apoyaron del lenguaje comuny
la estructura aritmética de manera simultdnea. En esta tarea la emplearon trece

estudiantes.
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5.2.2. Sistemas de representaciéon en la tarea 2

Al igual que en la tarea 1, en esta tarea se apoyaron de tres sistemas de representacion: El
numérico, verbal y grafico (tabla 5.8). De ellos, los mas utilizados fueron el numérico y el verbal.

Los usaron en diferentes momentos:

a) Sistema de representacién verbal. Este sistema de representacion fue el mas
empleado en esta tarea. Veinte estudiantes recurrieron a €l para justificar o describir sus
procedimientos. En ese proceso, hicieron uso del uso del lenguaje comun. La mayoria de
ellos, describieron como determinar rapidamente la cantidad de sillas que se colocarian
alrededor de 100 mesas octagonales, una de las cuestiones demandadas por la tarea.

b) Sistema de representacién numérico. Este sistema de representacion es utilizada en
dos de sus representaciones, la numérica simple y la tabular. La representacion
numérica simple fue utilizada por diecisiete estudiantes, para registrar el aumento de
sillas en cada etapa o bien, para expresar estructuras aditivas y multiplicativas, asociadas
a la generalizacion empirica. Mientras que la representacion tabular la emplearon tres
estudiantes para organizar y representar numéricamente las etapas que analizan del
patron figural (consecutivas y no consecutivas). He aqui donde existe una conversion
entre representaciones, pasando de lo pictdrico a lo tabular.

c) Sistema de representaciéon grafico. Utilizaron la representacion pictérica asociada a
este sistema, en etapas cercanas consecutivas y no consecutivas. Ello, a fin de
reconocer cuanto incrementan las figuras en cada etapa. El uso de este sistema de
representacion se articula al enfoque de recursividad en el que se involucraron los
estudiantes. En esta tarea la emplearon siete estudiantes.

d) Representaciones mdultiples: En esta tarea dieciséis estudiantes se apoyaron de la
representacion multiple verbal-numérica. La mayoria recurrié a ella para describir
cémo obtuvieron la cantidad de sillas en las etapas demandadas (1, 8, 16 y 100),

haciendo uso de la combinacion del lenguaje comun y operaciones aritméticas.

5.2.3. Sistemas de representaciéon en la tarea 3

En esta tarea los estudiantes también recurrieron a los sistemas de representacion numeérica, el

gréfico y el verbal (tabla 5.9). Son los siguientes:

a) Sistema de representacion numérico. Usan los dos tipos de representacion asociadas a

este sistema, la numérica simple y la tabular.
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b)

d)

a.l) Representacion numérica simple. La utilizaron doce estudiantes. En un primer
momento, para representar la cantidad de circulos que componen a cada figura, o
bien para registrar cuanto incrementa en cada etapa. Asimismo, para expresar la
estructura matematica asociada a la generalizacion, la cual plantearon en términos

de una estructura aritmética, via la multiplicacion y la adicion.

a.2) Representacion tabular. Cuatro estudiantes usaron esta representacion para
organizar y representar numéricamente las etapas que analizan del patron figural
(consecutivas y no consecutivas). Es decir, convierten la representacion pictorica del
sistema de representacion grafico a la representacion tabular del sistema de
representacion numeérico.

Sistema de representaciéon gréfico. Emplean a la representacion pictérica asociada
a este sistema, en etapas cercanas consecutivas y no consecutivas. Ello, a fin de
reconocer cuanto incrementan las figuras en cada etapa. El uso de este sistema de
representacion se articula al enfoque de recursividad en el que se involucraron los

estudiantes. . En esta tarea la emplearon dos estudiantes.

Sistema de representacion verbal. Este sistema de representacion se basa del uso
del lenguaje comun. Veinticinco estudiantes recurrieron a él, en distintos momentos de
su trabajo con la tarea. Principalmente, cuando se les pidi6 describir como determinar
rapidamente la cantidad de circulos que conforman la figura 150. La respuesta a esta

cuestion, algunos estudiantes articularon ademas, la representacion numérica simple.

Representaciones multiples: Doce estudiantes usaron la representacion maltiple
verbal-numérica para describir el procedimiento que siguieren para determinar la
cantidad de palillos en las etapas demandadas (3, 10, 20 y/o 150). En esta forma de
proceder se apoyaron del lenguaje comdn y la estructura aritmética de manera
simultanea.
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Tabla 5. 7 . Sistemas de representacion identificados en la tarea 1.

Estudiante Sistemas de Representacién Representaciones
multiples

Numérico Gréfico Verbal Verbal-Numérica
Simple
Numérica Tabla de Pictorico
simple valores
El X
E2 X
E3 X
E4
E5
E6
E7
ES8
E9
E10
E11 X
E12
E13
E14
E15
E16 X X
E17 X
E18 X
E19
E20
E21 X
E22
E23
E24
E25
E26
E27
E28
E29
E30
E31
Total

X

X X XXX
X X X X X X

X X
X X X X
X X X

x

o X X XXX X
XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX XXX X

13
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Tabla 5. 8. Sistemas de representacion identificados en la tarea 2.

Estudiante Sistemas de Representacidon Representaciones
multiples
Numérico Grafico Verbal Verbal-Numérica
Simple
Numeérica Tabla de Pictérico
simple valores
El X X
E2 X X X
E3 X X X
E4
E5 X X X
E6 X X X X
E7 X X
ES8 X X
E9 X
E10 X X
E1ll
E12 X X X
E13 X X X
E14 X
E15 X X X
E16 X X X X
E17 X X X
E18 X X
E19 X
E20 X X
E21 X
E22 X
E23 X
E24 X
E25
E26 X X
E27
E28 X X X X X
E29 X X
E30 X X X
E31 X X
Total 17 3 7 20 16
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Tabla 5. 9. Sistemas de representacion identificados en la tarea 3.

Estudiante Sistemas de Representacién Representaciones
multiples
Numérico Grafico Verbal Verbal-Numérica
Simple
Numeérica Tabla de Pictérico
simple valores
El X X
E2 X X X
E3 X X
E4 X
ES5 X X
E6 X X X X
E7 X X
ES8 X X
E9 X
E10 X X
E1ll X
E12 X
E13 X X
El4 X
E15 X
E16 X X
E17 X X X
E18 X
E19 X
E20 X
E21 X X
E22 X
E23 X
E24 X
E25 X
E26 X X
E27 X
E28 X X
E29 X X
E30 X X X
E31 X X X X
Total 12 4 2 25 12
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Capitulo 6

Conclusiones

Esta investigacion analizé el pensamiento funcional en estudiantes de quinto grado de una
escuela primaria en México. El analisis consider6 los enfoques funcionales (recursividad,
covariacion y correspondencia), los sistemas de representacion (numérico, grafico, algebraico,
verbal o representaciones multiples) y los tipos de generalizacion (constructiva o
deconstructiva). Se exploré con base en tres tareas, asociadas a sucesiones de figuras con
progresion aritmética de orden uno.

6.1. Enfoques funcionales

La investigacion muestra que: (1) quienes evidenciaron un pensamiento funcional, no
necesariamente transitaron por los tres enfoques funcionales (ver tabla 6.1) propuestos por
Pinto & Canadas, 2018; Pinto 2016; Tanigh, 2011; adaptado de Smith, 2008, (2) los aspectos
visuales, fueron fundamentales para que los estudiantes establecieran inferencias de su
interpretaciéon a los objetos figurales de las etapas dadas del patron involucrado, como
configuraciones estructuradas de cierta manera, asimismo, reconocieran determinadas
propiedades (por ejemplo: incremento, cuanto incrementa, etc.), (3) recurrieron a mas de un
sistema de representacion en sus interpretaciones, y (4) que la mayoria de los estudiantes que
establecen una generalizacion, se involucran en los enfoques de recursividad y de

correspondencia.

Tabla 6. 1. Enfoques funcionales que se reconocen en las tres tareas.

Tarea Enfoques funcionales
Recursividad Covariacién Correspondencia
T1 16 0 16
T2 5 0 12
T3 8 1 8

a) Enfoque de recursividad

Una mayoria de los estudiantes que generalizaron se involucraron en este enfoque. Este hecho
se justifica desde las cuestiones demandadas por la tarea, que implicaron al estudiante en la
determinacion de etapas cercanas y lejanas del patron figural. Se involucraron de manera

diferenciada, en la que se evidencian tres casos de recursividad:
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Tabla 6. 2. Casos del enfoque de recursividad en los que se inwlucraron los estudiantes.

Casos de Descripcion Tarea Ejemplo
recursividad
Conteo Recurren al conteo de las unidades
recursivo que componen los objetos figurales T1, T2 T3
de cada patrény reconocen el yT3

incremento constante, enfocandose
s6loenunas de las variables
involucradas (en este caso, “cuando
el valor de patrén de lavariable
dependiente aumenta cierta

cantidad”).
Método Recurren al objeto figura o etapa del
basado en la  patrény ladescomponenen T1, T2
figura configuracionesdistinguibles,estoles Yy T3

permiten reconocer el “incremento
constante” de cadafigura, en etapas
cercanas ylejanas.

Meétodo Representan numéricamente la

numérico cantidad de unidades que forman las
figuras de las etapas dadas enla T1, T2
tarea. Desde ahi, se enfocan en una yT3

de las variables involucradas (nimero
de unidades que forman cadafigura)

y reconocen el incremento constante

de cadafigura, en etapas cercanasy

lejanas.
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b) Enfoque de covariacion

Solo un estudiante se involucré en este enfoque (E17 en la tarea 3).

Tabla 6. 3. Caso del enfoque de covariacion en el que se inwlucré E17.

Caso de Descripcion Ejemplo
covariacién
Metodo 1. Convirtié6 numéricamente las
numerico etapas que analiza del patrén F 10 |20 |30 |40
figural (consecutivas y no C 19 139 |59 [79

consecutivas), a unaformabien
estructurada. Estoes,de lo
figural pasaauna tabla.
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2. Enfoco su analisis en las dos 410 10 g9
variables involucradas (nimero

de figuray niamero de circulos). NN

Conbase enello, reconocio F |10 |20 |30 |40

cuanto varian de unaetapa ala

otra C |19 |39 |59 |79
\ U AW AW

+20 20 45

c) Enfoque de correspondencia

Los estudiantes que generalizaron se involucraron en este enfoque. Se reconocié, al momento
en que esta poblacion, cambian su forma de proceder cuando se les determinan etapas lejanas
del patrdn figural. Ahi, una mayoria abandonan el enfoque recursivo y centran su atencion en la
correlacion entre los pares correspondientes de las variables involucradas (se enfocan en
reconocer qué cantidad de unidades le corresponde a determinada figura), es decir, explican el
comportamiento general que sigue el patron figural. Los estudiantes se involucraron de manera

diferenciada, en la que se evidencian tres casos de correspondencia:

Tabla 6. 4. Casos del enfoque de correspondencia en los que se inwlucraron los estudiantes.

Casos de Descripcion Tarea Ejemplo
correspondencia
Método A través de estructuras matematicas, T1,T2y T2
numeérico representan numeéricamente la T3 “En 8 mesas octagonales unidas
correlacion existente entre las dos se colocan 50sillasa su
variables. Es decir, pueden determinar alrededor, porque multipliqué
cuantas unidades forman cualquier (8x6) +2”
figura (Por ejemplo, si el numero de “En 16 mesas octagonales unidas
figura es x, la cantidad de unidades se colocan 98sillasa su
que la forman es y). alrededor, porque multipliqué
(16x6) + 2”
En 100 mesas octagonales unidas
se colocan 602 sillasa su
alrededor, porque multipliqué
(100x6) +2”
Método basado Recurren al objeto figura o etapa del T1,T2y T1
en lafigura patrén 'y la descomponen en T3
configuraciones distinguibles, esto les
permiten reconocer relaciones entre el
numero de figura y el niumero de
unidades que forman cada figura.
EIE
Figural Figura2 Figura3
Generalizacién Modifican el objeto figura o etapa del T3 T3

dirigida por
auxiliares

patron, agregando o quitando unidades
parabuscarrelaciones entre el nUmero
de figura y el nUmero de unidades que
forman cada figura. Desde esa forma
de proceder,determinan la cantidad de
unidades que forman a cierta figura.
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6.2. Generalizacién y tipos

La generalizacién es una caracteristica importante del pensamiento funcional (Blanton et al.,
2015) y es la maxima demanda cognitiva planteada a los estudiantes a partir de las tareas, por
encima de lo que establece el curriculum de educacion primaria en México. Lograron
construirla mayoritariamente en las tareas 1 y 2. Ademas se reconoce que quienes

generalizaron, se involucraron en el enfoque de correspondencia (Tabla 6.5).

Tabla 6. 5. Estudiantes que generalizan en las tres tareas.

Tarea Enfoques funcionales Generalizan
Recursividad Covariacion Correspondencia Si No
T1 28 0 18 16 15
T2 7 0 13 12 19
T3 30 2 8 8 23
Total 65 2 39 38 57

Esta etapa se reconoce cuando el estudiante valida una conjetura, la cual establece
para determinar una etapa lejana y/o cercana del patron figural. En este proceso, coordinan sus
capacidades inferenciales perceptivas y simbdlicas (Rivera, 2010) apoyandose de las
representaciones para manifestar formas de razonamiento. Expresan estas generalizaciones
mediante estructuras matematicas (simbdlica), con las que explican y justifican el
comportamiento de los objetos de un patrén figural. Se articulan a una estructura matematica
(constructiva o deconstructiva) y a la férmula polindmica (aditiva o multiplicativa, estandar o no

estandar) que los estudiantes generan en su generalizaciébn empirica. Se reconocieron tres
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Multiplicativa deconstructiva no estandar (tabla 6.6).

tipos: a) Aditiva constructiva no estandar, b) Multiplicativa constructiva estandar y c)

Tabla 6. 6. Tipos de generalizacidon que se establecen en las tres tareas.

Tipos de Caracteristicas Expresion Tarea Ejemplos
generalizacién figurales matematica
Aditiva Ve patrones Los términos en T3 Generalizacion inferida
constructivano figurales como la expresion en E27:
estandar compuestosde matematica (un estudiante)
partes no estanenforma fm)=n+n-1
superpuestas expandida, no
simplificada
Multiplicativa Ve patrones Los términos en T1 Generalizacion inferida
constructiva figurales como la formulaestan de E13en T1:
estandar compuestosde de forma (15 estudiantes)
partes no simplificada fm) =3n+1
superpuestas
Generalizacioninferida
T2 de E20en T2:
(11 estudiantes) f(n) =6n+2
Generalizacioninferida
de E13en T3:
T3
f(n) =2n—-1
(7 estudiantes)
Multiplicativa Ve patrones Los términos en T1 Generalizacioninferida
deconstructivano figurales como la formulaestan en E5:
estandar compuestosde en forma (un estudiante)
partes expandida, no F = an2)-(2-1
superpuestas simplificada ( - k) (k )

T2

(un estudiante)

Generalizaciéon inferida
en E31:

f) =(6(n—2)+ 2(7))

6.3. Sistemas de representaciéon

Los sistemas de representacion también son una pieza clave en el estudio del pensamiento
funcional, ya que a través de ellos se pueden representar y justificar relaciones entre
cantidades variantes (Blanton et al., 2015). Los sistemas de representacion que utilizan los

estudiantes que evidencian pensamiento funcional, en consecuencia los que generalizan son:
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el verbal, el numérico y el grafico. Aunque también emplearon la representacion multiple:
verbal-numérico simple (tabla 6.7).

Tabla 6. 7. Sistemas de representacion identificados en las tres tareas.

Tarea Sistemas de representacion Representacion multiple
Verbal Numeérico Grafico Verbal-Numérica Simple
Numérica simple Tabular
T1 16 12 2 6 9
T2 12 9 2 2 7
T2 4 5 2 1 7
Total 32 26 6 9 23

a) Sistema de representacion verbal

Este sistema de representacion lo utilizan casitodos los estudiantes que evidencian
pensamiento funcional (32 de 36 estudiantes) en las tres tareas. La emplean para describiry
justificar verbalmente sus procedimientos. Particularmente, describen como determinar

rapidamente etapas lejanas del patrén figural.

b) Sistema de representacion numeérico

Este sistema de representacion es uno de los mas utilizados por los estudiantes, recurren a la
representacion numérica simple y tabular. La representacion numérica simple es usadas por

casi todos los estudiantes en las tareas, siendo la tabular una de las menos empleadas.

La representacion numeérica simple, es usada para representar y expresar las
generalizaciones en su estructura matematica (aditiva y/o multiplicativa). También la utilizan
para representar numéricamente las etapas del patrén figural y darle continuidad a dicho patron
para determinar etapas cercanas demandadas por la tarea. Mientras que la representacion
tabular se emplea para representar la correlacion existente entre las dos variables, y que ayuda
en la mayoria de los casos al reconocimiento del enfoque de correspondencia.

c) Sistema de representacion grafico

El sistema de representacion grafico es al que menos recurren los estudiantes, utilizando sélo
la representacion pictorica. Esta representacion, se emplea por algunos estudiantes cuando
siguen el patron figural y determinan etapas cercanas (consecutivas y no consecutivas). Otros
por su parte, la usan para representar alguna etapa en particular, sin la necesidad de
representar todas las etapas anteriores. Sin embargo, estas formas de proceder son

abandonadas cuando se les demandan etapas lejanas, favoreciendo en algunos casos el
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reconocimiento del valor de patrén y como este se relaciona con el nidmero de etapa,

involucrando al estudiante en el enfoque de correspondenciay la generalizacion.

d) Representacién maltiple: Verbal- Numérica Simple

Se reconocidé el empleo de una representacion multiple resultado de las combinacion de la
representacion verbal y la representacién numérica simple. Esta representacion es utilizada por
los estudiantes cuando justificaban verbalmente sus respuestas y representaban
numéricamente las operaciones a los recurrieron para encontrar sus resultados.

e) Conversiones entre sistemas de representacion

Se presentd sélo una conversion entre sistemas de representacion: del grafico al numérico.
Esta conversion se manifesto cuando los estudiantes transformaron numéricamente la figura 'y
el numero de unidades que forma cada figura correspondiente, y los registraron de forma bien
estructurada, en una tabla. Es decir, convertian la representacion pictérica del sistema de

representacion gréfico a la representacion tabular del sistema de representacion numérico.

6.4. Reflexiones finales

Los aportes de esta investigacion van dirigidos a toda la comunidad de Matematica Educativa,
particularmente a aquellas que se enfocan en el estudio del pensamiento funcional y el

pensamiento algebraico temprano en el marco de la generalizacion de patrones figurales.

Los resultados evidencian que los estudiantes primaria, son capaces de reconocer
patrones (de recurrencia y de correspondencia), y establecer generalizaciones apoyados de las
estructuras aditivas y multiplicativas. Asi también, que las tareas de patrones figurales jugaron
un papel importante en el analisis del pensamiento funcional, destacando los aspectos visuales
como principales generadores de la generalizacion. Estos, favorecieron a los estudiantes
organizaran los casos, trabajaran con casos particulares, lo que derivo en el reconocimiento del
patron (de recurrencia y/o de correspondencia), y el establecimiento de relaciones entre las dos
variables involucradas, ayudando esta Ultima a deducir perceptualmente y simbdlicamente una
estructura algebraicamente Util (generalizacion implicita). Ademas, que desde la investigacion
se enfatiza el trabajo de tareas de patrones figurales como un meétodo efectivo en la
introduccion al algebra (Rivera, 2010; 2013).

La descripcion de los tipos de enfoques funcionales y generalizaciones que
reconocieron y establecieron los estudiantes, permitié identificar a aquellos estudiantes que

manifestaban pensamiento funcional, es decir, que generalizaron. Posteriormente, se
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profundizé en estos estudiantes, y a través de sus razonamientos se reconocieron distintas

formas de proceder.

Por ejemplo, la T1 fue en la que mas estudiantes generalizaron, caso contrario con T2 'y
T3. T1 tiene la estructura de las tareas que proponen los libros de texto de matematicas, ya
gue es una sucesion de figuras con progresion aritmética de orden uno con término general de
la forma: f(n) =ax+b,ayb >0, también son explicitas las dos variables involucradas
(nimero de figura y nimero de unidades que forman la figura). Si bien, T2 tiene termino
general de la misma forma que T1, el contexto figural es diferente, pues las variables estan

implicitas. Por su parte, T3 fue la tarea donde menos estudiantes generalizaron (aunque las
variables estan explicitas), este hecho se justifica por la forma del término general: f(n) = ax +

b,a>0yb <0, ya que las tareas de los libros de texto poco se trabaja con este tipo de

progresiones aritméticas de orden uno.

El estudio de los sistemas de representacion evidencia que cuando el estudiante cambia
su forma de proceder también cambia las representaciones que usa, por lo que estos dos
elementos estan fuertemente conectados. Otro aspecto importante a resaltar, es la cantidad de
representaciones y conversiones que el estudiante utiliza en la resolucion de la tarea, ya que a
mayor uso de representaciones y conversiones, mayor es la posibilidad de que el estudiante
logre establecer relaciones importantes entre las dos variables involucradas, ayudando asi a la
generalizacion.

También, se reconocen estrategias en el modo de proceder de los estudiantes, tales como
la de objeto entero y la de contar a partir de un dibujo (Jurdak & El Mouhayar, 2014). Siendo un

aporte importante para esta investigacion.

Si bien el analisis de los datos y los resultados presentados son factibles y confiables
para cumplir con los objetivos propuestos. Se reconoce una limitacion en los instrumentos
utilizados en la recogida de la informacion, ya que en ocasiones no permiten describir a
profundidad los conceptos y/o procedimientos que subyacen en el razonamiento de los
estudiantes. Por lo que se sugiere realizar entrevistas semi-estructuradas a cada uno de los

participantes.

Finalmente, se vislumbran futuras investigaciones en diferentes marcos. Por ejemplo, en
el de las representaciones se propone explorar este tipo de pensamiento en otras
representaciones, como la numérica, la verbal y la tabular. En el marco de las progresiones

aritméticas y la generalizacion, seria interesante analizar el pensamiento funcional en nifios de
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primaria con progresiones aritméticas de orden dos. Y una linea que todavia sigue abierta en el
estudio del pensamiento funcional, es generar este tipo de pensamiento, ya que una mayoria

de las investigaciones son meramente exploratorias.
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Anexos

Instrumento de exploracién
Tareal(T1)

Nombre del estudiante: Edad:

Nombre de la escuela: Grado: __ Grupo: ___

Analiza la siguiente sucesion de figuras, formada por fosforos de igual tamafio.

—  ® —&

] s
1 & 1

Figura 1 Figura 2 Figura 3  Figura 4

1. (Cuantos fosforos forman la figura 3? ¢Cuantos la figura 10? ¢figura 20? Argumenta
ampliamente tu respuesta para cada caso
2. Explica como determinar rapidamente el nimero de fosforos que forman la figura 150.

3. Si tienes 601 fosforos (A qué ndmero de figura corresponde? Argumenta ampliamente tu
respuesta.
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Tarea2(T2)

Nombre del estudiante: Edad:

Considera mesas que tienen forma octagonal unidas por uno de sus lados (observa la figura de
abajo), y se coloca una silla por cada lado. ¢Cuantas sillas pueden colocarse en una mesa
octagonal? ¢Cuantas sillas pueden colocarse en 8 mesas octagonales? ¢Cuantas en 16 mesas? ;Y
si son 100 mesas?

Si tienes 452 sillas ¢Cuantas mesas octagonales necesitards para colocarlas a todas alrededor?
Argumenta tus respuestas.

90000
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Tarea 3 (T3)

Nombre del estudiante: Edad:

Analiza la siguiente sucesion de figuras, formada por circulos de igual tamafio.

Q
Q
Q O
O OO 0000

Figura 1 Figura 2 Figura 3 Figura 4

1. ¢Cuéntos circulos forman la figura 3? ¢(Cuéntos circulos forman la figura 12? ;Cuantos la
figura 100? Argumenta ampliamente tu respuesta para cada caso.

2. Describe como se procede para determinar rapidamente el nimero de circulos que forma
cualquier figura de la sucesion.

3. Si tienes 299 circulos (A qué numero de figura corresponde? Argumenta ampliamente tu
respuesta.

4. Ahora, describe como se procede para determinar rapidamente el ndmero de la figura
cuando te dan el nmero de circulos que la forma.
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