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Resumen

Las primeras exploraciones que dieron origen al calculo fraccionario surgen con el naci-
miento del cdlculo clasico al tratar de averiguar el significado que pudiera tener la derivada
fraccionaria de orden no entero de una funcién. En la actualidad, el cédlculo fraccionario
es una herramienta importante para modelar fenémenos fisicos que presentan dinami-
cas complejas que el calculo clasico no suele describir con suficiente precision, debido a

las propiedades de no localidad y memoria presente en las derivadas de orden fraccionario.

En la presente tesis, se estudia el modelo de la ecuacion de onda unidimensional, la cual
es una ecuacion diferencial en derivadas parciales, lineal y del tipo hiperbdlico, tanto en
sus versiones clasicas como fraccionarias; nos centramos en el fenémeo fisico de incluir la
fuerza friccién a la ecuacion de onda. Para el caso fraccionario, el estudio se lleva a cabo
empleando la definicién de derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio en el sentido de
Liouville-Caputo con respecto a la variable temporal y consideramos de igual forma térmi-

nos de friccion fracional representados por la misma derivada de tipo Caputo-Fabrizio.

Por dltimo, se introduce una version de la ecuacién de onda donde el término de fric-
cién o amortiguamiento lo representaremos a través de una expresién integrodiferencial
con un kernel del tipo Mittag-LefHler, el cual puede emplearse para modelar efectos de
memoria de diversas formas de friccion mediante la manipulacién de los parametros que

definen a la funcién de Mittag-Leffler.



Abstract

The first explorations that gave origin to the fractional calculus arise with the birth of the
classical calculus, in trying to find out the meaning that might have the non-integer order
derivative a function. At present, fractional calculus is an important tool for modeling
of physical phenomena, which represents dynamic complexes that classical calculus does
not usually describe with sufficient precision, due to the properties of non locality and

memory presents in the order fractional derivatives.

In this thesis, we study the one-dimensional wave equation model which is a partial dif-
ferential equation, linear and hyperbolic type, both in its classical and fractional versions
we will focus on the physical phenomenon of including friction force in the wave equation.
For the fractional case, the study is carried out using the definition of Caputo-Fabrizio
fractional derivative type in the sense of Liouville-Caputo with respect to the temporal
variable and we consider the friction terms of represented by the same Caputo-Fabrizio

type derivative.

Finally, we introduce a version of the wave equation where the friction term or the dam-
ping is represented by an integrodifferential expression with a Mittag-LefHler kernel, which
can be used for model different forms of the friction with memory effects manipulating

the parameters of the Mittag-Leffler function.
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Introduccion

La ecuacién de onda unidimensional es una de las ecuaciones en derivadas parciales mas
importantes dentro de la fisica-matematica, la cual gobierna las vibraciones transversales

de una cuerda tensada, cuya version mas sencilla es de la forma
—u(r,t) = a®=—u(x,t), (0.0.1)
x

en donde, el dominio de la variable x puede ser acotado o no acotado y el dominio de la
variable temporal puede ser todo el conjunto de niimeros reales o reales positivos.

El problema de hallar soluciones a la ecuaciéon de onda fue abordado por los matematicos
méas importantes del siglo XVIII, siendo deducida por primera vez por Taylor en 1715 y en
1746 por D’Alembert quien hizo notar que en la solucién aparecian funciones arbitrarias.
Posteriormente, el problema también fue abordado por Euler (1748), Daniel Bernoulli
(1753) y Lagrange (1759).

Actualmente, con el desarrollo del Célculo Fraccionario la ecuacion de onda en conjunto
con la ecuacion de difusién sigue siendo una de las méas estudiadas bajo las diferentes

propuestas de derivadas fraccionarias, por ejemplo

= La ecuacion de onda fraccionaria en el tiempo del tipo Riemann-Liouville

2

BLDoy(,t) = az%u(x,t), x € [0,1], t>0. (0.0.2)

» La ecuacion de onda fraccionaria del tipo Liouville-Caputo

2

0
LC Dz, t) = azﬁu(x,t), ze0,], t>0. (0.0.3)

En ambas ecuaciones, si 0 < a < 1 nos escontramos con un proceso de subdifusiéon
anémala, mientras que, si 1 < a < 2 se tratard de un proceso de superdifusién

andomala.



Al resolver una ecuacién diferencial fraccionaria se obtiene una familia de soluciones que
dependen del orden de diferenciacion y como caso especial, poseen la propiedad de coin-

cidir con las soluciones clasicas cuando el orden fraccionario tiende a un valor entero.

Ademas de las propuestas anteriores, existen versiones de la ecuacién de onda fraccio-

naria un tanto mas generales, por ejemplo

= La ecuacion general de onda fraccionaria en el tiempo en el sentido de Liouville-

Caputo

r(z)* S Du(, t) = E% {p(x)%u(m,t)} —q(x)u(z,t) + f(z,t), x€]0,1], t>0,
(0.0.4)

para 1 < o < 2, b> 0, con p(x) > 0, r(x) > 0y ¢(z) funciones continuas en [0, ]
y f(x,t) una funcién suficientemente regular con respecto a ambas variables z y ¢

que representa el término de fuente.

» [a ecuacién de onda fraccionaria con efecto de memoria en su término de amorti-

guamiento o de friccion de la forma

D} hu(x, t) = a? ﬁu x,t) / K(t— (x £)dé + f(x,t) (0.0.5)

1 . . ., . .
en donde, D}, es un operador de diferenciacién fraccionario, 0 < v < 1y K (t) es una
funcion especial que va a caracterizar el fenémeno de friccién en situaciones donde apa-

rezcan efectos de memoria u otros aspectos complejos.

Es conocido que la fuerza de fricciéon F.;(x,t) se modela a través de la expresion
F.i(xz,t) = bDyu(x, t).

Partiendo de este hecho podemos escribir la ecuacién anterior en una forma integral que

represente una convolucién simple

W) — / R ”<5’t)d5+Fm(oo ),



suponiendo que F,.;(00,t) = 0. Esta expresion se puede generalizar para diversos tipos de
materiales o sistemas complejos introduciendo un kernel adecuado K (z,t) en lugar de la

funcion identicamente 1, es decir,

(e, t) = K(z,1) * (@) .

Dependiendo del entorno considerado o de las caracteristicas de los materiales, podriamos

_ 2Pt

I'(8)

u(z, t) = (iji;;) « (#) — (@) (0.0.6)

que es equivalente a

considerar a K(x,t) , por lo que

Ei(x,t) = bEDPu(z,t), (0.0.7)
en donde, [ D, es la derivada de orden fraccionaria de tipo Liouville.

De esta manera, el término integrodiferencial que aparece en la ecuacion (0.0.5) representa
una friccién generalizada, ya que incluird, como casos particulares, a la friccién fracciona-

ria y a la friccién clasica.

Dentro de las ecuaciones de onda fraccionarias que son de la forma (0.0.5), recientemen-
te se ha investigado aquella que involucra efectos de memoria en su término de friccién

representados por un kernel del tipo Mittag-Leffler de la forma

D1 e 0) = bt - 2 [a- ot B (U ut et s
(0.0.8)
chg—H

en donde, es el operador de diferenciaciéon fraccionaria del tipo Liouville-Caputo,

0<y<lyK(t) = Tiétﬁ_lEi”B (—%) es el kernel de memoria, el cual satisface que si

T — 0y =0=1 entonces K(t) = 7t~ el cual sustituido en la ecuacién (0.0.8)

_ 1
I'l-«
con 0 < « < 1 se obtiene la ecuacién de onda fraccionaria con friccién fraccionaria de la

forma

2

LCprttu(z, t) = %u(m,t) — 0" Du(x,t) + f(x,t), €00, t>0, (0.0.9)



en donde, si « — 1 y 7 — 1, entonces se obtiene la version clasica de la ecuacion de onda

amortiguada con término de fuente.

Considerando los trabajos anteriores, el trabajo a efectuar retomard los estudios de la
ecuacién de onda unidimensional en sus diferentes versiones clésicas y posteriormente
dara solucion a los problemas que involucran sus correspondientes versiones fraccionarias
en el tiempo, empleando para ello una de las propuestas recientes de derivada fraccionaria
la cual es del tipo Caputo-Fabrizio bajo el enfoque de Caputo y establecer una compara-

cién entre ambas soluciones.

Por 1ultimo, también se plantea el problema de la ecuacion de onda fraccionaria con efec-
tos de memoria en su término de friccién, cuyo kernel propuesto también involucra a la
funcion de Mittag-Leffler. Se analiza que bajo ciertas condiciones sobre los parametros
de dicho kernel y de la funcion de Mittag-Leffler, la expresién integral que representa
la friccién con efecto de memoria puede reducirse a un término de friccién fraccionaria

representado por una derivada de tipo Caputo-Fabrizio.

La estructura y organizacién para llevar a cabo esta investigacion se muestra a conti-

nuacion.



Descripciéon de la tesis

Capitulo 1

Con el desarrollo del Calculo Fraccionario, surgen diversas propuestas de operadores de
diferenciacion e integracion fraccionarias, y con ellas, diversas condiciones para que di-
chos operadores se encuentren definidos. Por esta razén, en este primer capitulo se definen
un conjunto de funciones y espacios de funciones que suelen surgir de manera natural al
emplear dichos operadores fraccionarios. Posteriormente, se define la transformada de La-
place y se demuestran algunas de sus principales propiedades.

Se muestra de manera explicita la deduccién de los operadores fraccionarios de Riemann-
Liouville al extender la validez de ciertas propiedades de los operadores de diferenciacion
e integracion de orden entero a un orden arbitrario. Dado que el empleo de este tipo de
operadores fraccionarios dentro del modelado de fenémenos fisicos involucra condiciones
iniciales de orden fraccionario, los cuales no son fisicamente interpretables, es necesario
presentar la derivada fraccionaria de Liouville-Caputo la cual se caracteriza por involu-
crar condiciones iniciales de orden entero, y considerando esta propiedad, se da paso a la
definicion de derivada del tipo Caputo-Fabrizio y al estudio de las diversas propiedades y

relaciones con las anteriores difiniciones de derivadas fraccionarias.

Capitulo 2

En este capitulo se presentan las diferentes versiones de la ecuaciéon de onda clasica, tanto
libre como amortiguada y con término de fuente definidas en un dominio acotado. Los
resultados son conocidos y pueden consultarse en las referencias [18]- [26], pero para hacer
mas autocontenida la tesis enunciaremos y desmostraremos cada uno de ellos. La justifica-
cion de incluir estos resultados clasicos se basa en que en el siguiente capitulo se realizara
una comparacion entre las versiones clasicas y fraccionarias de dichas ecuaciones de onda.

Para su estudio se tomaron en cuenta los siguientes aspectos.

s Fl orden ascendente de dificultad.



» Kl preservar las condiciones iniciales y de frontera en todas la versiones.

= El emplear la misma metodologia de solucién, esto es basicamente el empleo del
método de separacion de variables y la aplicaciéon del método de la transformada de

Laplace.

Capitulo 3

En este capitulo, se presentan las diferentes versiones de la ecuacion de onda de orden
fraccionario con respecto a la variable temporal, para la cual se considera la definicién de
derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio en el sentido de Liouville-Caputo. En el
estudio de este tipo de ecuaciones se toman en cuenta los aspectos del capitulo anterior,
asi como también, se hace una comparacion entre las soluciones encontradas de las ecua-
ciones de onda en sus versiones clasicas con respecto a las soluciones encontradas de las

ecuaciones de onda en sus versiones fraccionarias.

Capitulo 4

En este capitulo, se analiza la ecuacién de onda fraccionaria con fuente y como término
de fricciéon con efecto de memoria, se propone una expresion integral especial para tal
término, la cual se puede considerar como una convolucion entre la velocidad de la cuerda
en el punto x al tiempo t con un kernel que modela los aspectos del medio y caracteristi-
cas de los materiales que constituyen la cuerda. Esta versién es una generalizacion de las
versiones de onda clasicas y fraccionarias, puesto que para cierto valores de los parame-
tros involucrados en la expresion integral y en el orden de diferenciacion fraccionaria, es

posible obtener cualquier versién de la ecuacién de onda estudiada en este trabajo.

Capitulo 5

Por 1ltimo, en este capitulo se dan a conocer las conclusiones de este trabajo y las apor-

taciones sobre futuras investigaciones.



Capitulo 1

Introduccion al calculo fraccionario

El Calculo Fraccionario es una rama de la Matematica que se encarga del estudio de los
operadores de integracion y diferenciacion de orden arbitrario, dentro de los cuales, no
solo es posible considerar ordenes racionales, sino también, ordenes del tipo real e inclusive
de orden complejo. La denominacion de Calculo Fraccionario perdura hasta nuestros dias
por razones histéricas, aunque seria mas apropiado denominarlo como Célculo de Orden

Arbitrario [1,2].

Es posible que el inicio del estudio del cédlculo fraccionario se vié motivado debido a
la notacién empleada por Leibniz para la derivada de orden n, de una funciéon dada f

.

dz™

(@), (1.0.1)

al ser L’Hopital quien mediante una carta fechada en el 30 de septiembre del ano 1695
cuestiona a Leibniz a cerca del sentido de la expresién (1.0.1), cuando n = 1/2, a lo que
Leibniz responde: “esto conducird aparentemente a una paradoja de la cual algin dia
seran extraidas consecuencias tiles”. Dicha carta da testimonio importante a cerca de la
motivacién para indagar en el significado de una derivada de orden no entero, ademas de
aportar una fecha la cual puede ser considerada como nacimiento de una nueva rama de

la matemética [3,4].

Tras los primeros pasos de Leibniz y L'Hopital, el Calculo Fraccionario sigui6 su desarrollo,

destacandose principalmente



= En el siglo XVIII, Euler y Lagrange hicieron los primeros aportes tedricos.

= A mediados del siglo XIX los primeros estudios sistematicos parecen proceder de
Riemann, Liouville, Laplace y Holmgren. Es de destacar que en 1819, la primera
discusion de una derivada fraccionaria aparece en el texto de Calculo de Lacroix
quien aparentemente lo consideré como un ejercicio matematico. Por otro lado, en
1823 la primera aplicacion vino por parte de Abel en la soluciéon de una ecuacién

integral para el problema de la tautécrona [5].

= En el siglo XX, los principales aportes al calculo fraccionario fueron por parte de
Hardy, Littlewood, Erédy y Riesz. En 1974, surge el primer libro dedicado exclusi-

vamente al Célculo Fracionario, el cual es publicado por Oldham y Spanier [1,6,7].

Como puede verse, el Calculo Fraccionario es una rama de la matematica que se puede
considerar tan antigua como el calculo cldsico, sin embargo, tenia la reputacion de ser
una teoria matemadtica sin aplicaciones. A partir de la década de los 70’s del siglo pa-
sado, el Calculo Fraccionario ha logrado un considerable desarrollo, el cual se refleja en
las grandes cantidades de trabajos publicados respecto a este tema, libros, conferencias
internacionales, paquetes de software y grupos de investigacion que se refuerzan ano con
ano, generalmente debido a las aplicaciones que encuentra en los diferentes campos de la
ciencia, tales como, Fisica, Biologia, Economia, Medicina, entre otras dreas [9]. De esta
manera, el Calculo fraccionario como instrumento de modelacion tiene una aparacion re-
ciente, por dicha razon, puede decirse que el Calculo Fraccionario es también una nueva
disciplina.

En la actualidad, existen dos principales aplicaciones del Calculo Fraccionario: aplicacio-
nes de control y apliaciones de modelado matematico. Dentro del modelado matematico,
generalmente se incluyen fenémenos cuyos modelos de orden entero, no suelen satisfacer
de manera apropiada los datos experimentales de fenémenos, tales como difusion anéma-
la, super-difusién y viscoelasticidad [4].

Dentro de las ventajas que ofrece el uso de derivadas de orden fraccionario se encuentran

las siguientes

1 Ofrece la libertad de elegir el orden de diferenciacién a fin de ajustar a los datos
experimentales o tomar en cuenta la complejidad del entorno o medio y como caso

particular, siempre se puede recuperar el orden entero.

2 Permite elegir la version de diferenciacion fraccionaria para una mejor optimizacion.



3 Poseen las propiedades de no-localidad y memoria.

En particular, las propiedades de no-localidad y memoria dentro de los modelos que invo-
lucran ecuaciones diferenciales de orden fraccionario suelen representar de mejor manera
la dindmica en medios heterogéneos que los de orden entero, en areas como teoria de
materiales, teoria del trasporte, electromagnetismo, teoria de senales, teoria del caos o
fractales entre otros.

En este capitulo enunciaremos y probaremos los elementos tedricos que se usaran a lo lar-
go de la tesis. Iniciaremos hablando de algunas funciones especiales que son muy comunes

y que emplearemos en el presente trabajo.

1.1. Funciones Especiales

En este apartado, se presentan la definiciones y propiedades de las funciones mas im-
portandes dentro del Célculo Fraccionario, ya que en las soluciones de las ecuaciones

diferenciales orden fraccionarias éstas surgen de manera natural.

1.1.1. Funcion Mittag-Leftler

La funcién exponencial €* es una de las funciones mas importante dentro de la teoria de
las ecuaciones diferenciales de orden entero. Sin embargo, dicha funciéon no es mas que un
caso particular de una funcién mas general la cual lleva por nombre funcién de Mittag-
Leffler, la cual toma diferentes formas dependiendo del ntimero de parametros para los
cuales se defina dicha funcion.

La funcién de Mittag-Leffler en un pardmetro E,(z) se define como

ZPMH zeC, R(a)>0, (1.1.1)

k=0

de donde, se deduce que e* = E;(z2).
La funciéon del tipo Mittag-Leffler en dos parametros se define mediante el desarrollo en

serie como

;MHB 5, BEC, Ra)>0, y RB) >0.  (112)



De la definicién anterior, se deducen las siguientes identidades

oo o0 k
z z
Eiq(z Zrkﬂ Zyze, (1.1.3)
k=0 k=0
> 2k 1 o= 2zt e — 1
12(2) Zr(k+2) zz(k+1)! P (1.14)
k=0 k=0
> 2k 1 o= zFt2 e —1—2z2

y de manera general se tiene lo siguiente

Teorema 1.1.1 Dada la funcion de Mittag-Leffler como se define en (1.1.2) se tiene que

{ Z k'} (1.1.6)

Demostracion. Para m = 1 ya se ha verificado. Supongase que la propiedad es valida

El,m(z) =

para m = n, donde n € N, es decir, se cumple

S-S

Ahora mostremos que la propiedad es valida para m = n + 1. Por definicién se tiene

ELn(Z) =

Pl = 2 iy

k=0
1 o N Zn—i—l N N ) s 22 N Z3 . Zn—l
P — —_— . Z E— R
A I (n+1)! 21 3l (n—1)!
1 2 Zd znfl
— 11 el -
- +z+2'+3|+ +<n_1)!}

10



De lo cual se concluye que

m—2
1 . 2*
Eym(2) = m—1 {e - _l}’
k=0

es valida para cualquier m € N. Q.£.D.
El seno y coseno hiperbdlico son casos particulares de la funcion Mittag-Leffler de dos

parametros, puesto que

o0 o0 z
E2,1(22) = TeELD 2/~c—i— 0 Z 2k = cosh(z),
k=0 k=0
N 1 o= 226+ _ senh(z)
Fpo(z?) = S = = - .
22(27) ;r%w zkz:% 2% + 1)! 2

Las funciones hiperbdlicas de orden n, las cuales son generalizaciones del seno y coseno

hiperbdlico, pueden ser expresadas en términos de la funcion Mittag-Leffler. En efecto,

0 anJrrfl
h, =y = E ("), r=12,..n, 1.1.
(z,m) g(nk—i—r—l)! z (2", r n (1.1.7)
ya que
oS Zk . 9 s k .
men =Y G=c v mzn=3 o
k=0 k=0
de donde se deduce
1 z + —Zz
5 [, 1) + (=2, 1)] = % = cosh(2),
1 PP
5 (2, 1) + (=2, 1) = % — senh(z).
Ademas
o0 S2k+1-1 o L%
hl(Z,Z) = Z m = Z (2]{;)' = E(Q 1)(2 ) = COSh(Z),
k=0 k=0
0 ( )2k+1 1 i 2k )
hi(=22) =) [ ES = = R E21)(27) = cosh(z).

TT
o

k=0

Lo cual es una forma de ver que la funcién cosh(z) es una funcién par. Por otro lado se
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tiene

io: L2k+2-1 L 2%k+a
(2,2) = ——— =senh(2)
_ | ’
L2k t2-1)] £ (2k+1)
io: 2)2k21 L 2%k+a
——— = —senh(2).
— |
2 | 2k+2 Dl 22k 1))

Lo cual es una forma de verificar que la funcién senh(z) es una funcién impar. También se
tiene que para las funciones trigonométricas de orden n, las cuales son generalizaciones de

las funciones seno y coseno pueden ser expresadas en términos de la funciéon Mittag-Leffer
o0 ong+r—1 .

=2""E,.(-2"), r=12, ....n. 1.1.8

Z (nj —|— r—1)! ol ) ( )

Jj=

Ya que

Z 271(—,22) = cos(z),

7=0
> (=1 )1z %+ )
(2,2) = ]Z; 2+ 1) = Ey9(—2") = sen(z).

=z
Eijpi(z) = Z TieD o erfe(—2), (1.1.9)

en donde, erfc(z) es la funcién error complementaria definida por

erfe(2) \F/

Para 8 = 1 obtenemos la funcién Mittag-Leffler en un pardmetro:
- z
(2= ——— = E.(2). 1.1.10

La funcién de Miller-Ross E;(v, a) es introducida para resolver ecuaciones diferenciales de

orden racional, es un caso particular de la funcién Mittag-Leffler (1.1.2)

Ei(v,a) =t" Z % =t"Ey ,41(at). (1.1.11)
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La funcién de Yu. N. Rabotnov E, (3, t) [11], la cual es una funcién del tiempo, dependiente

de dos parametros y también es un caso particular de la funcion Mittag-LefHer

e 0 ﬁktka+l o N
Eo(B,t) =t ;F((k+1)(1+a)) = t*Eo i o (B, (1.1.12)

Se sigue de las expresiones (1.1.11) y (1.1.12) que las propiedades de la funcién de Miller-
Ross y la funcién de Rabotnov pueden ser deducidas a través de las propiedades de la
funcion Mittag-Lefler en dos parametros.

Plotnikov and Tseytlin [11], utilizan en sus investigaciones dos funciones Sc,(z) y Csq(2),
que llamaron seno y coseno fraccional. Estas funciones también son un caso especial de

la funcion de Mittag-Leffler en dos parametros

Scalz i —1)ran = 2By q0(—2*7%) (1.1.13)
T ((a=2)n+2) ’ ’
> (_1)712(2—04)71, .
Csa(2) = = Fy_o1(—2%79). 1.1.14
sal?) ;F(@—a)n—l—l) 2-an(=2) (1.114)

Otra “fraccionalizacion”de las funciones seno y coseno, que también pueden ser expresadas

en términos de la funcién Mittag-LefHler ha sido propuesto por Lunchko y Srivastava [11]

)k 2k+1

=zFE _ 1.1.15
Sen)\u ZOF 2#]{;4—2/1, )\_'_ ) ZL2p 20— A+15 ( )

k2k;

= Fauap1(—27). (1.1.16)

Notemos que las propiedades de las versiones de las funciones seno y coseno fraccionarios
se siguen de las propiedades de la funciéon Mittag-Leffler.
La funcién de Mittag-Leffler de tres parametros introducida por Prabhakar [12] esta dada

por la expresion

n

T~ (., oz
_ZO—F(oerﬁ) . (1.1.17)

n=

en donde, 8, v, 2 € C, R (a) > 0, (v),, := F(FA’(’:)”) es el simbolo de Pochhammer, tal que
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Mo=1y My =70r+1)---(y+k—1) parav=keN.
Es facil ver que

E. 5(z) = Eqp(2). (1.1.18)

1.1.2. Funciéon Gamma

La funcién Gamma I'(2) se encuentra definida por la integral

['(z):= / e 't*at, (1.1.19)
0

en donde, z € C, tal que R(z) > 0.
Una de las propiedades importantes de esta funcién Gamma viene dada por la siguiente

ecuacion
L(z+1) = 2I'(2). (1.1.20)
Como caso particular de la ecuacién anterior, si z = n € N, entonces
I'(n+1) =nl(n) =nl (1.1.21)

Del resultado anterior, se tiene que la funcién Gamma es una generalizacién de la funcion

factorial.

1.1.3. Funcién Beta

La funcién Beta, es denotada por B(z,y) y se define mediante la integral

B(z,y) = /Oltz—l(l — )t = w (1.1.22)
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en donde, R(z) > 0y R(y) > 0.

Algunas propiedades importantes de la funcién Beta son las siguientes

11
B(==) = 1.1.23
(2’2) ™ ( )

Blz,y) — (%) Bz —1,y), (1.1.24)
B(lgx,lgx) - mec(%>. (1.1.25)

1.1.4. Funcidon delta de Dirac

En el sentido estricto, no es en si una funcién, més bien, es un ejemplo de lo que se llama
funcién generalizada o distribucion. La funcién 6 de Dirac se caracteriza por las siguientes

dos propiedades
1)

5(t) = 0. 170, (1.1.26)

oo, t=0.

/_Oo F(Os@)dt = £(0), (1.1.27)

para cualquier funcién f(t) que sea continua en un intervalo abierto que contiene a

t=0.

Por otro lado, al recorrer el argumento de la funcién §(¢), se deduce que 0(t —a) = 0, para

t # a y de esta observacion se tiene el siguiente resultado.

3) Sea f una funcién continua en algin intervalo abierto que contenga a t = a, entonces

/_OO F(O)3(t — a)dt = f(a). (1.1.28)

1.1.5. Espacios de funciones

En este apartado, se dan a conocer algunos conjuntos de funciones importantes, los cuales

seran de utilidad para el desarrollo de esta tesis.

15



Definicién 1.1.1 Sea €2 := [a,b] C R tal que —oco < a < b < o0, se denotard por Ly(a,b)

al conjunto de todas las funciones Lebesque medibles para las cuales

/Q |f ()" dz < o0, (1.1.29)

en donde, 1 < p < 0.

Definicién 1.1.2 Se denotard por C(a,b) al conjunto de todas las funciones continuas
en (a,b) y por C"(a,b) al conjunto de todas las funciones que admiten derivadas continuas

hasta el orden n sobre (a,b) yn € N.

Definicién 1.1.3 Se denotard por AC|a,b|, como el conjunto de todas las funciones que

son absolutamente continuas en el intervalo [a,b].

Definicién 1.1.4 El simbolo AC™[a,b], en donde n € N, denotard al conjunto de fun-

ciones f(z) con derivadas continuas hasta el orden n — 1 en [a,b] y tal que f"1(x) €

AC(a,b].

Definicién 1.1.5 Se dice que una funcion f es de orden exponencial conforme t — oo si

existen constantes no negativas M, ¢ y T tales que
|f(t)] < Me T (1.1.30)

Definicién 1.1.6 Se denotard por £, (R") al espacio de funciones continuas de orden
exponencial v, definidas en RT := {t € R|t > 0} para las cuales existe su transformada

de Laplace.

Definicién 1.1.7 Sea m un entero positivo con 1 > p > oo y Q un dominio en R"

entonces
WmP(Q) = {u e LP(Q) : D*u € LP(Q) para 0 < |a] < m}, (1.1.31)

donde D*u es la deriwada parcial débil o distributiva.

Definicién 1.1.8 Sea Q2 € R™ un dominio, entonces

H'(Q) = {ueL*(Q): Vue L (QR")} (1.1.32)
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en otras palabras, si w € H' (Q), cada derivada parcial 0,,u es una funcion u; € L*(Q),

que de manera explicita se debe satisfacer

/Qu (x) Oy, (x) dx = —/Qui (x) p (x)dx, YpeD(), (1.1.33)

en donde, D () es el espacio de funciones infinitamente diferenciables de soporte com-
placto. En particular, sin =1 y Q = (a,b) C R, se tiene el siguiente resultado [22], el

cual sirve para caracterizar a las funciones u € H'(a,b).
Teorema 1.1.2 Sea u € L*(a,b). Entonces u € H'(a,b) si y sélo st u es continua en

la,b] y existe w € L*(a,b) tal que

u(y) = u(x) + /yw(s)ds, Ve, y € |a, bl (1.1.34)

ademds, u' = w (tanto en el sentido casi todas partes como en el sentido de distribucion).

1.2. Transformada de Laplace y su inversa.

En estd seccion, se abordan algunas propiedades de la transformada de Laplace, la cual es
una herramienta importante en la soluciéon de ecuaciones diferenciales lineales y sistemas
lineales de ecuaciones, ya que al emplearlo, transforma las derivadas en las ecuaciones
diferenciales por expresiones algebraicas en una nueva variable, por lo cual, el problema
dado en términos de funciones y sus respectivas derivadas se transforma en un problema

algebraico.

Definicién 1.2.1 Sea f una funcion continua por tramos en [0,00) y de orden exponen-
cial v, entonces la transformada de Laplace L{f(t)}(s) eziste para R(s) > v y esta dada

por la expresion

LLFBM(s) = /O T Fetdt, (1.2.1)

Obsérvese que después de integrar con respecto a t, esta integral es una funcion del

pardmetro s, por lo que podemos escribir Z{f(t)}(s) = F(s).

Teorema 1.2.1 Sean f, f1 y fo funciones cuyas transformadas de Laplace existen para
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s > v, y sea ¢ una constante. Entonces, para cada s > v,

LN+ fai(s) = L) + ZL{fa)(s), (1.2.2)
Licfis) = cZ{f}(s). (1.2.3)

Demostracion. Usando las propiedades de linealidad del operador integral, para s > v

se obtiene

L{f1+ f2}(s)

/0 T R () + fa(t)]dt,
_ / e ()t + / e )t
= L{AYS) + L{fo}(s).

Por lo tanto, se satisface la ecuacién (1.2.2). Andlogamente para la ecuacién (1.2.3)

21} = [ e e

0

= c/ooo e "t f(t)dt,

Q.ED.

Teorema 1.2.2 Sea f(t) continua en [0,00) y f'(t) continua a trozos en [0,00), ambas

de orden exponencial v. Entonces, para s > v se tiene

L{f'()}(s) = sZL{f}s) = f(0). (1.2.4)

Demostracién. Como Z{f'(t)} existe, al aplicar el método de integracién por partes se

obtiene

LU = [Cerwa= Jim e

N—oo 0

N N
— lim [e—stf(t)‘o +s /0 e‘“f(t)dt},

N—oo

= lim e *Nf(N) - f(0) + s lim Ne’Stf(t)dt,
N—oo N—oo 0

= lim eV f(N) — f(0) + sZL{f}(s).

N—oo
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Para evaluar ]\}im e *N f(N), considérese la hipétesis de ser f(t) de orden exponencial v,
—00

por lo que existe un constante M tal que para N grande,
’efst(N)‘ < efsNMeuN — Mef(st)N.
Por lo tanto, para s > v,

0< Ifm |e*Nf(N)| < lim Me 7N =0

N—o0 N—oo

De estd manera A}im e *NVf(N) = 0 para s > v obteniéndose el resultado
—00

L{f (1)}(s) = sL{f(t)}(s) — f(0).

Q.£D.

El resultado anterior se extiente para la derivada de orden n, con n € N.

Teorema 1.2.3 Sean f(t), f'(t), ..., f™ V() continuas en [0,00) y sea f™(t) continua
por trozos en [0,00), con todas estas funciones de orden exponencial v. Entonces, para

s > v Se tiene que
LM (0} (s) = (f{f fSkH ) . (1.2.5)
k=0

Demostracion. Al usar induccién sobre n, se tiene que n = 1 ya se probd. Supongamos

ahora que la igualdad es valida para n = k, es decir,

LM (1)}s) = <${f Z e )

7=0

Ahora debe probarse que se cumple para n = k + 1, decir,

L) = o+ <${f(t)}(s) -y “’Z@) .
Al considerar que

LUEDW)6) = 2{ 5 (F00) }s) = 10 (0) + 52 (7D (1)
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Entonces, al usar la hipotesis de induccion se obtiene

LUEDON) = 90+ 5 ( <${f(t)}(s) Sy ))) ,
= («i”{f(t)}(S) - (Z ! Z)f?; ! ;ff?))) ,
_ (g{ﬂ ) - Z ! :ff?))
De esta manera se obtiene el resultado. Q.£D.

Definicién 1.2.2 La convolucion f * g de funciones continuas por tramos f(t) y g(t) es

la funcion definida por

(f*g)(t / f(r)g(t—7)d (1.2.6)

A partir de esta definicién se tiene el siguiente resultado

Teorema 1.2.4 Supongamos que f(t) y g(t) son continuas por tramos para t > 0, de

orden exponencial v, tal que L f(t) = F(s) y £{g(t)} = G(s). Entonces

ZLA{(f*xg) ()} (s)=F(s)G(s), s>w. (1.2.7)

Demostracion. Al emplear la definicién de transformada de Laplace junto con el cambio

de variable © = ¢t — 7 se tiene

G(s) = /00 e *g(u)du = /00 e gt — 71)dt. (1.2.8)
0 T
Dado que, las funciones f y g pueden redefinirse como
f&)y=g9g(t)=0, Vt<O, (1.2.9)
entonces, la ecuacién (1.2.8) se puede escribir como

G(s) =¢e" /000 e gt — 7)dt. (1.2.10)
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Asi,

G(s)F(s) = G(s) / T ey,

_ /Oooe_STf(T)G(s)dT
_ /OO o f(r )< /ooeStg(t—T)dt) dr,
_ / / =t f(r)g(t — 7)dtdr. (1.2.11)

Al ser f y g funciones continuas por partes y de orden exponencial v, es posible invertir

el orden de integracién en virtud del teorema de Fubini. Por lo tanto, la ecuacién (1.2.11)

/ /f g(t — 7)drdt. (1.2.12)

Dado que g(t—7) = 0 para 7 > t (ver ecuacién (1.2.9)), la ecuacién (1.2.12) se transforma

se transforma en

en
F(s)G(s) = / / f(m)g(t —1)drdt, (1.2.13)
= L{fxg}(s) (1.2.14)
De esta manera, se obtiene el resultado. QED.

Una vez aplicada la transformada de Laplace a alguna funcién f(t) € % (RY), es posible

recuperar dicha funcién al emplear la transformada de Laplace inversa, esto es

Definicién 1.2.3

1 Y+i0o

f(t) = L7 HLUO})}E) = 5— B} e L{f(t)}Hs)ds, v=R(s) >
(1.2.15)

Dentro del conjunto de transformadas inversas de Laplace que comiinmente se ha de usar

reiteradamente en este trabajo, se encuentran las siguientes.

f‘l{ n! }(t):t"e“t, n €N,

(S a)n+1

1.2.16
e ea (1.2.16)



la cuales son muy usuales de emplear cuando previamente se hace uso del método de
fracciones parciales.
La transformada de Laplace de la funcién de Mittag-Leffler dada en (1.1.17) esta dada

por la siguiente expresién [12], [13]

s¥—5
L{TE] 5 (wt)} (s) = i (1.2.17)

1.3. Operadores de diferenciacién e integracion frac-
cionaria

En esta seccién, se presentan las definiciones y propiedades de los operadores integrales y
diferenciales de orden fraccionario. Actualmente, existen diferentes propuestas de opera-
dores diferenciales e integrales fraccionarios, los cuales presentan la importante propiedad
de coincidir con los operadores de diferenciacién e integracion clasicos, cuando el orden

fraccionario toma un valor entero.

1.3.1. Derivadas e integrales fraccionarias de Riemann-Liouville

Para definir los operadores fraccionarios del tipo Riemann-Liouville, se empezara por
denotar los operadores de integracién y diferenciacion clésicos.

1. Por D denotaremos al operador de diferenciacién, es decir,

2. Por ., I se denotara al operador de integracion, es decir,

i) = [ r

para a < x < b,y f es una funcién Riemann integrable.

3. Para n € N se usaran los simbolos ., I" y D", para denotar la n-ésima aplicacion

de .+ I y D respectivamente, es decir,

fal"F(@) = LI (@), (1.3.1)

D"f(z) = D" VDf(z). (1.3.2)
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Ahora, en las definiciones que siguen, asumiremos las siguientes hipétesis: [a,b] C R, a €

R* tal que n = [a], es decir, es la parte entera superior de n.

Para definir la integral fraccionaria de Riemann-Liouville, primero se ha de considerar
el caso de integrar reiteradamente una funcién Riemann integrable. Por lo cual conside-

remos el siguiente teorema.

Teorema 1.3.1 Sea f una funcion Riemann integrable en el intervalo [a,b], entonces

ar " f(x) = ! I /I(x — )" 1 f(t)dt, neN. (1.3.3)

(n—1

Demostracion. Mediante el empleo de induccion matematica se tiene que para el caso
n = 1 la propiedad es evidente. Supéngase que la propiedad es véalidad para n = k, es

decir,

ﬁ /x(:v — )" L f(t)dt.

Mostremos que la propiedad también es vélida para n = k + 1 . A partir de la definiciéon

a-‘r]kf(x) =

(1.3.1) se tiene que

ot " () = arla 5 f(2),
" (ﬁ [ - t)’“‘lf(t)dt) ,

- /xﬁ/s(s — t)F 7 f(t)dtds. (1.3.4)

Dada la existencia de la integral, al aplicar el teorema de Fubini [29] para intercambiar
el orden de integracién en la ecuacién (1.3.4) conforme puede verse en la Figura 1.1, se

obtiene

ﬁ/:/f (s — )" f(t)dsdt = % f(t) [(S—t)k

= = [ (z—t)" f(e)dt. (1.3.5)

De estda manera, queda demostrado el teorema. Q.£.D.
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2
5=t
d
a X t
! -
Figura 1.1: Regién de integracién donde a < x.
Ejemplo 1.3.1 Sea f(z) =z, n € N ya < x entonces
(o) = oy [ @t o
“r x_(n—l)! u v '
Integrado por partes
n a(yc — a)n 1 ’ n
CH-] (ZL‘) = T—Fm/a (JT—t) dt,
a(r —a)® (z—a)*t
= ) 1.3.6
A (a1 (1.3.6)
xn+1
En particular, si a = 0 se tiene que oI"(x) = CESIk

Dado que la funciéon Gamma es una generalizacion de la funcion factorial que satisface
I'(n) = (n—1)! paran € N, es posible extender la validez del Teorema 1.3.1 de la siguiente

manera

Definicién 1.3.1 Sea f € Li(a,b) y « € RT entonces

(aRfI;‘ ) () = ﬁ /I (x — t)a_1 f)dt, a<uz, (1.3.7)
(I f) () = ﬁ/ (z— )" f(t)dt, = <b, (1.3.8)

son las integrales fraccionarias de orden « del tipo Riemann-Liouville por la izquierda y

derecha respectivamente indicado por el superindice RL. Los subindices a+ y b— indican
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los limites de integracion inferior y superior del operador 1<, el subindice x indica la
variable respecto a la cual se debe aplicar el operador, el cual, por practicidad se omitird

en estd seccion.

Ejemplo 1.3.2 De forma andloga al Ejemplo 1.53.1, sea f(x) = z, « € Rt ya < x

entonces

B (0) = s [ - e

Al integrar por partes se tiene

wee(z) = F(la) {—t@ ; JN +$ / I(x —t)adt} :

a(lr —a)®  (x—a)*t!
['a+1) Fla+2)

(1.3.9)

Observacion 1.3.1 Si en la ecuacion (1.3.9) a = n € N, entonces se obtiene el resultado

cldsico (1.3.6). Por otro lado, si a = % y a =0 entonces

3

3V

RL L
O[2x_

(1.3.10)

Teorema 1.3.2 (Semigrupo o ley de los exponentes.) Para funciones f € Ly(a,b),

se tiene que
(REDP BEpe f) (o) = (RE1) (a), (13.11)

para casi todo x € [a,b].

Demostraciéon. Por definicién de integral fraccionaria del tipo Riemann-Liouville se tiene

(517 1) (1) = w;/ b / (t = 1) fr)drt.

= / / r—t)? — )~ (r)dtdr,

— —F(ﬁ)F(a)/a (r)/r (x — )77t — r)*dtdr.

25



Considerando el siguiente cambio de variable t = r + u(z — r) obtenemos

(ar 17 217 f) ()

— x& 133—7" wlr — N (4wl — 1) — Y (e — P dudr
_/ar(a)r(g)/o( (r =+ u( N (r +u( ) — 1) (x — r)dudr,

_ m / ") /O @ —ww+ ur)® (- ur) (o — r)dudr,

= e |10 [ =00 0P e duar

_ a)lr / F) @ =)V — 1) /0 (1 — w)P~\ududr,

_ a)lr / fr fa- 1/0 (1 — w)® " dudr. (1.3.12)

Noétese que la segunda integral es la funcién B(«,f), tal como se define en la ecuacién

(1.1.22), por lo que la igualdad anterior se transforma en

RL 78 RL ra _ 5+a 1 F(@)T(B) -
(1" e f) (@) = & /f Tarp®

- o7 / (@ =) r
= (F 1) ().

Q.ED.

Una vez presentada la deduccion de la integral fraccionaria del tipo Riemann-Liouville,
consideremos deducir la derivada fraccionaria asociada a esta integral. De forma analoga,

requerimos algunos resultados previos.

Definicién 1.3.2 Paran € N se tiene
I .= D", (1.3.13)

es decir, se entenderd al operador I con exponente —n como el operador de diferenciacion

de orden n.

Lema 1 Sean m,n € N, tal que m > n, y sea f una funcion con n derivadas en el

intervalo |a,b]. Entonces,

D"f(z) = D" I™ " f(x). (1.3.14)

Demostracién. Dado de que D"D™ " f(x) = D" f(x) y D™ ", I™ " f(z) = f(x), en-
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tonces

D"f(x) = (D"D" "o I™"f) (2),

= D", " f(z).

Q.£.D.
En el lema anterior, se ha considerado el operador de diferenciacién de orden entero, sin

embargo, es posible extender el resultado de la forma siguiente.

Lema 2 Sear € RT ym €N tal que m > [r], entonces
D" =Dpm™ By (1.3.15)

Demostracién. Al considerar la propiedad de semigrupo del operador I dada en (1.3.11)

y puesto que m > [r], se tiene

r r| RL r[r]—r
Dro= DHH[H ’
— pm, g R
m RL ym—r
— pm R
Q.£.D.

Teorema 1.3.3 Sea f € Li(a,b) y a € RT, entonces para casi todo x € [a, b] se satisface

(D GEI°f) (2) = f(2), (1.3.16)

Demostracién. Si a € N la igualdad es evidente. Al considerar el resultado del Lema 2

y a a € RT se tiene
DREI f(x) = DIeT BEplel=eREpe p(q) = plelREflel REpee f(g) = f(x).

Q.ED.

Observacion 1.3.2 FEl resultado anterior nos dice que el operador D* para o € RT es

el operador inverso por la izquierda del operador X1, con lo cual, se tiene la siguiente

definicion.
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Definicién 1.3.3 Sea f € AC®1[a,b], donde [a] =n € R*, entonces

RLDf(x) == D" ELIof(w), (1.3.17)

RLpof(z) = —(D") BEr=ef(z), (1.3.18)

representan las derivadas fraccionarias del tipo Riemann-Liouville de orden o por la iz-
quierda y derecha respectivamente. Los subindices ay y b_ son los limites de integracion
inferior y superior del operador integral I"~% respectivamente y el subindice x indica la

variable respecto a la cual se debe aplicar el operador, el cual se omitird en esta seccion.

Ejemplo 1.3.3 Consideremos la funcion constante f(z) = c tal que ¢ # 0, a < =,

entonces el Lema 2 y una integracion por partes implican

DV = D )

- % F(11/2) /jc(x_t)_l/zdt}’

= (1.3.19)

Del ejemplo anterior se deduce que la derivada fraccionaria del tipo Riemann-Liouville de

una funcién constante no nula, es diferente de cero, a diferencia del caso clésico.

Ejemplo 1.3.4 Sea f(z) = ca™, donde c # 0, n € N, encontraremos quién es B DY?(ca™)
y usaremos el resultado para calcular ffD}l/Q(ch).

Por definicion de derivada fraccionaria del tipo Riemann-Liouuville se tiene

D P(ern) = (1)),



Integrando por partes se tiene que

d @ ’
BLDY2(ca™) = B {—Qt"(a: —1)l/? +2n/ (x —t)l/Qt"_ldt} )
mdr a a
c d

= —— [—Qan(x — a)1/2 + Qn/ (x — t)l/ztnldt] )

Nuevamente integrando por partes obtenemos

2 T
BLDV2(ca™) = —=— {—2@"(3& —a)'?+2n (—gtnl(x — )32

Continuand

D)

]

a

22
1—%@”’1(1‘ —a)

3/2

d 23 2 1
%%[2an(x_a>l/2+ 1.7;an 1(x—a)3/2+ (11)(3”5 )a”_z(:z:—a)5/2
2”(71)(71 — 1) cee (2) 2n—1 Q”Hn! 2n+1
+ 3 2n—1) a(z — a) (x —a) :

& d =0
T dx n ’
[+
i=0
" ) ! 1 1
i+1 n—1t n - - i—5
22 a (n_z,)l(z—irz)(a: a)”z

Ahora, al considerar n = 2 se tiene que

RL /2, 2
ar D/ cx

Sl Sle

2a(z —a)"'2(1/2) | 2%a(2)(x —a)'(3/2)  2°(2)(x — a)**(5/2)
{ 1 * 1-3 * 1-3-5 ’

23
[cﬂ(x —a) Y2+ 2%(z — a)? + g(x —a)’?].

Teorema 1.3.4 Sea f € Li(a,b), entonces se verifica que

lim (%417 f)(2) = lim ("ED"f)() = f(2). (1.3.20)

a—+0 a—+0
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para casi todo x € [a,b).

Demostracién. Dado que o — +0 se tiene que [a] = 1. Considerando 11'15_10 (BL1f) ()
a—r

de la igualdad a probar y aplicando la definicién de integral fraccionaria dada en (1.3.7),

se tiene

fm (BE]e = lim b ' r— )1
m (FrI°f) (z) = 1 (a)/a( O f(t)dt.

a—+0

Aplicando integracién por partes obtenemos

xT

f)(x —1)°

(67

a o

1
, RL 7o = [ -
Jim (Y1) (@) = alirﬂow){

L [f(a)(x 0+ [ - t)af'u)dt] ,

agEO F(Oz + 1) a

+ 1 /j(m - t)o‘f’(t)dt] ,

, 1 o , 1 v a !
= i, s @ = o)+ lin e [0,
= flz).
Por otro lado, al considerar h’nJ:O (BLD*f)(z) y aplicar la definicién dada en (1.3.17) se
a—
obtiene
don, (@ D)) = Jim (Do I70S) (@),

_ JHEO% [ﬁ /:(x_t)—af(t)dt]

Luego, la regla de Leibniz aplicada a la tltima igualdad implica

. RL My Y —a ’ _ \-l-a
Jn (B07f) (@) = Yim e [ @
Nuevamente, integrando por partes resulta
B0y = g, OO L
alig-lo(“*D Hx) = ali>I£-10F<1—a)|: ” T ’ (x —t)"f'(t)dt] ,
g fe)e—a)™ 1 /x ap
R v rp i s ) G A QLS
= f(z).

De estd manera se obtiene el resultado. QED.
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Teorema 1.3.5 Sea f € Ly(a,b), entonces para casi todo x € [a,b] se verifica que

(i) (D7 FIof) (@) = (HI0f) (2),  a =B, (1.3.21)
(i) (&FD% FEIf) (2) = (FE D70 f) (2), B = (1.3.22)

Demostracion. Notese que si a = (8 entonces se tiene el operador identidad. Conside-
rando el caso a > 3 se tiene que existe r € R™ tal que « = 8+ 71, o bien r = o — 3. Al

usar (1.3.11) y (1.3.16) se tiene

(ar D? GEI°f) () = (GFD7 17 KT ]) (),
(I f) (),
(FE127 1) ().

Con esto se prueba (i). Para probar (ii), al ser a < 3, existe r € R™ tal que S =a+7, 0

bien r = 8 — a.. Al aplicar la definicién dada en (1.3.13) y usando (1.3.11) se tiene

Y

(RLDB RLIaf)( ) — RL[ ,BRL[a )(il?)

e

(nipr- aRLlaf)( )
= (T )

(LD f) (o

(o

LpP- O‘f)

De esta manera se obtiene el resultado. Q.£.D.
Como se demostré en el Teorema 1.3.3, el operador D es el operador inverso por la
izquierda del operador 1%, tanto para o € N, como para o € R™, pero en general no es el

operador inverso por la derecha, como muestran los siguientes resultados.

Teorema 1.3.6 Seann € N, f € Li(a,b) y (FFI"f)(xz) € AC™[a,b] entonces

_ , (x —a)"

(o I" D) (@) = f(2) = 3 (D" f) (D) gy

j=1

(1.3.23)

para casi todo x € [a,b].
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Demostracién. Al emplear la ecuacién (1.3.3) en el operador D" f(x) se obtiene

(ar I"D"f) () =

T /m(a: — )" D" f(t)dt

Integrando por partes tenemos

(x —a)" ! 1

an_l(a+) + o] /j(x — )" 2D f(t)dt

Continuando el proceso de integracién por partes (n — 1) veces se tiene

(ar I"D"f) (x) = —

wtI"D" f(z) = —%f”‘l(aﬂ
1 n—2 ~n—2 z . xgj— n—3 nn—2
b oty (@ o] =) [ oo
_ _(‘?n__“)l)' f”‘l(a+)—%fn_2(a+)
1 * n—3 yn—2
+ (n_?’)!/G( — "D f (1),
= P e = S P e o~ - DS e)
+ fo(t)dt,
L r—a)k
= f(x)—kzof(k)(a—l—)( x L
B . (z —a)"’
= flz)— ;(D f)( >F(n—j+1)
Q.£.D.

El siguiente resultado generaliza el teorema anterior para o € RT.

Teorema 1.3.7 Sea f € Li(a,b) y (BEI"f) (z) € AC"[a,b] tal quen —1 < o < m,

entonces

(x —a)*

e 501) 0= 1)~ 050 e

J=1

(1.3.24)

para casi todo x € [a,b].

La condicién (FE1"~f) (z) € AC"[a, b] equivale a imponer que f tenga derivada fraccio-

naria de orden « sumable. El teorema anterior nos dice que el operador de integracién de
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Riemann-Liouville, de modo analogo al caso entero, no es en general el inverso izquierdo

de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

Demostracién. (Teorema 1.3.7). Al aplicar el operador de integracién fraccionaria

del tipo Riemann-Liouville dada en (1.3.7) a la derivada de orden « de f se tiene

(e ) @) = g [ =0 (D)

_ %[ﬁ/j(m—t)a(ffDaf(t))dt . (1.3.25)

Luego, al usar la propiedad de semigrupo (1.3.11) del operador 2 RLI @y aplicando integra-

cién por partes en la expresion encerrada entre corchetes de la tltima igualdad obtenemos

1 ‘ a (RL na _ 1 ’ adn RL ynRL Mo
F(a—i—l)/a (:L’—t) (a+D f(t>)dt_m/a ({L'—t) %[(a-ﬁ-l a+D f(t))] dt.

Otra integracién por partes a la integral del lado derecho de la igualdad anterior nos lleva

a que

A g [on " 260°1) (0]
e (e (A2 1) \Z
+ a/a (x — )~ 5; 11 [(ar 1" FEDS) (1)) d }

1 ! a— dnil n «
= m |:Oé/a (l’ — t) IW [(a+I aRfD f) (t)] dt
dnfl
dtn—l

e ffDaf(aH)] |

- (z—a)"

' 1dn71 n o r—a)® d"! o RL
- ﬁ/a (z =% din—1 [(ICL*D“* ) <t>] dt = 1(“(04 +)1) din—1 (a+] 5+D f) (a+).

Integrando por partes nuevamente

33



1 ’ d"
R | 0 g (D ]
dnfl

- 1 | @m0 e [ ) (0] a
(x —a)* d* !

T Taggap el D) ()
dn—2

— ﬁ {(x — t)o‘flm [(a+[n a+Daf) (¢ )} ‘Z

+ (a— 1)/x(:c—t)“j;_2 [(a4I™ BEDF) (1)] dt}

(x —a)* dv ! o
"~ D(a+1)dtn1 (ar " 25D f) (),
- (.17 _a)a dn—l (x_a)a dn—l
[F(a + 1) dtn—1 [+ 1) dtnt

+ ﬁ / x(az —t)“—zj;_Q [(aI™ FEDF) ()] dt.

(ar 1" 2D F) (at) + [(ar 1 22D f) (a+)]

De esta forma e integrando sucesivamente por partes la tultima integral obtenemos

1 /I( t)a—n " RLDaf(t)dt . (.’L’ — a)OH_l_j dn—j ( " RLDaf) ( +)
-/ . 1\ xr — a - . - \a a )
MNa—n+1) /, e = T(a+2—j)din—i 7 at
definicién de intggral fraccionaria
a—i—l -7
— RL[afnJrl In «@ Da—J
o (@) ( ZM+2 7 (D7) (o),

= wlf@) =) b (B0 ) (0.

— I'(a+2—j)

Sustituyendo éste tltimo valor en la ecuacién (1.3.25) se tiene

(BL1* FLDf) (z) = % {ﬁ /z(x—t)a (FEDf(1)) dt} ,

_ i[ ZE =

dx =l I'(24+ o —7)

Jj=1

_ Z[ Deif(a

} (x —a)*
v=al T(a—j+1)

_ i s ) o) L2

— MNa—j7+1)

Q.ED.

Dada la importancia que juega el empleo del método de la transformada de Laplace
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en la determinaciéon de soluciones dentro de las ecuaciones diferenciales, presentamos
los siguientes resultados correspondientes a transformada de Laplace de los operadores

fraccionarios de Riemann-Liouville.

Teorema 1.3.8 Sea f € Li(a,b) tal que —0o < a < b < oo, entonces la transformada
de Laplace del operador integral fraccionario de Riemann-Liouville de orden o > 0 estd

dada por la expresion

2D} (5) = 2L {0} (). (1.3.26)

Demostraciéon. Notemos que el operador integral fraccionario de Riemann-Liouville

RLT« se puede escribir como una convolucién de funciones de la forma
RL ta—l
19f(t) = — t). 1.3.27
Y170 = fay * S0 (13.27)

Luego

< {%} (5) = ﬁ /OOO t*temstdt, (1.3.28)

al considerar el cambio de variable © = st en la ecuacion anterior, se tiene

< {%} (s) = Wl(a) /OOO e "u® du = Sia (1.3.29)

debido a que, por definicién, la integral resultante es igual a I'(«). Asi, del resultado
anterior y el empleo del teorema de convolucién dado en (1.2.7) en la ecuacién (1.3.28) se

obtiene

ot 1
2{ i + 10} ) = 22 GO} 6

Q.£.D.
Anélogamente, para la transformada de Laplace del operador de diferenciacion fracciona-

rio de Riemann-Liouville, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.3.9 Sea f € Z(R"), tal que a >0 y a = [n], f € C" Y (RT) y suponiendo
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que ((?LD“’k’l) (t) es exponencial de orden vy, >0 para k=0, 1,... n — 1, entonces

—

n—

LA{LEEDTF) ()} (s) = s“ L)Y (s) = Y sF(BEDFLE) (0),  (1.3.30)

0

b
I

para todo k=10, 1, ..., n—1 y R(s) >0, donde m = max{vxlk =0, 1, ..., n—1}.

Demostracion. A partir la definiciéon de transformada de de Laplace aplicada a la deri-
vada fraccionaria de tipo Riemman-Liouville y empleando el resultado del Teorema 1.2.3

se tiene que

LATED ()} (s) = z{%l" af()}()
= S L{I"fO)) (s) = 8" ({IF) (0) = o = (D) (0),
(1.3.31)

Del Teorema 1.3.9 se deduce que

2L} (5)

LI ()} (s) = = (1.3.32)

Al emplear el resultado anterior en la ecuacién (1.3.31) se obtiene

LAEDU(1)} (5) = S"LAFWO}(5) = 5" (D) (0) = 52 (D) (0)
"™ 3 (RLDa n+2f) ( ) (RLDa—1f> (0),

= s2Z2{f(t) Z (FEDe*=1F) (0). (1.3.33)

Q.E£.D.
Es de notar que, la aplicacién del método de la transformada de Laplace para resolver
ecuaciones diferenciales que involucran derivadas fraccionarias del tipo Riemann-Liouville
involucran a la funcién f(t) y sus respectivas derivadas de orden fraccionario evaluadas en
algin punto. Esto nos lleva a la buisqueda de interpretar o dar ejemplos, en donde aparez-

can condiciones iniciales de orden fraccionario (ver [32] para una posible interpretacién).

1.3.2. Derivada fraccionaria del tipo Liouville-Caputo

La definicién de derivada fraccionaria del tipo Riemann-Liouville, ha sido una apertura

hacia nuevos descubrimientos matematicos y novedosos aportes a la teoria de las ecua-
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ciones diferenciales, ofreciendo la opcién de preservar el orden entero de los operadores
diferenciales e integrales o elegir un orden fraccionario de los mismos, en dependencia de
la optimizacion de los fendmenos fisicos a modelar.

Sin embargo, el empleo de los operadores fraccionarios del tipo Riemann-Liouville dentro
de las ecuaciones diferenciales, necesitan condiciones iniciales que involucran a las deriva-
das fraccionarias de la funcién, las cuales, ain no cuentan con una interpretacién fisica
consensuada [2], [32]. Un enfoque mediante el cual puede saldarse dicha cuestién es la
definicion del operador de diferenciacion fraccionario propuesta por el Fisico-Matematico

Michele Caputo en el ano de 1969 como se mostrard a continuacién [5,10].

Definicién 1.3.4 Sea f € Li(a,b) y « € RY tal que n = [a] entonces la derivada

fraccionaria del tipo Liouville-Caputo se define como

L) = P00 = s [ o) e s

F(n —a . x)a-i-l—n

dn
en donde, f™(z) = %f(x) Ademds, se satisface

lim E9Df(t) = f™ (1), (1.3.35)

a—n
siempre que D™ f € Ly(a,b).

Es de notar que la diferencias entre la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville y la
derivada fraccionaria de Liouville-Caputo radica en el orden del operador de diferenciacion
clasica y el operador de integracion fraccionario de Riemann-Liouville: para el primero, la
derivada clésica de orden n = [«] se aplica a la integral fraccionaria de Riemann Liouville
de orden n — a de la funcién considerada, mientras que, para la segunda definicion, la
integral fraccionaria de orden n — « se aplica a la derivada de clésica de orden n = [«/]

de la funcién considerada, esto es

o _ n n—o _ d" 1 ! f(I‘)
aR—f‘D f(t) - D (11%—‘5‘[ f<t> - dtn |:F(TL . OZ) /{;+ (t . m>a+1—nd‘r )
«a _ n—a Mn _ 1 ! f(n) (‘T)
D) = BPD) = / e (1.3.36)

Otra diferencia importante es el hecho que bajo este nuevo enfoque, la derivada fraccio-
naria del tipo Liouville-Caputo para cualquier funcién constante es cero, a diferencia de

la derivada fraccionaria del tipo Riemann- Liouville, tal como se puede ver en el Ejemplo
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1.3.3, ecuacién (1.3.19).
Otra propiedad importante que resulta ttil en la solucién de ecuaciones diferenciales que

involucran derivadas fraccionarias del tipo Liouville-Caputo es la siguiente

Teorema 1.3.10 Sea f™(t) € Li(RT) tal que f*)(t) es de orden exponencial vy, > 0,

para k=0, 1, ..., n—1, entonces
n—1
L{EDF(D)} (5) = L L) (5) — 5™ F0(0), (1.3.37)
k=0
siempre que R(s) > m, donde m = mdz{vi|k =0, 1,..., n—1}.

Demostracion. A parir de la definicién de derivada fraccionaria del tipo Liouville-Caputo
en términos de los operadores y aplicando la transformada de Laplace obtenemos, en

virtud del Teorema 1.3.9

LTD 0} () = {1} (),
Z{f"(1)} (s)

STL*O{

?

3
—

= L)) (s) = S soh LR (), (1.3.38)

0

i

Q.E£.D.
La expresion (1.3.37) nos hace ver que, al emplear la técnica de la transformada de La-
place para resolver ecuaciones diferenciales que involucren derivadas fracionarias del tipo
Liouville-Caputo, las condiciones iniciales deben estar en términos de la funcién solucion
y sus respectivas derivadas de orden entero, lo cual, no sucede para el caso de las derivadas

fraccionarias de Riemman-Liouville como se vié en la ecuacién (1.3.30).

1.3.3. Derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio

Las derivadas fraccionarias del tipo Riemann-Liouville y Liouville-Caputo son operadores
no locales debido a que estan definidos mediante integrales, razén por la cual, contienen
informacion sobre la funcién en puntos anteriores. Si dichas derivadas fraccionarias son
respecto al tiempo, entonces poseen un efecto de memoria, el cual es descrito por el kernel
asociado a dichas definiciones. De la consideracion anterior, es claro que las definicio-
nes propuestas por Riemann-Liouville y Liouville-Caputo no pueden describir con plena

precision los efectos de memoria debido a que presentan una singularidad en el extremo
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superior de integracién [16,17].
Una propuesta hecha por Caputo y Frabrizio [9] para saldar dicho problema de singula-
ridad consiste en modificar el kernel de la derivada fraccionaria del tipo Liouville-Caputo

de orden «, dada por

LC () _ 1 ! f’(f)
o DV f(t) = F(l—a)/a (t_g)adf, (1.3.39)

en donde, a € [0,1] y a € [~00,t), f € H'(a,b), b > a. Al modificar el kernel (t— &)~ por

! | factor 211
——— POr el 1actor
T1l-a)’ - a

definicién de derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio dada por la expresién

la funcién e a7 y en la definicion (1.3.39) se obtiene la

CEDf(t) Je a8 de, (1.3.40)

en donde, M(«) es una constante de normalizaciéon dependiente de «, la cual satisface
que M(0) = M(1) =1.

Es de notar que en ambas definiciones de derivadas fracionarias, se tiene que si f es una
funcion constante, entonces su derivada fraccionaria es cero. La diferencia entre ambas
definiciones de derivadas fraccionarias consiste principalmente en que la definicién de
derivada dada en (1.3.40) es no singular para t = €.

Esta nueva definicion de derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio, también puede
extenderse para funciones que no pertenecen a H'(a,b). La ecuacién (1.3.40) se puede

reformular para f € L'(—o00,b) y a € [0, 1] como sigue

aM (@)

11—«

CF Do) = / (F(t) — F(&) e =50-9g. (1.3.41)

Si se considera el cambio de variable

1 1-—
, obien o= oz7 (1.3.42)
1+o0 o

se deduce que, para o € [0,1], o € [0,00) y la ecuacién (1.3.40) se transforma en

CEDof(t) e~ 7 d, (1.3.43)
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en donde, N(o) es el correspondiente término de normalizacion, tal que,

La anterior definicién se puede reescribir en la nueva forma como
N t
D)= V) [ (e s (1.3.44)

la cual se obtiene a partir de la ecuacién (1.3.41) o (1.3.43) tomando v = 1, donde

V(v) = vN(1/v). Con lo anterior se tiene

Lema 3 9i la funcién f € Whi(a,b), entonces la integral dada en (1.3.44) existe para
tela, b y SFDYf(t) € L'[a,b].

Demostracién. Primero escribimos

CFDYf() = V() / F(€)e 9,
- VW) / "t — S)a(s)ds,

en donde, p, = e, cuando 0 < y < b —a, con p(y) = 0 cuando y < 0 oy > b — «a,
q(y) = f'(y) cuando a < y < by q(y) =0 cuando y < a y y > b. Con las hipétesis del
teorema, las funciones p,, ¢ € L'(a,b). Entonces, usando uno de los resultados cldsicos
de las integrales de Lebesgue, la integral dada en (1.3.44) existe casi en todas partes en
t€la,b] y SFDVf(t) € L'[a,b).

Q.£.D.
Dada la definicién de derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio de orden « € [0, 1],
es de esperar que cuando o — 1, se obtiene la definicién de derivada clésica, mientras que
si & — 0 se recupere a la funcion f considerada. Debido a las consideraciones anteriores

se tiene lo siguiente.

Teorema 1.3.11 Para f € H'(a,b) se satisface que

i) lim ED() = f(). (1.3.45)
i) lim CTDf(1) = f(t)~ f(a) (1.3.46)

Demostracién. Al considerar el caso i), y tomando en cuenta la ecuacién (1.3.43) junto
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con la propiedad (1.1.28) de la funcién ¢ de Dirac se tiene

o—0 o

M(a) [ )
i Dt = Nm 1_(02/,1 F(€)e Ta=0qg,
- iy 2 / e e,

- / F1(€)0(t — €)de,
£(0). (1.3.47)

Con lo cual, el caso i) queda probado. Al considerar el caso ii), usando la definicién dada

en (1.3.40) y posteriormente la definicién dada en (1.3.43) se tiene

M(Oé) ¢ -
¢ CF no _ . / 2 (t=¢)
lim D) = Jim 1 [ (e
N t t—
= i YO / Fl(€)e " de
o—+00 o a

= f(t)— f(a). (1.3.48)

De esta manera, queda probado el teorema. Q.ED.

Por otro lado, Lozada y Nieto en [10], retoman la definicién de derivada fraccionaria
del tipo Liouville-Caputo, consideran la modificacién del kernel (¢ — &)~ por la funcién
-5 (t=9) _1 1

e 1 y el factor Fi—ay POT el factor T para 0 < a < 1, de esta forma, la

definicién de derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio se transforma en

CrDef(t) :_(22_(1@%@) /0 f€)em et d, (1.3.49)

en donde, M («) es una constante de normalizacién dependiente de a.
Dado que el método de la transformada de Laplace es una herramienta importante en el

estudio de las ecuaciones diferenciales, se tiene el siguiente teorema.
Teorema 1.3.12 Dada f € H'(a,b) y 0 < a < 1, entonces

LD IO} (5) = 5o s (L)) = FO), 530, (1350)

Demostracién. A partir de la definicién (1.3.49) y al tener en cuenta el teorema de
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convolucidn se tiene

2{ED W} (s) =
(2

—(22_ flf‘iga) /0 f’(f)e—li"a“—@df} (5),

a)M(a) 1
2(1 s+ 2=
_ 2o aM@) i (s) - £(0)).

2(s+a(l —s))

—~

| —

S

(sZ{f(®)} (s) = f(0)),

|
e

—~

Q.ED.

1.3.4. Integral asociada a la derivada de Caputo-Fabrizio

Una vez definida la derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio de orden 0 < a@ < 1,
surge de manera natural pensar en la integral asociada a la derivada fraccionaria del
tipo Caputo-Fabrizio, tal como en el caso clasico. Para tal fin, consideremos la siguiente

ecuacion diferencial de orden fraccionario
CEDYf(t) = u(t), para 0<a <1, t>0. (1.3.51)

Al aplicar la transformada de Laplace a la ecuacién (1.3.51) se tiene

(2 - a)M(a)

2(8 + Oé(l . Oé)) (Sg {f(t)} (S) - f(0>>7

ZA{u(t)} (s) =

de donde, se deduce que

20y = Age e e+ 1,
f(O) 2(1 — a) 200

Z {u®)} (s) + Z {u(®)} (s)-

s (2 —a)M(a) s(2 —a)M(«)

Al aplicar la transformada inversa de Laplace a esta tultima ecuacion se tiene

2(1 - «) 2a

ft) = mu(ﬂ + m/o u(s)ds + f(0),

1
en donde, se ha usado que £~} {—} (t) = 1. Asi, la funcién definida como
s

2(1 —a) 2a

f(t) = @T)M@U(t) +

m/{) u(s)ds + c, (1.3.52)
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en donde, ¢ € R es una constante que es también solucién de la ecuacién (1.3.51).
Por otro lado, al emplear la definicién dada en la ecuacién (1.3.49), se tiene que la ecuacién

diferencial (1.3.51) también se puede escribir como

2 -
1a—oz /f sle T ds = w(t),

de donde, se deduce que

2(1 — a) %U
/ (s - ), (1.3.53)

Al derivar con respecto de t en ambos miembros de la igualdad anterior se tiene

2(1 — )

f(t) = 2= a)M(a) [Ul(t) Ttz au(t)} :

Al integrar esta ultima igualdad de 0 a t se obtiene

2(1 — ) 2

1) = Gy ) = (o)) + m/o u(s)ds + F(0), £ >0. (1.3.54)

Como consecuencia de los resultados (1.3.52) y (1.3.54) se obtiene la siguiente definicién.

Definicién 1.3.5 Sea 0 < a < 1, la integral fraccionaria del tipo Caputo-Frabrizio de

orden « de una funcion f es definida como

21-a) 20 .
2= a)M(a) (t) + 2= a)i(a) /O (&)des, t=>0. (1.3.55)

Observacion 1.3.3 Al tener en cuenta que, de acuerdo a la definicion anterior, la in-

CF]af( )

tegral fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio de una funcion de orden 0 < a < 1 es un

promedio entre la funcion f y su integral de orden 1, al imponer que

2(1 — «) 2 B
C-aMa) T @-aMa) "

se tiene un formula explicita para M (o),

M(a)zz_a, 0<a<l

Al considerar este valor encontrado de M(«a) en las ecuaciones (1.3.49) y (1.3.55), las

definiciones de derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio y su respectiva integral
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fraccionaria asociada se pueden escribir como

11—«

UDs) = o | oo (1.3.560)
0

CEIft) = (1—a)u(t)+ a/ u(§)dE. (1.3.57)

0

Hasta ahora, se ha atendido a propiedades correspondientes a la derivada fracionaria del
tipo Caputo-Fabrizio de orden 0 < a < 1, pero no hay razén por la cual limitarse a no
considerar derivadas fraccionarias de orden superior para este caso. Por lo cual, se tiene

la siguiente definicién.

Definicién 1.3.6 Sin > 1, y a € [0,1] la derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio
Dt(aJrn)f(t) de orden (n + «) es definida como

CEpotn f(t) :=CF D¥(D"f(t)). (1.3.58)

A partir de la definicién anterior se tiene el siguiente teorema.

Teorema 1.3.13 Para la derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio, definida en

(1.3.56), si la funcion f es tal que

entonces
D (CRDf(t)) =5 DU(D" f(t)). (1.3.59)

Demostracion. Al aplicar induccion sobre n, si n = 1 del lado izquierdo de la igualdad

se tiene

D) = CFDQ (£,
f

Jo TR O g

11—«

= 1T ’ e " S)d(f/(ﬁ))

IS S A B -
- 1_a{e ref - [emarea).

_ ! [f'(t)_ a /ae——< f(g)dg}. (1.3.60)

11—« 11—«
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Por el lado derecho de la igualdad se tiene

DYGDf(t)) =

d( 1 ["_ ey,
ﬁ@tzle f@%)
)
o [
1 {f’(t) _a /t e—ﬁm(t_g)f/(f)dﬁ} _ (1.3.61)

11—« 11—«

De las ecuaciones (1.3.60) y (1.3.61) se obtiene la igualdad. Ahora, supongamos que la

proposicion dada es valida para n = k, es decir,

LD (DEf(L)

o /Vanngﬂ@,

a—l
B freveend)
:D(CFDaf

Ahora, se debe demostrar que la proposicién es valida para n = k£ + 1. A partir de la

definicién (1.3.56) y el empleo de la hipdtesis de induccién se tiene

DED(EED f(1))

= {f(’““)(g)e =g (t=¢)

A I N o
W{— / f’(é)e‘l—a“‘“df},

%[dtk< /f ‘ lawdé)]

1

- ia [/at f(kJrl)(g)% (e—ﬁ(t—§)> df} ’

11—«

— 1 /t e Toat=8) g (f(k+1)(£))7

11—«
1

t
= | eI (g)dg,

11—«

a

= CEDA(D().

De esta manera se obtiene el resultado. Q.E.D.

De la definicién (1.3.58), también surge considerar el siguiente teorema.

Teorema 1.3.14 Sean f™ funciones continuas para k =0, 1, ... ,ny f) € H'|[0, 00),
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todas de orden exponencial v >0 y a € (0,1), entonces se tiene que

st s) — s — .= f
L{LGTD(0)} (s) = ' ‘g{f(t)}(sl a(1f_<os)) 7O 1362

Demostracién. Al considerar la expresién (1.3.58) y el teorema de convolucién se tiene

g{ C(')FD’rL-i—af(t)}(s) _ { 1 i - \/O\t f(n+1)e_1f(1(t—§)} (3)7
1

= 2 2 {e ] (),
= L (M0} - 1) - FO0)).
SHLUO}E) = 1 0) = . — F90)

s+ a(l—s) :

Q.£.D.
El resultado anterior nos dice que, sin importar el orden de diferenciacién fraccionaria,
la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio siempre

reserva el factor ———M .
P v s+a(l—s)

A continuacién, se consideran algunos resultados que involucran los operadores de dife-

renciacion e integracion fraccionario del tipo Caputo-Fabrizio.

Teorema 1.3.15 Sean f € H'(a,b) y 0 < a < 1, entonces
CEe CEDe () = u(t) — u(0), (1.3.63)

en donde, “EDf(t) := u(t).

Demostracién. Al ser “5 D f(t) := u(t), entonces

CRI* CEDe () = “hIu(e)

= (1—a)pt)+ oz/ot o(s)ds, (1.3.64)

en donde, “5 Du(t) = ¢(t), por tanto, la ecuacién (1.3.64) se transforma en

t s
CEICOEDAF() = (1—a) “EDu(t) + — / / u'(€)e” a9 dgds,
0 0

11—«
(1.3.65)

la cual, al considerar el cambio en el orden de integracion usando el teorema de Fubini [29]
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Y

Figura 1.2: Region de integracion.

y considerando la Figura 1.2, la ecuacion anterior se transforma en

t t
CErOlDaf(t) = (1 —a) %S Du(t) + N c a/ u’(f)elfa&/ e Taddsde,
—a ), ¢

= e Gt + o [ et SIS (o o) g

— «

— 1 — CFDa . ! / —%(t—{)d ! / d
(1 - a) 9 Dou(t) /Ou@e £+/OU(§) 3

= u(t) —u(0).
Q.£.D.
Teorema 1.3.16 Sean f € H'(a,b) y 0 < a < 1 entonces
CEpe CEIof(t) = u(t) — u(0)e ™a, (1.3.66)

en donde, “ED° f(t) := u(t).

Demostracién. Sea “5 D f(t) := u(t), entonces

(0 = (- () +a [ uls)as,
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con lo cual
t d s o
CEpe CEIof(t) = / — [ (1 —a)u(s) +a/ u({)d{} e a9 s,
0 0

o ¢

f— \/Ou elat Sds_l_l_a/ou(s)ela(t S)ds’
¢

/ u(s)e Ta"ds.  (1.3.67)
0

l—«

Al considerar el método de integracion por partes en la integral de la ecuaciéon anterior,

la expresién (1.3.67) se transforma en

D CPR () = (1-a) CﬁDau<t>+{u<s>e—1i‘a“—s>

= (1—a) ED%(t) +u(t) —u(0)e Ta' — (1 — a) “E D~ Ta D(t),

[e3

= u(t) —u(0)e <",

Q.ED.

Corolario 1.3.17 Bajo las mismas condiciones del Teorema 1.5.16, siu(0) = 0, entonces
oD CUICf(t) =0 I D f(t) =% D f(t) = u(t). (1.3.68)

Demostraciéon. Se sigue inmediatamente de los Teoremas 1.3.15 y 1.3.16. Q.£.D.
Del Corolario anterior, se deduce que si u(0) = 0, entonces el operador fraccionario integral
del tipo Caputo-Fabrizio al aplicarse a su correspondiente derivada fraccionaria de una

funcién f, la deja invariante, sin importar el orden de aplicacion.
Ejemplo 1.3.5 Determinar 5D~ CE[t ¢ OF [ CF Do,

Al calcular la derivada fraccionaria de la funcién identidad se tiene

1 b
oDt = / e a7,
1—a )/,
1 a
- L)
a
= u(t). (1.3.69)

De la ecuacién (1.3.69) se deduce que u(0) = 0. Por lo tanto, al aplicar el Corolario 1.3.17
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se obtiene la solucién
CF o CFjay _ CF 70 CF oy
oD T It ="y I* Yy D =

(1 — e_ﬁt> .

Al retomar las definiciones de derivadas fraccionarias de Riemman-Liouville y Liouville-

Q|+

Caputo dadas en la ecuacién (1.3.36), se observé que una diferencia entre ellas consistia en
el orden de la aplicacion de la derivada clasica. Al extender esta diferencia en la definicion
de derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio, dada en la ecuacién (1.3.56) se tiene la

siguiente definicion.

Definicién 1.3.7 Sea f € H'(a,b), a < b y o un niimero real tal que 0 < o < 1, entonces
la deriwvada fraccionaria de Caputo-Fabrizio en el sentido Riemann-Liouville de orden o

estd dada por la expresion

CFRDa o

1_adt/ f(s)e Talt=9)gs, (1.3.70)

y por tanto, la definicion de derivada fraccionaria de tipo Caputo-Fabrizio, dada en la
ecuacion (1.3.56) se entenderd como en el sentido de Liouville-Caputo, cuya notacion se

preservara a lo largo de este trabajo.

Teorema 1.3.18 Sea f € H'(a,b), a < b y a € [0,1], entonces la relacion entre la
deriwada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio en el sentido de Liouville-Caputo y en el

sentido de Riemann-Liouville esta dada por la igualdad
CLDf(t) =TE D () — —f( Je a7 ds, (1.3.71)

Demostracion. Al considerar el lado izquierdo de la igualdad se tiene

C’FDa

/f s)e Ta "9 s, (1.3.72)

1—a

Al aplicar el método de integracion por partes en la ecuacién (1.3.72) se obtiene

s=t t o

fla)e e — (1_Oé—a)2 /t f(s)e a9 (s,
(1.3.73)

1

IO = o £l

S SR

1l —«
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Por otro lado, al considerar el lado derecho de la igualdad (1.3.71) y usando la regla de

Leibniz para derivar integrales se tiene

D) = oty [ S
e [ G )e]
_ 1iaf(t) - ﬁ/ﬂtﬂs)e_lfa(t—s)ds. (1.3.74)
Al comparar las ecuaciones (1.3.73) y (1.3.74) se deduce el resultado. Q.E.D.

Por 1ltimo, se tiene la siguiente definicion

Definicién 1.3.8 La derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio en el sentido de
Liouville-Caputo de orden « para una funcion u(zx,t) respecto a la variable temporal viene

dada por

(“oDfu) (z,t) = ! /t (%u(m,ﬁ)) e a8 e (1.3.75)
0

l—«

en donde, t > 0,0 < a <1 yue H ((a,b) x (a,b)), con respecto a la variable temporal
t.

1.3.5. Operador integral de Srivastava y Tomovski

El operador de Srivastava y Tomovski [15] es un operador integral que es de gran utilidad
para expresar soluciones de manera compacta, las cuales suelen aparecer dentro de las

ecuaciones diferenciales fraccionarias. Dicho operador se define por la siguiente expresion

(5‘;&’275 gp) (t) := / (t — :L‘)B_l Egg (w(t—x)") p(x)de. (1.3.76)

Observacion 1.3.4 Sia =0, entonces la expresion (1.3.76) es una convolucion de fun-

ciones de la forma

<gg;g;g gp) (t) = /0 (t— )" L B (w (t — 2)%) () da. (1.3.77)

Sia=0yw=0, entonces la ecuacion (1.3.76) coincide con el operador integral fraccio-
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nario de Riemann-Liouville de orden (3, esto es

(=525 ) (&) = PP (0) (1.3.78)
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Capitulo 2

Ecuaciones de onda clasicas

2.1. Introduccion

La ecuacion de onda, es uno de los modelos mas importantes dentro de la teoria de las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, dicha ecuacién es lineal, del tipo hiperbdli-
co y en dimension espacial 1 describe las vibraciones verticales de una cuerda flexible, tal
como puede ser, las cuerdas de un violin.

Algunas versiones o generalizaciones de este tipo de ecuacién suelen aparecer dentro de
los estudios asociados a la propagacién de ondas en un medio continuo, como por ejem-
plo, ondas acusticas, ondas en el agua y ondas electromagnéticas [18]. En las secciones

siguientes se mostraran algunas de estas versiones.

2.1.1. Ecuacion de onda clasica libre

Esta es una de las versiones mas sencillas que puede encontrarse dentro de la literatura
[18]- [26]. En dicha versién, el objetivo es determinar la funcién u(z,t) que represente
el movimiento de una cuerda cuando se hace vibrar, teniendo en cuenta las siguientes

consideraciones

1. Se considera que la cuerda es homogénea, perfectamente elastica y no ofrece resis-

tencia a la flexién.
2. Las vibraciones de la cuerda tienen una amplitud pequena.

3. Cada punto de la cuerda presenta solo desplazamientos verticales.
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Figura 2.1: Una representacién de las condiciones iniciales y de frontera.

4. El desplazamiento vertical de un punto depende del tiempo y de su posicion en la

cuerda.
5. La fricciéon es despreciable y no existe fuerza externa que interfiera en el movimiento.
6. La cuerda esta fija en sus puntos extremos.

De esta manera, la ecuacién diferencial que gobierna el movimiento de la cuerda es de la

forma

—u(r,t) = a®=—u(x,t), z€l0,L], t>0, (2.1.1)

en donde, el coeficiente a es la velocidad de propagacion de las ondas a lo largo de la
cuerda y depende de la densidad lineal y la tensién de la cuerda. Si suponemos que los
extemos de la cuerda se mantienen fijos, entonces se tiene la siguente condicién de frontera

(ver Figura (2.1)).

u(0,t) = w(L,t)=0, t>0. (2.1.2)

Considerando que la configuracion de la cuerda en el momento inicial sélo depende de
la posicién y que su velocidad es nula, entonces se obtienen las siguientes condiciones

iniciales

IN
8
IN

u(z,0) = ¢(z), 0 (2.1.3)
0
Eu(x, 0)= 0, 0

&~

IN
8
IN

(2.1.4)

en donde, la funcién (z) nos indica el desplazamiento inicial. Con las consideraciones
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anteriores se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.1.1 Dado el problema de valor inicial y de frontera (2.1.1)-(2.14) y ¢ €
C®10, L] tal que p(0) = p(L) = ¢ (0) = ¢ (L) =0 y ' € Ly[0, L], entonces la solucion

esta dada por la expresion

u(x,t) = ian cos (?t) sen (n_zx) , (2.1.5)

n=1

en donde,

a, = %/OL ©(x) sen (?) dx. (2.1.6)

Demostracién. Para resolver el problema (2.1.1)-(2.1.4), se hard uso del método de

separacién de variables. Sea
u(z,t) = X(x)T(t) # 0, (2.1.7)

solucién de la ecuacion (2.1.1) de modo que X () es una funcién que depende sélo de = y

T'(t) es una funcién que depende sélo de t. Al sustituir dicha solucién en (2.1.1) se deduce

X//(x) _ T//(t)
X(z) _ @T(t)

(2.1.8)

Dado que el lado izquierdo de la igualdad anterior es una funciéon que depende sélo de z
y el lado derecho es una funcién que sélo depende de ¢, se tiene que la igualdad (2.1.8)
se satisface solamente si ambas funciones son iguales a una constante A, por lo que dicha

ecuacion (2.1.8) se puede escribir como

X// (J;) _ T// (t)
X(z) a®T(t)

=\ (2.1.9)

en donde A es la llamada constante de separaciéon. A partir de la ecuacién anterior se

deduce el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

X"(z) — AX(z) =0, (2.1.10)
T"(t) — \a*T(t) = 0, (2.1.11)
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al usar las condiciones de fronteras (2.1.2) para resolver este par de ecuaciones se obtienen

las siguiente expresiones para el valor de u(z,t) en sus extremos

w(0,8) = X(0)T(t) =0, Vt >0, (2.1.12)

w(L,t) = X(LYT(t) =0, ¥t >0, (2.1.13)

las cuales se satisfacen si T'(t) = 0 de donde se deduce la solucién trivial u(z,t) = 0, o

bien descartando dicha solucién con T'(t) # 0 ¥t > 0, se tiene que
X(0)=X(L) =0, (2.1.14)
con lo que se obtiene un problema de Sturm-Liouville definido por
X"(x) = XX () =0, X(0)=X(L)=0, z€]0,L]. (2.1.15)
Al resolver dicho problema, la ecuacién diferencial tiene por ecuacién caracteristica
m2 — =0, (2.1.16)

cuya solucién da lugar a tres posibles casos.
Caso (i) A > 0, sea A = a?, entonces la solucién de la ecuacién diferencial (2.1.10) es de

la forma
X(x) = Ae™ + Be™ ", (2.1.17)

que junto con las condiciones de frontera (2.1.14) se deduce que A = B = 0, por lo que
se obtiene una solucién trivial para X (z).

Caso (i1) A = 0, se obtiene la solucién
X(z) = Az + B, (2.1.18)

que junto con las condiciones de frontera (2.1.14) se deduce que A = B = 0, obteniéndose
una solucién trivial para X (z).

Caso (ii7) A < 0, sea A = —a? entonces la solucién estd dada por

X(x) = Acos(ax) + Bsen(ax), (2.1.19)
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que junto con las condiciones de frontera conducen a que
X0)=0=A=0y X(L)=0= Bsen(alL)=0. (2.1.20)

Al considerar el caso B = 0 en la ultima ecuacién de (2.1.20) obtenemos nuevamente una

solucién trivial. En cambio si en la tltima ecuacién de (2.1.20) se tiene que
sen(al) =0,
entonces obtenemos que la solucion a dicha ecuacion trascendente esta dado por
an)=a,=—, n=12,.. (2.1.21)

Observacion 2.1.1 Sin =0 se deduce que A\ =0 cuyo caso ya se ha analizado.

A partir de la ecuacién (2.1.21) se deduce que existe un conjunto infinito de valores

discretos de « para el cual el problema (2.1.15) presenta solucién no trivial. Estos valores
N 2
son los llamados valores propios A\, = — (T) , 0 modos de vibracion de la cuerda y sus

soluciones correspondientes son las funciones propias las cuales estdan dadas por

”m> . (2.1.22)

X,(z) = B, sen <T

Consideremos ahora el n—ésimo valor propio en la ecuacién (2.1.11), entonces se obtiene

la siguiente ecuacién diferencial para la funcién T'(¢)

2
TV (¢) + (?) T.(t), t>0, (2.1.23)

cuya solucién es de la forma
T, (t) = C,, cos <n—zat> + D,, sen (n_zat> , (2.1.24)

en donde, C,, y D, son constantes de integracion. Usando las soluciones encontradas

(2.1.22) y (2.1.24) se determina la solucién (2.1.7) como

nma nra nwx
up(z,t) = [an cos (Tt> + b, sen (Ttﬂ sen (T) , (2.1.25)
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en donde, a, = B,C, y b, = B,D, son las nuevas constantes arbitrarias y n € N.
Finalmente, dado que el problema es lineal la soluciéon mas general se obtiene mediante

el principio de superposicién por lo que se tiene
- nma nmx
n b, se (—tﬂ se (—> , 2.1.26
; [a cos < ) + n{— n{— ( )

siempre que la serie converja y sea dos veces continuamente diferenciable con respecto a
x y t. Los coeficientes a,, y b, se determinan mendiante las condiciones iniciales (2.1.3) y

(2.1.4) resultando

u(z,0) = p(x) = f:an sen (?) . (2.1.27)

n=1

Dado que, {sen ( ) | n € N} es un conjunto completo ortogonal de funciones se deduce

que
o (L
a, = Z/o ¢(x) sen (?) dx, (2.1.28)
mientras que de
ﬁu (x,t) i <an7r> b, sen <@> (2.1.29)
ot — " L/’ o

se deduce que b,, = 0.
Por lo tanto, con los valores de a,, y b, sustituidos en la solucién (2.1.26) se obtiene la
solucién (2.1.5), cuya convergencia se puede consultar en [18] y [19]. De esta manera se

obtiene el resultado. Q.ED.

2.1.2. Ecuacién de onda amortiguada o con término de fricciéon

Supongamos que en la deduccién de la ecuacién de onda (2.1.1) no se omite la resistencia
del medio, por ejemplo el aire, entonces existe una fuerza de friccion que se opone al
movimiento y que generalmente se considera que es proporcional a la velocidad [30], [25].
Con estas consideraciones, la ecuacion diferencial resultante es llamada ecuacion de ondas
amortiguada y la expresién (2.1.1) se transforma en

2 92

%u(m t)+ ng u(z,t) —a @u(x t)=0, z€[0,L], t>0 (2.1.30)
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en donde, 2b es el coeficiente de fricciéon tal que b > 0y a > 0. Con condiciones de frontera

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0, (2.1.31)
y condiciones iniciales
u(z,0) = ¢(x), x € [0, L], (2.1.32)
0
au(m,()) = 0, z € [0, L]. (2.1.33)

De esta manera se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.1.2 Dado el problema de valor inicial y de frontera (2.1.30)-(2.1.33) con
@ € C°0, L] tal que p(0) = o(L) = @ (0) = ¢ (L) = 0 y ¢ € Ly[0, L], entonces la
solucion esta dada por la expresion

u(z,t)

(
*° b - senh (t b2 — kn) nwT
A, T, (0)e" [cosh t\ b2 —k,) + ] sen(— ), D, >0,
> () R

= g A, T, (0)e™ [1 + bt] sen <n_7[r/x) , D,, =0,

o0

) S 12
A, T, (0)e™" lcos (t\/ ky, — 62) + b Se% b )] sen (?) , D, <0.

(2.1.34)

anm

en donde, D,, es el discriminante dado por D,, = b* — k,, k, = (T)2 paran € N y el

coeficiente de Fourier es de la forma

A,T,(0) = %/OL ©(x) sen (?) dx. (2.1.35)

Demostracién. Para resolver el problema (2.1.30)-(2.1.33), nuevamente aplicamos el

método de separacion de variables. Sea
u(z,t) = X(x)T'(t). (2.1.36)
Entonces la ecuacién (2.1.30) se transforma en

T"(0)X (x) + 26T (1) X (z) = a®X" (2)T(¢), (2.1.37)
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de donde se deducen las siguiente ecuaciones diferenciales ordinarias

T"(t) + 2bT'(t) — a*XT(t) = 0, (2.1.38)
X"(z) = XX (z) = 0. (2.1.39)

Al considerar las condiciones de frontera (2.1.31), la solucién de la ecuacién (2.1.39)

satisface la condicién
X(0)=X(L)=0, (2.1.40)

con lo cual, la ecuacién (2.1.39) sujeta a la condicién (2.1.40) tiene solucién de la forma

X, (z) = Cy, sen <$> ; (2.1.41)
nm\ 2 . ;. . Ny
en donde, A\, = — (f) . Al considerar el n—ésimo valor propio A,, para la ecuacién

(2.1.38) esta se transforma en

T)(t) 4+ 2bT) + k,T(t) = 0, (2.1.42)

2
en donde, k, = (CmTﬂ> . Al aplicar la transformada de Laplace (ver Capitulo 1, seccién

1.2 expresion (1.2.5)) a la ecuacién anterior se obtiene

T,(s) = T,(0) (Lzb) . (2.1.43)

s2 4 2bs + k,

Para usar el método de fracciones parciales y determinar la transformada inversa de
Laplace de la ecuacién (2.1.43), debe considerarse el signo del discriminante D,, := b? —k,,,

asociado a el polinomio
p2(s) = 5% + 2bs + ki, (2.1.44)

con lo cual se obtienen tres casos a analizar.

Caso 1: D,, > 0. Las raices de py(s) son reales y diferentes, y estan dadas por

min = -b -+ b2 - kny Mop = —b — V b2 - knv (2145)

29



asi, la ecuacién (2.1.43) se transforma en

1) = T0) (o).
= Tn(O)( A + Bn ) (2.1.46)

en donde

A, =" g o M (2.1.47)

, .
Map — Mip Mmap — Mip

Con los valores de A,, y B,, empleados en la ecuacién (2.1.46) se tiene que T),(s) se reescribe

CcOo1mo

T(s) = — ) < Ton __Min ) (2.1.48)

Mop — Min \ S — Min S — Map
Al aplicar la transformada inversa de Laplace (1.2.16) a la ecuacién anterior se obtiene

n) = —2O (e

Mopn — Min

= T,(0)e™ {cosh <t b? — kn> + ﬁ senh (t b? — l{:n)} .

— hn

mint my emznt)
n

Y

(2.1.49)
Caso 2: D,, = 0. Las raices de py(s) son repetidas de la forma
m, = —b, (2.1.50)
y la ecuacién (2.1.43) toma la forma
L) = T
(s+0b)
= T,(0) (S’i”b + G f”b)2) : (2.1.51)
en donde,
A, =1, B,=1 (2.1.52)
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asi, la ecuacién (2.1.51) se transforma en

T\ (s) = T,(0) (Sib + (bef) . (2.1.53)

Al aplicar la transformada inversa de Laplace (1.2.16) a la ecuacién anterior, se obtiene

el resultado
T, (t) = T (0)e ™ (1 + bt) . (2.1.54)
Caso 3: D,, < 0. Las raices de py(s) son complejas conjugadas dadas por
Mip = —b+ ik, — b2, my, = —b— ik, — b2 (2.1.55)

Con lo cual, la ecuacién (2.1.43) toma la forma

A, B,
T, (s) = T, (0 , 2.1.56
) = 1(0) (s ) (2.1.56)
en donde,
Ay=—" g T (2.1.57)
Mop — Mip Mop — Mip

Con estos valores de A,, y By, la ecuacién (2.1.56) toma la forma

T,(s) =

T,(0) ( Mon Mg ) (2.1.58)

Map — Min §—Mip S — Mapy
Al aplicar la transformada inversa de Laplace (1.2.16) a la ecuacién anterior se obtiene

T,(0
Tn(t) — ﬁ (anemlnt - mlnem2nt) 3

= T,(0)e " {cos <t ky, — b2> + ﬁ sen (t k, — b2>} .
' (2.1.59)

Por lo tanto, de las ecuaciones (2.1.36), (2.1.41), (2.1.49), (2.1.54), (2.1.59) y empleando
el principio de superposicién se tiene el resultado para u(z,t) de acuerdo al signo de D,,
dado en (3.1.132).

De la solucién (3.1.132) y la condicién inicial (2.1.32) se deduce que el coeficiente de
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Fourier es tal como se muestra en (2.1.64). La convergencia de la solucién encontrada

puede consultarse en [25]. De estd forma se obtiene el resultado. Q.ED.

2.1.3. Ecuacion de onda amortiguada con término de fuente

Consideremos ahora que para el problema asociado a la ecuacién de onda, se toma en
cuenta el término de friccién junto con una fuente que puede representar alguna fuerza
externa que afecta al sistema. Dicha ecuaciéon junto con las condiciones iniciales y de

frontera presenta la siguiente forma:

2

gTel u(z,t) —i—2bau(:c t)—a —u(:c,t

ot 0x?

) = fl(z,t), xz€][0,L], t>0, ( )
u(0,t) =u(L,t) = 0, t>0, (2.1.61)
) ( )
) ( )

)

(
u(z, = p(z), x € |0, L],
2u(ac,O = 0, x €0, L],

en donde a, b > 0. De esta manera se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.1.3 Dado el problema de valor inicial y de frontera (2.1.60)-(2.1.63) con ¢ €
C¥(0, 1] tal que p(0) = p(L) = ¢ (0) = o (L) = 0, ' € L,[0, L, f € C ([0, L] x BF),
f0.t) = f(L,t) = 0 para t > 0, f(z,0) = 0 para « € [0,L], 5 f(z,t) € Cl0,L] y

9 f(z,t) € Li(RT), entonces la solucion esta dada por la expresion

¢ oo i b
; {Tn(O)e b (cosh (t b2 — k:n) + ﬁ senh (t b2 — k‘n))
—I—/O %senh ((t — &)V b — ) dﬁ} sen (nzx) , D,, > 0,
u(r) =13 [Tnm)e—“ ew+ [ - e‘b(t‘g)fn(f)df] sen (7). Da=0,
n=1 0

)
io: {Tn(o)e_bt (COS ( K, — b2> + —% sen <t kn — b2>)
/ hle N _;;) sen (( —OVkn —62> dé} sen (mgx> , D,, <0,

(2.1.64)

en donde, D,, es el discriminante dado por D,, = b*> — k,, k, = (%)2 paran € N y el

coeficiente de Fourier es de la forma

A, T,(0) = %/OL ¢(z) sen (?) dx. (2.1.65)



Demostraciéon: Supongamos que la solucién involucra las funciones propias sen (%),

. . 2
asociados a los valores propios A, = — (%) en la forma

u(z,t) = iun(t) sen <nLLx) ) (2.1.66)

en donde, u,(t) son funciones a determinar. Notemos que, dicha solucién (2.1.66) cumple
con las condiciones de frontera (2.1.61). Andlogamente, supongamos que la fuente f(z,t)

se puede escribir por medio de las funciones propias de la siguiente manera

flz,t) = an(t) sen (n_zx) ) (2.1.67)
para lo cual
falt) = %/OL f(z,t) sen (?) da. (2.1.68)

A partir de la ecuacién (2.1.66) se deduce que

%u(m,t) = Zu;(t)sen (?), (2.1.69)
%u(x,t) _ iug(t)sen (?) (2.1.70)
Fte) = S (F) mom(F). e

Al sustituir las expresiones (2.1.70) y (2.1.71), junto con (2.1.66) y (2.1.67) en la ecuacién
(2.1.60), se obtiene

i {ug(t) + 2bul (t) + (?)Qun(t)l sen (?) = io:fn(t) sen <n_7gx) . (2.1.72)

n=1

Multiplicando ambos lados de la igualdad por sen <?> en donde m = 1, 2, ..., inte-
grando de x = 0 a x = L y usando la ortogonalidad de las funciones propias, la ecuacion

(2.1.72) se transforma en

un (t) + 20w, (t) + kpu,(t) = fu(t), (2.1.73)
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anm\ 2
con k, := (%) y cuya solucién es de la forma

U () = Unp(t) + Uunp(t), (2.1.74)

en donde, u,;(t) es la solucién homogénea de la ecuacién (2.1.73) y u,,(t) su correspon-
diente solucién particular.

Es de notar que la soluciéon homogénea ya se ha determinado en la seccion 2.1.2; ya que la
ecuacion (2.1.42) y (2.1.73) en el caso homogéneo tienen la misma forma. De esta manera
la solucién u,(t) depende del signo del discriminante D,, = b* — k,; con lo cual, para la
solucién particular w,,(t) se tienen los siguientes casos.

Caso 1: D,, > 0. Entonces la solucién homogénea de (2.1.73) es de la forma
Unh (t) =T, (O)Anemlnt + Tn<0)Bnem2nt,

en donde, A, y B, son constantes determinadas por las ecuaciones (2.1.47) respectiva-
mente con my, = —b—+v/b?> — k, y ma, = —b—+/b* — k,,. Asi, la solucién particular es de

la forma
Upp(t) = Thn(t)e™ " + Ty, (t)e™, (2.1.75)
en donde, las funciones 71, (t) y T, (t) satisfacen

™M () 4+ ™ (1) = 0, (2.1.76)

mine™ Ty, (t) + maon,e™ Ty (1) = fu(t) (2.1.77)

y por consiguiente, se deduce que

_ " fa(§)eTmns
Tln(t) - - A mdéﬂ, (2178)
Ton(t) = Mdg. (2.1.79)

0o Mop —Mip

Sustituyendo los valores de T, (t), Ta,(t), my, y ma, en la ecuacién (2.1.75) se obtiene el

resultado

[ falfe Y B 7
unp(t)—/o " enh ((t )v/b k;n> de, t>0. (2.1.80)
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Caso 2: D,, = 0. Entonces la solucién homogénea de (2.1.73) es de la forma
Unn (1) = T (0)Ape ™" + T,(0) Bte ™, (2.1.81)
con A, =1y B, =b. Luego, la solucién particular es de la forma
Unp(t) = Thin(t)e™" + Ty, (t)te ™, (2.1.82)

en donde, las funciones T3, (t) v Ta,(t) satisfacen las ecuaciones

T (t) +te™Ty (1) = 0, (2.1.83)
—be MY (1) + (—bte ™ + e M) TY () = fa(t), (2.1.84)
de las cuales se deduce que

t
1) = ~ [ en©ess (2.1.85)

0
Talt) = [ h(ess (2.1.86)

0

Al considerar los resultados de las ecuaciones (2.1.85) y (2.1.86) en la ecuacién (2.1.82)

se obtiene el resultado
t
Unp(t) = / (t—&e 9 f(&)de, t>0. (2.1.87)
0
Caso 3: D,, < 0. Entonces, la solucién homogénea de (2.1.73) es de la forma
Ui (t) = T (0)Ae™ " + T,,(0) Be™, (2.1.88)
en donde,
M1, = —b+ ik, — b2, mao, = —b—ivk, — b2, (2.1.89)

A, y By, son constantes determinadas en las ecuaciones (2.1.57). Luego, la solucién par-

ticular es de la forma

Upp(t) = Thn(t)e™" + Ty, (t)e™", (2.1.90)
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en donde, las funciones T1,,(t) y T»,(t) satisfacen las condiciones

™M () 4+ ™ (1) = 0, (2.1.91)

Mipe™ " T (1) + mone™ Ty () = fult), (2.1.92)

de las cuales se obtiene

1 ! bé—'kn—b2i€
Tin(t) i —b2/0 fa(§)e dg, (2.1.93)
_ 1 ! be+For—b2iE
Ton(t) T /0 Fa(©)e de. (2.1.94)

Sustituyendo los valores encontrados de 11, (t) y T2, (t) en la ecuacién (2.1.90), se obtiene

el resultado

Unp (1 / f©e O ((t — )k — b2) de, t>0. (2.1.95)

k Vi, — b2

Por lo tanto, de los resultados (2.1.80), (2.1.87), (2.1.95), el principio de superposicion y
la solucién homogénea (3.1.132), se deduce la solucién de la ecuacién diferencial (2.1.60),
tal como se muestra en (2.1.64).

A partir de la solucién (2.1.64) y la condicién inicial (2.1.62) se deduce el coeficiente de
Fourier tal como se muestra en (2.1.65). De estd manera se obtiene el resultado.

Q.ED.
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Capitulo 3

Ecuaciones de onda de orden fraccionario

3.1. Introduccion

El céalculo fraccionario con las propiedades de no-localidad y memoria, es una herramieta
util para mejorar los modelos clasicos que describen la evolucion temporal de muchos pro-
cesos fisicos y la dinamica de sistemas complejos, como por ejemplo la viscoelasticidad.
Las derivadas fraccionarias son operadores con memoria que suelen representar disipacion
de energfa o danos en el medio [6], [9], las cuales presentan la cualidad de recuperar los
casos clasicos cuando el orden de diferenciaciéon toma un valor entero.

En este capitulo se formulan problemas de valores iniciales y de frontera especificos que
involucran diferentes versiones de la ecuacién de onda de orden fraccionario, con respecto
a la variable temporal, usando la derivada fraccionaria propuesta por Caputo y Fabri-
zio en el sentido de Liouville-Caputo (ver seccién 1.3.3 del capitulo 1 para definicién).
Las justificacion del por qué emplear este tipo de derivada fraccionaria, se fundamenta
basicamente en proponer modelos matematicos para fenémenos de propagacién de ondas
en medios heterogéneos donde se toman en cuenta factores que los modelos clasicos no
consideran, tales como la disipacién de energia o dano en el medio o diversos tipos de
friccion.

Las ecuaciones de onda que se investigaran en este capitulo son las siguientes:
1) Ecuacién de onda fraccionaria clasica libre, es decir, sin término de fuente.

2) Ecuacién de onda fraccionaria amortiguada libre, es decir, que incluye término de

friccidn clésico.
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3) Ecuacién de onda amortiguada con fuente.

4) Ecuacién de onda fraccionaria con término de amortiguamiento fraccional y sin

fuente y

5) Ecuacién de onda fraccionaria con término de amortiguamiento fraccional y con

fuente.

Es pertinente volver a remarcar que estamos interesados en proponer expresiones suficien-
temente generales que modelen de forma mas realista la inclusién de la fuerza de friccién
en los procesos ondulantorios que estamos estudiando en esta tesis. Es por ello que en el
Capitulo 4 se propondrd una expresion mas general que modele la fuerza de friccion en
nuestras ecuaciones de onda, que bajo ciertas condiciones se recuperan los resultados de
los problemas analizados en el presente capitulo.

Finalmente se realizaran comparaciones entre los modelos de ecuaciones estudiadas y se
describiran sus consecuencias.

Los resultados de este capitulo, hasta donde sabemos son inéditos, usando la derivada de

Caputo-Fabrizio en el sentido de Liouville-Caputo.

3.1.1. Ecuacidon de onda fraccionaria clasica libre

Consideremos la ecuacién

2

CEDI  u(x, t) = a2%u(x,t), x€[0,L], t >0, (3.1.1)

en donde, 0 < v <1y a> 0. Con condiciones de frontera

uw(0,t) =u(L,t) =0, t>0, (3.1.2)

y condiciones iniciales
u(z,0) = p(z), ze€l0,L], (3.1.3)
%u(x, 0)=0, z€]0,L] (3.1.4)

Con las consideraciones anteriores se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1.1 Sea ¢ € C®[0, L] tal que ©(0) = (L) = ¢ (0) = p@ (L) =0 y ¢'(x) €
L,[0, L], entonces la solucién u(z,t) € C ([0, L] x RT) N C?0, L] N HY(R™) del problema
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de valor inicial y de frontera (3.1.1)-(3.1.4) esta dada por la formula

; 00
Z AT, (0)e |:COSh(77nt> M senh(nnt)] sen (?) . Ag, >0,
n=1

n

u(z,t) = Z A, To(0)e ™t (1 — pnt) sen (?) : Ay, =0, (3.1.5)
n=1

Z AT, (0)e Hnt [cos(unt) A sen(ynt)l sen (?) : Ay, <0,

v,
\ n=1 n

en donde7 Ay, = [kn(l - 7)]2_41%177 h =V A1n; Vp = \/Thw Hn = kn(12_7)7 ky, = (%)2

para n € N y el coeficiente de Fourier es de la forma

2 nmwx

AT (0) =2 /OL playsen (70 do. (3.1.6)

Demostracion: Aplicando el método de separacién de variables, sea
u(z,t) = X(x)T(t), (3.1.7)
entonces

CEDu(z,t) = X(2)°ED]T(b),

—u(z,t) = X"(x)T(t).
Sustituyendo los valores anteriores en la ecuacién (3.1.1) se obtiene
X(2)GDIT'(t) = & X" (2)T(t),

asi

ADIT'() _ X"(x)

— —\
a®T(t) X () ’
de donde se deducen las siguientes ecuaciones
CED)T'(t) — Aa®T(t) = 0, (3.1.8)
X"(x) = AX(z) = 0. (3.1.9)
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Al considerar la ecuacién (3.1.9) y dado que se debe satisfacer la condicién de frontera

(3.1.2), se deduce que la ecuacién (3.1.9) debe satisfacer la condicién

X(0) = X(L) = 0. (3.1.10)

Por lo tanto, la ecuacién (3.1.9) sujeta a las condiciones (3.1.10) tiene solucién de la forma

X, (z) = A, sen (”—?) , (3.1.11)
nm 2 : . .
paran = 1, 2, ..., en donde \, = — <T> , es el conjunto de eigenvalores asociados

al conjunto de eigenfunciones X, (x), el cual es una base ortonormal y completa para el
espacio L?[0, L]. Al considerar el n—ésimo valor ), y sustituirlo en la ecuacién (3.1.8) se

obtiene

CODIT)(t) + knTo(t) =0, (3.1.12)

an\ 2
en donde, k,, := <T7r> . Resolveremos esta ecuacion diferencial usando el Teorema 1.3.14.
Al aplicar la transformada de Laplace a la ecuacién anterior y usando que 7,(0) = 0, en

virtud de (3.1.4) y (3.1.7) se obtiene

s*T,(s) — sT,,(0) — T/ (0)

n

(1=7)s+7y

+ ko T (s) = 0, (3.1.13)

de donde, se deduce que

S
2+ k(1 —7)s+ kyy]|

To(s) = T, (0) (3.1.14)

Para aplicar el método de la transformada inversa de Laplace en la ecuacion (3.1.14),
se empleard el método de fracciones parciales, por lo cual es necesario determinar la

naturaleza de las raices del polinomio del denominador de la ecuacién (3.1.14)
par(8) =8> + k(1 —7)s + kny, (3.1.15)
de donde, se obtienen 3 casos al considerar el signo de su discriminante

Aty = [kn(1 — )] — 4k, (3.1.16)

70



Caso 1: Ay, > 0. Las raices del polinomio ps,(s) son reales distintas y estan dadas por

Min = —Hn+ s (3.1.17)
My = —fn — T, (3.1.18)
en donde,
=—— == 1-— —4k,~. 1.1
pn = P = S (1= ) = (3..19)

Luego al aplicar el método de fracciones parciales a la ecuacién (3.1.14) se tiene

To(s) =

T,(0)s ) [ Mon ___ Min (3.1.20)

2+ kn(L—7)s+kyy Mo —muy [5—moy 5 —my,

Al aplicar la transformada inversa de Laplace (1.2.16) a la ecuacién ecuacién anterior, se

obtiene

T.(t) = ————— [mznem"t — mlneml"t] ,

T, (0 o B
- 275 ) (=t = mp)elHn =M — (= 1, + 1y, el TPt ]

e_llnt ennt _ e_nnt ennt _|_ e_nnt
— T,(0 L (Y L (e |
o [ () o ()]

= T,(0)e #* {cosh(nnt) _ senh(nnt)} : (3.1.21)

n

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.1.7), (3.1.11), (3.1.21) y empleando el principio de

superposicién generalizado (véase [33]) se tiene la solucién

u(z,t) = ZAnTn(O)e_“"t [cosh(nnt) - % senh(nnt)} sen (%) . (3.1.22)
n=1

n

Caso 2: Ay, = 0. Se tiene sélo una raiz repetida para el polinomio p,(s) de la forma

k,(1— .
— [y = —%, por lo que la ecuacién (3.1.14) se transforma en
s
Tn S = —Tn 0 )
) = T

_ ( L 2)T,ﬂb(o). (3.1.23)
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Al aplicar la transformada inversa de Laplace (1.2.16) a la ecuacién anterior se obtiene
T,(t) = e " (1 — ppt) . (3.1.24)

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.1.7), (3.1.11), (3.1.24) y empleando el principio de

superposicién generalizado (véase [33]) se tiene la solucién
- nwx
0 =S AT, (0)e ! (1 — it <—) . 3.1.25
) = S AT (1= atysen (] (3.1.25)
Caso 3: Ay, < 0. Las raices del polinomio p, ,(s) son complejas conjugadas de la forma
Mip = —fn +Vp Y Moy = —[ly — 1y, (3.1.26)

en donde, p, es como en (3.1.19) y

Up i= %\/4]{:”7 — [ka(1 = )] (3.1.27)

Al usar la metodologia empleada en el Caso 1, se tiene que

it ' ' ‘ | |
Tn(t) — _Tn<(zl)/e K ( gm (e—wnt . ewnt) o % (ezunt + e—wnt)> ’

T,,(0)c et
= (.L (=it sen(vpt) + ivy, cos(vpt)),
iVp

= T, (0)e ! (cos(unt) _ sen(ynt)> . (3.1.28)

Vn

Asi, de las ecuaciones (3.1.7), (3.1.11), (3.1.28) y empleando el principio de superposicién

generalizado (véase [33]) se tiene la solucién

n

- _ fr, n
) =S AT, (0)e 1) — Fsen(u,t <—) 3.1.29
u(z,t) ; (0)e [cos(u ) o sen (v )} sen { — ( )
Por lo tanto, de las ecuaciones (3.1.22), (3.1.25) y (3.1.29) se obtiene la solucién para
u(z,t) tal como se muestra en (3.1.5).
Al considerar la condicién inicial (3.1.3) en la solucién encontrada (3.1.5), se deduce el
coeficiente de Fourier tal como se muestra en (3.1.6). La convergencia de la solucién

encontrada puede consultarse en el Apéndice. De esta manera se obtiene el resultado.

Q.ED.
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Observaciéon 3.1.1 Al considerar la solucion (3.1.5), se muestra el papel que representa
la derivada fraccionaria como disipacion de energia. Dicha solucion presenta similitud con
la solucion de la ecuacion de onda amortiguada cldsica (3.1.132), debido a que también
presenta un factor de decrecimiento exponencial para cada uno de los posibles valores del
discriminante asoiciado a sus respectivas soluciones, siendo dicho término para el presente

caso, de la forma

con lo cual, se puede decir que dicha version de ecuacion de onda fraccionaria puede uti-
lizarse para modelar fenomenos en donde se use la ecuacion de onda cldsica amortiguada.
La ventaja del modelo que usa la ecuacion de onda fraccionaria es que tenemos la libertad

de elegir el orden de diferenciacion que mds realistamente modele el fenomeno en cuestion.

El siguiente resultado nos permite aclarar lo que precisamente hemos venido mencionando
como caracteristica importante de las derivadas de orden fraccionario, el hecho de poder
recuperar los resultados clasicos, cuando el orden de la derivada fraccionaria tiende a un

valor entero.

Proposicién 3.1.1 Si en la solucion (3.1.5), v — 1, entonces la solucion encontrada

coincide con la solucion de la ecuacion de onda cldsica (2.1.5).

Demostracion. Para demostrar la afirmacion anterior, consideremos los siguientes limites

kn(1 —
lim g, = lim Fn(l =) =0, (3.1.30)
y—1 y—1

1
g, = lim=y/[kn(l =) = dkpy = V/—kn = % neN  (3.1.31)
y—1 y—1 2 L

1
limv, = lm=y/4k,y — [kn(1 =) = Vkn = an_7r, n € N. (3.1.32)
y—1 y—1 2 L

Al considerar el signo del discriminante Ay, (ver expresién (3.1.16)), se tienen los siguien-

tes casos.
Caso 1: Ay, > 0. A partir de la solucién (3.1.5) y de las ecuaciones (3.1.30) y (3.1.31)

se obtiene que

Z AT ( COSh(Tlt) Sen(nz$),

ZAT cos Tt) n(—). (3.1.33)
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Caso 2: Ay, = 0. A partir de la solucién (3.1.5) y de la ecuaciéon (3.1.30) se obtiene que

Z A,T,(0) sen (nzx) . (3.1.34)

Caso 3: Ay, < 0. A partir de la solucién (3.1.5) y de las ecuaciones (3.1.30) y (3.1.32)

se obtiene que

ZA T, ( cos( 7 ) sen (?) : (3.1.35)

Por lo tanto, de las soluciones (3.1.33), (3.1.34) y (3.1.35) se deduce que, cuando v — 1
la solucién a la ecuacién de onda clasica fraccionaria (3.1.5) coincide con la solucién de la

ecuacién de onda clésica (2.1.5), con lo cual se obtiene el resultado.

Q.ED.

3.1.2. Ecuacién de onda fraccionaria amortiguada libre

Ahora, consideremos que en la ecuacién de onda fraccionaria (3.1.1), se toma en cuenta

el término de friccion clasico, entonces la nueva versién presenta la siguiente forma

2

0 0
CFmyy+1
oD/ u(x,t) = a _0x2u<x t) — batu(x,t), x €[0,L], t >0, (3.1.36)

en donde, 0 <y <1ya, b> 0. Con condiciones de frontera

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0, (3.1.37)

y condiciones iniciales
uw(z,0) = p(x), ze€]|0,L] (3.1.38)
Eu(az, 0)=0, ze€l0,L] (3.1.39)

Con dichas consideraciones se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1.2 Sea ¢ € C®[0, L] tal que ©(0) = (L) = ¢ (0) = p@ (L) =0 y ¢'(v) €
Ls[0, L] entonces la solucién u(z,t) € C([0,L] x RY) N C?0, L] N H'(RT) del problema
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de valor inicial y de frontera (3.1.36)-(3.1.39) esta dado por la formula

;00 -
_ by — kn(1—17) nwx
pnt _—
ngl A, T,(0)e _cosh(nnt) + T senh(n,t)| sen ( ) . Ay, >0,
= o by = k(1 =) nwx
o ,u,nt =
u(z,t) = nEZI A, T,(0)e _1 +3 T b1 = 7)]t sen ( 7 ) , Ag, =0,
= ol by — k(1 —7) nwx
Hnt —_—
\321 AnT,(0)e _COS(unt) + 5 R sen(v,t) | sen ( 7 ) . Ay, <0,
(3.1.40)
A V=2,
donde, Ao, = [by — k(1 —7)]” — 4k = 2n = n

anm

L

by + k(1 —7)
= =

2

L

nmx

/OL () sen( 7

A, T,(0)

) de.

Demostracion: Al aplicar el método de separacion de variables, sea
u(z,t) = X(x)T(t),

entonces

DI Mu(z,t) = X(2)9GDIT(1),
?u(:ﬁ, t) = X(x)T'(t),
%u(w, t) = X"(x)T(t).

Al sustituir los valores anteriores en la ecuacién (3.1.36) se obtiene
X(2)9ED]T'(t) = a> X" (2)T(t) — bX (2)T'(1).
De donde se deducen las siguientes ecuaciones

CEDIT'(t) + bT'(t) — a*NT'(t) = 0,
X"(x) = AX(z) = 0.
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Puesto que la condicién de frontera (3.1.37) debe cumplirse, se deduce que la ecuacién

(3.1.45) debe satisfacer la condicién

X(0) = X(L) = 0. (3.1.46)

Asi, la solucién a la ecuacién (3.1.45) sujeta a la condicién (3.1.46) tiene la forma

X, (z) = A, sen (”—?) , (3.1.47)
nm 2 . ‘s
en donde, A\, = — <T> ,conn =1, 2, ...y A, una constante. Al considerar el n-ésimo

eigenvalor A, y sustituir este valor en la ecuacién (3.1.44), ésta se transforma en

CEDIT(t) + bT(t) + kT (t) = 0, (3.1.48)
anm

2
en donde, k,, := (T) . Al aplicar el método de la transformada de Laplace a la ecuacion

(3.1.48) se obtiene

s2Ty(s) — sT,,(0)

A—s 1 2oTn(s) = Ta(0) + kaTuls) = 0, (3.1.49)

de donde se deduce que

by+kn(1—) kn
s + 71+b(1—7)7 5+ 1+b(117)

by
T, (s) = T, (0) ( ° T ) ) , (3.1.50)

Para aplicar el método de la transformada inversa de Laplace a la ecuacion anterior, se
hara uso del método de fracciones parciales, por lo cual, es necesario conocer primero la

naturaleza de las raices del denominador de la ecuacion (3.1.50)

b’}/ + kn(l — '7) k:nfy
= 52 .1.51
Paa(8) =S4 Ay P TR =) (3.1.51)
cuyo discriminante puede escribirse como
Agp = [0y — kn(1 — )] — 4k, (3.1.52)

Por lo tanto, se tienen los siguientes casos.

Caso 1: Ay, > 0. Entonces las raices son reales, diferentes y la ecuacién (3.1.50) se puede
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escribir como

T, (s) = T,(0) s+ i (3.1.53)
(s —miun) (s —may) |’

en donde, ahora

M = —fn + 1, (3.1.54)
Mon = —fn — N, (3.1.55)
con
1y = by + ka(1 — ) - \/[bv—kn(l—v)]2—4kn7 (3.1.56)
2[4+ =) T 2[14+b(1 —7)] ’ o

Por el método de fracciones parciales se tiene que

S _ 1 ( Mon . min ) (3 1 57)

(S - mln)(s - m2n) Mop — Mip S — Moy S — My

1 _ L ( L1 > (3.1.58)

(S - mln)(s - m2n) Mop — Min S — Map S — Min

Al aplicar lo anterior la ecuacién (3.1.53) se obtiene

) = O [ mama b ( 1 >]

Mop — My | S—Moy,  S—my, 1+01—7) \s—mg, s—my,

el cual se puede escribir como

L+ =) \S+ (o — 1) 5+ (ftn + 1)

[
. l0) ( Lo ) _ (3.1.59)

2 S fp + N Sy — Ty
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Al aplicar la transformada inversa de Laplace (1.2.16) a la ecuacién anterior se obtiene

by — kn 1 — Mt _ a—Nnt Nnt —nnt
T = T | (o) e

} , (3.1.60)

[1+b(1—)]n, 2 2
= T,(0)e #n (cosh(nnt) + 2[[)3_:19]{8(1;)?37” senh(nnt)> : (3.1.61)

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.1.42), (3.1.47), (3.1.61) y empleando el principio de

superposicién generalizado (véase [33]) se tiene la solucién

by — kn<1 - 7)
[1+b(1 = )]

senh(n,t) + cosh(nnt)} sen (?) :

(3.1.62)

u(a,t) =Y AT, (0)e ! {2

Caso 2: Ay, = 0. En este caso se cuenta sélo con una raiz repetida de la forma

btk
My = =3 Troi—) L, (3.1.63)

por lo cual, la ecuacién (3.1.50) se puede escribir como

b
s+ 1+b(¥—7)

To(s) =T(0)———=-,
(5 =Ta0)—

que mediante el empleo del método de fracciones parciales se puede expresar como

(3.1.64)

Tn(s):Tn(O)( 1 by —ko(1—7) 1 )

S+un+2[1+b(1—7)] (s+/zn)2

Al aplicar la transformada inversa de Laplace (1.2.16) a la ecuacién anterior se obtiene

by — k(1 —7) t)

0= (3.1.65)

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.1.42), (3.1.47), (3.1.65) y empleando el principio de

superposicién generalizado (véase [33]) se obtiene

u(z,t) = nz:l AT, (0)e ! {1 + ;T;fgg:% t} sen (?) : (3.1.66)

Caso 3: Ay, < 0. En este caso se tienen dos raices complejas conjugadas y la ecuacién
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(3.1.50) se puede escribir como

T,(s) = T, (0) ( T ) ) : (3.1.67)

en donde,

Mip = —fln + Wy, (3.1.68)

Moy = — by — iVp. (3.1.69)

con (i, como en (3.1.56) y

B \/4lm —[by = ka1 = )]
N 2[1+b(1 )]

Un,

(3.1.70)

Luego, al aplicar la metodologia del Caso 1 anterior, teniendo en cuenta los resultados

(3.1.57)-(3.1.59) se tiene que

- - wnt _ L —iupt wnt —iunt
T.(t) = Tn(O)e”"t{ by = ka1 =) (e ° )+e re ]

2[14b(1 —5)]iv, 2 2
(3.1.71)
= T, (0)e ! (Cos(l/nt) + 2?3;;’1(:)& sen(l/nt)> . (3.1.72)

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.1.42), (3.1.47), (3.1.72) y empleando el principio de

superposicién generalizado (véase [33]) se tiene que la solucién es de la forma

by — kn(l - 7)
[140(1 = 7)]vn

nnx

sen(unt)} sen (T) .

(3.1.73)

u(z,t) = ZAnTn(O)e_“"t {cos(unt) +3
n=1

Por consiguiente, de las ecuaciones (3.1.42), (3.1.47) (3.1.62), (3.1.66) y (3.1.73) se tiene la
solucién u(z,t) tal como se muestra en (3.1.40). Por otro lado, al considerar la condicién
inicial (3.1.38) se obtiene el coeficiente de Fourier tal como se muestra en (3.1.41). La
convergencia de la solucion obtenida puede consultarse en el Apéndice. De esta manera

se obtiene el resultado.

Q.ED.

Observacion 3.1.2 Al considerar la solucion (3.1.40), se tiene que ésta presenta la mis-

ma estructura que la solucion de la ecuacidn de onda amortiguada cldsica (3.1.132), en
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donde, ambas soluciones presentan un factor de decrecimiento del tipo exponencial para
cada uno de los valores posibles del discriminante asociado a sus respectivas soluciones.

La diferencia radica en que dicho factor de decrecimiento exponencial se diferencia en sus
respectivas dependencias. Para el caso cldasico solo depende del coeficiente de friccion 2b,
mientras que, para el caso fraccionario no solo depende del coeficiente de friccion b, si
no también del orden de diferenciacion fraccionaria v y del valor de k,, siendo este valor

dado por la expresion

o, = ST b= (3.1.74)

con lo cual se puede decir que dicha version de ecuacion de onda fraccionaria con amor-

tiguamiento generaliza a la ecuacion de onda amortiguada cldsica.

Anélogamente al resultado obtenido en la Proposicion 3.1.1, el resultado del Teorema 3.1.2
nos permite mostrar una de las propiedades que poseen las derivadas fraccionarias, la cual
consiste en recuperar las soluciones clasicas cuando el orden de diferenciacion tiende a un

valor entero, tal como se muestra en el siguiente resultado.

Proposicion 3.1.2 Si consideramos como coeficiente de friccion a 2b en la ecuacion
(3.1.36) y si v — 1, entonces la solucion (3.1.40) coincide con la solucion de la ecuacion

de onda amortiguada cldsica (3.1.132).

Demostracion. Al considerar como coeficiente de friccién a 2b, se tiene que

2by + k(1 —
lim p,, = lim Ui Cke)

. — b, 3.1.75
y—1 y—1 2[ + 2[)(1 — )] ( )

V1267 = ka(1 = 7)) = 4y W _iE

lim 7, = li 1.
M = o = (3.1.76)
e — \/4/m — [2by = k(1 =) \/4k: — A TR (L)
o1 T 0 201+ 26(1 — )] v -
iy 2 —kall=y) b (3.1.78)
=12 [1 4 2b(1 — )] b — ky
2y —kal=7)  _ b (3.1.79)

i =
S Y I ) P/ oy 2
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Al considerar el signo del discriminante Ay, (ver expresién (3.1.52) ), se tienen los siguiente

Casos.
Caso 1: Ay, > 0. A partir de la solucién (3.1.40) y de las ecuaciones (3.1.75), (3.1.76) y

(3.1.78) se obtiene la solucién

ﬁ senh (t b2 — knﬂ sen (?) ,

(3.1.80)

u(z,t) = ZAnTn(O)e_bt {COSh (t b2 — kn> +
n=1

la cual corresponde a la solucién cldsica encontrada en la ecuacién (3.1.132) cuando

D,, > 0.

Caso 2: Ay, = 0. A partir de la solucién (3.1.40) y de la ecuacién (3.1.75) se obtie-

ne la solucion
t) = E AT, (0)e™ (1 + bt) sen (_n ) 3.1.81
u(z,t) 2 (0)e™™ ( ) se , ( )

la cual corresponde a la solucién clasica encontrada en la ecuacién (3.1.132) cuando

D, =0.

Caso 3: Ay, < 0. De las ecuaciones (3.1.75), (3.1.77) y (3.1.79) se obtiene la solucién

o) = 3 eon (/B =)+ s (/=) s (157
n=1 " —

(3.1.82)

la cual se corresponde con la solucién cldsica encontrada en la ecuacién (3.1.132) cuando

D, <0.

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.1.80), (3.1.81) y (3.1.82) se obtiene el resultado.
Q.ED.

Corolario 3.1.3 La ecuacion de onda fraccionaria en el tiempo

0 0
@u(x,t) — 4au(x,t), x € [0,7], t>0, (3.1.83)

CODI u(x,t) =9
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con condiciones de frontera
u(0,t) =u(m,t) =0, t>0 (3.1.84)
y condiciones iniciales
2 a
u(z,0) =sen“(x), x € [0,n], au(x,t) =0, z€]|0,m], (3.1.85)

tiene por solucion

(

10—8~

2
4y—9(1—7)n? senh (\/ [4y—9(1—7)n?]* —36yn? t)} sen (nx), Ay, >0,

_ M t )
Yoo D, T,(0)e ( 10=8~ ) cosh (\/[479(1v)n2] —36yn2 t)

47—9(1—7y)n2]>—36yn2 10—8y
gl v gt

2
u(r,t) = 9 3°°° D, T,(0)e e )¢ 4y=9(1—)n? _
; > D, T,(0)e 1+ =gt | sen (nz), Ay, =0,

[ 4901 —)n? 5
Yoo D, T,(0)e ( 0= )t |:COS <\/36W2[479(17)n2] t)

10—8~

2
47_9(1_,7)712 sen (\/36"{712—[47_9(1—7)112] t):| sen (nm) , Azn < 07

[ V/36yn2—[4y—9(1—)n2] 108y
(3.1.86)
en donde, el coeficiente de Fourier es de la forma
DyT5(0) = 0, (3.1.87)
4 ((-1)"—1
D,T,(0) = — (-1 —"), VheN:n#£2. 3.1.88
0 = 2(S55) wmeninz (3189

Demostracién. La ecuacion (3.1.83) es un caso particular de la ecuacién (3.1.36) con

a=3,b=2y L=nm, asi

ko — 9n? 4y +9(1 — y)n? \/[47 — 90— )]’ — 36ymt (3.1.89)
n — JN-, n — ) n — 5 L.
a 10 — 8+ g 10 — 8+
36yn2 — [4y — 9(1 — v)n?]?
Up = \/ (3.1.90)

10 — 8~ ’
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by —ko(1—7) 4y —9(1 —~)n?

_ , (3.1.91)
e L
by — kn(1 —7) Ay —9(1 —y)n”
_ _ (3.1.92)
2[1+b(1 — 7)) v \/36777,2 — [4y — 9(1 — y)n2]’

Por otro lado, de la ecuacién (3.1.41) se tiene que el coeficiente de Fourier es de la

forma

A, T,0) = g/07T5e112(x) sen(nx)dx

™

_ 4 (ﬂ) VneN:n#2, (3.1.93)

™\ n3—4dn
si n = 2, al integrar por un cambio de variable se tiene que

AT0) = 2 / sen?(z) sen(2z)dx,
0

m
- 0 (3.1.94)

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.1.89)-(3.1.94) se obtiene el resultado.

Q.ED.

3.1.3. Ecuacién de onda fraccionaria amortiguada con término

de fuente

Consideremos ahora que en la versién de la ecuacién de onda fraccionaria anterior (3.1.36)
se le agrega un término de fuente, dependiente del espacio y el tiempo, entonces la ecuacion

presenta la siguiente forma

2
CEDI  u(x, t) + bgu(x,t) — a2a—u(:c,t) = f(x,t), z€l0,L], t>0, (3.1.95)

ot 0x?

en donde 0 <y <1, con a, b > 0. Con condiciones de frontera

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0, (3.1.96)
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y condiciones iniciales

u(z,0) = ¢(x), x€l0,L], (3.1.97)
0
Eu(x,O) =0, z€][0,L] (3.1.98)

Con las consideraciones anteriores se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1.4 Sea ¢ € C3[0, L] tal que ©(0) = ¢(L) = @ (0) = @ (L) =0, ¢/(z) €
Lo[0, L), f € C([0,L] x RF), f(0,t) = f(L,t) =0 parat >0, f(z,0) =0 para z € [0, L],
L2 f(z,t) € C[0,L] y & f(x,t) € Li(R"), entonces la solucidn u(z,t) € C ([0, L] x RT) N
C?[0, L] N H' (RT) del problema de valor inicial y de frontera (3.1.95)-(3.1.98) estd dada

por la formula

(f:{ Je et {Cosh Mnt) ) enh (nnt)}

201+ (1 — )]
f(€)e =8 senh (1, (t — €)) df} sen <n—z$) , Ay, > 0,
—pint by — ka(1 —7) }
Hnt 11 t
o) — ;{ [“L 1+bl— 7]
+ [-gemeay, (0 fsen (7). Ban =0,
o —pn bfy — kn(l — 7)
; {Tn(O)e t [cos (vnt) + I sen (Vnt>:|
\ +V—1n /Ot fu(&)e (=9 sen (v, (t — €)) d§} sen (?) , Ao, <0,
(3.1.99)
_ 2 o A2n o V _A2n
en donde, Ao, = [by — kn(1 — )" — dkyy, 0 = S0 =) v, = ST 00—
Ly, = b’[y1++kb((1 — ))] k, = (anTﬂ>2 para n € N y el coeficiente de Fourier es de la forma
9 (L
7,(0) = Z/0 () sen (%) dz. (3.1.100)

Demostracién. Consideremos que la solucién u(z, t) y el término de fuente f(z,t) tienen

desarrollo en serie de Fourier como sigue

ZT sen ("m> , (3.1.101)
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la cual, claramente satisface la condiciones de frontera (3.1.96) y

f@t) =" fult)sen (”—zx) : (3.1.102)
n=1
de donde, se deduce que
2 L
Fult) = Z/0 f(z,t) sen <?) dz. (3.1.103)

De la ecuacién (3.1.101) también se deduce que

o0

CF pyvy+1 _ CF vyt nmnT
P DI (e, ) = n§:1 P DT (t) sen (—L ) (3.1.104)
0 > nmwr
—u(z,t) = T, (t)sen (— ), (3.1.105)
S G
0? > n 2 nww
n=1

Al sustituir las ecuaciones (3.1.102), (3.1.104), (3.1.105) y (3.1.106) en la ecuacién (3.1.95)

se obtiene
N[ CEDITL(E) + VTL(E) + kaTolt) — fult)] sen (?) —0, (3.1.107)
n=1

2
en donde, k,, = <cmT7r> . Dado que la ecuacion (3.1.107) debe satisfacerse para cada valor

n, entonces se debe cumplir que
CODIT (1) + T3 (1) + knTo(t) = fa(t), (3.1.108)
cuya solucién es de la forma
T (t) = Ton(t) + Tp(2), (3.1.109)

en donde, T,(t) es la soluciéon homogénea ya calculada en la seccién anterior y T, la
correspondiente solucion particular. Por tanto, para determinar la solucién particular
T,p(t) se considerara el signo del discriminante A,,, el cual estd dado por la ecuacién
(3.1.52).

Caso 1: Ay, > 0. A partir de la ecuacién (3.1.60), se deduce que la solucién homogénea
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también se puede escribir como

B 1 by — k(1 —7) i)t
Tunlt) = Ta(0) (5 MR ) m) o

1 by — k(1 —7) — =)t
. 7.0 <§_ 4[1—1-5(1—’}’)]%) o)t (3.1.110)

en donde, p,, y 1, son tal como se muestran en las ecuaciéon (3.1.56). Por tanto, la solucién

particular es de la forma
Top(t) = Ty (t)e Hntmt Ly (£)el—Hn =)t (3.1.111)
en donde, T1,(t) y Ts,(t) son funciones que satisfacen las ecuaciones

e(7“”+””)tT1/n(t)—i—e(*“"fnn)tTQ/n(t) = 0,

(=t + 1) H LY (8) (=g — ) €17 () = (),

en virtud del método de variacion de parametros. De las ecuaciones anteriores se deduce

que

Tin(t) = o /fn elrn=m)Eqe >0, (3.1.112)

Ton(t) = “on /f JelkntmEqe ¢ > Q. (3.1.113)

Por tanto, al sustituir los resultados encontrados en las ecuaciones (3.1.112) y (3.1.113)

en la ecuacién (3.1.111) se tiene

Tnp(t) = 277 / fn /—Ln Mn £d£ e Nn+77n _ 2n / f (,U«n+77n Edé' e —Un— T)n)
n n

= 77_/0 Fa(©)e = senh (n, (t — €)) dE. (3.1.114)

Luego, de la ecuacién (3.1.114) y de solucién homogénea (3.1.61) cuando Ao, > 0 se tiene

by — kn<1 - ’7)
2[14+0(1 =) m

n—ln/ot fu(©)e (=9 senh (n, (t — €)) dE. (3.1.115)

T,.(t) = T,(0)e ! {cosh(nnt)+ senh(n,t)
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Caso 2: Ay, = 0. A partir de la ecuacién (3.1.65), se tiene que la soluciéon homogénea

puede escribirse como

Ton(t) = T, (0)e "t + T,,(0) (;W[l_fg((ll__%)]) tehnt, (3.1.116)

en donde, p, es tal como se define en la ecuacién (3.1.56) por tanto, la solucién particular

puede escribirse como
Top(t) = Ty (t)e  t + Ty, (t)te H " (3.1.117)
con Ti(t) y T»(t) funciones que satisfacen las ecuaciones

T (1) + e OT;, () = 0,

— € T () + (—pate ™ e T (1) = fal?).
De las ecuaciones anteriores se deduce que

Ti(t) = —/Otfn(f)ge“"fdf, t>0, (3.1.118)

Ton(t) = /Otfn(g)eﬂnfdg, t>0. (3.1.119)

Al usar los resultados de las ecuaciones de (3.1.118) y (3.1.119) en la ecuacién (3.1.117)

se obtiene que la solucién particular tiene la forma

Lol = _/o Fal)getmed - emmnt 4+ /0 Fal)ende - e,

= /t Fal€) (t — &) e (=g, (3.1.120)
0

Por tanto, de la ecuacién (3.1.120) y de la solucién homogénea (3.1.65) se tiene que la

solucién se escribe como

by — kn<1 - 7)
2[1+b(1 —7)]

T,(t) = T, (0)e +* (1 + t) + /Ot Ful&) (t — &) e =8d¢. (3.1.121)
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Caso 3: Ay, < 0. A partir de la ecuacién (3.1.71), se tiene que la solucién homogénea

también se puede escribir como

B 1 by + kn(1 —7) —inttivnt
Tl®) = Tnl0) (5 T A1) ) )

1 by — kn(1—7) —pnt—ivnt
70 (L pnt—ivnt. 1.122
+ Tl0) (2+4[1+b(1—v)] i ) (3:1.122)

por tanto, la solucion particular se puede expresar como
Tp(t) = Ty (t)e Hrttwnt L Ty () Hnt=ivnt (3.1.123)
en donde, las funciones T3, (t) y T2,(t) satisfacen las condiciones

o I (1) e (1) = 0,

(=i +iv) e H T (8) A (=g — i) €7H TG () = fu(t),

de donde se deduce que

I 4

Tut) = 5 /0 fa(E)elm=imege ¢ >0, (3.1.124)
1 [ .

alt) = =55 /Ofn(f)e(“"ﬂ”wfdg, t>0. (3.1.125)

Al usar los resultados de las ecuaciones (3.1.124) y (3.1.125) en la ecuacién (3.1.123) se

obtiene que la solucién particular tiene la forma

1 t » i 1 t . o

Tolt) = g [ et ot < [ gt i,
1 t

= / Fu(€)e™ = sen (va(t — €)) de. (3.1.126)
Un Jo

Asi, al emplear la ecuacién (3.1.126) y la solucién homogénea (3.1.72) cuando Ay, < 0 se

tiene la solucién

by — kn<1 - ’7)
[1+b(1 = )]

T,(t) = T,(0)e # (cos(unt)+ 5 sen(ynt)>

1 t
. /0 £(E)e 0 e (v (t — £)) de. (3.1.127)

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.1.115), (3.1.121) y (3.1.127) aplicadas a la ecuacién

88



(3.1.101) se obtiene la solucién u(z,t) tal como se muestra en (3.1.99). A partir de la con-
dicién inicial (3.1.97) se deduce el coeficiente de Fourier tal como se muestra en (3.1.100).

De esta manera se obtiene el resultado. Q.ED.

89



40d 0pDP DIS? UOLINJOS D] SIIUOIUL

(1e1°T°€) AR 8&:% (wg)soo — 1 = (0 '@)n
§9)D121UL SIU0LIIPUOD fi
(0e1°1°€) 0<? ‘0=@2n=>0n
@&mwio&\ wmc %wﬁo.@u.@ﬁﬁcu UuoI
(6z11°€) T>SL>0 ‘0<# ‘[rol2r (Pusz = (1 g%%w -0 g%wm + G b

2QUINS P OULULLI] U0D DPDNHLLLOUD DILDUOLIIDL] DPUO 2P UOLIDNII 2JUINDIS D] DG G T'¢ OLIR[OIO))

($9'1°2) 2quanf ap ouruLip] uod DPONLILLOUD
DOISD]D DPUO 2P UQLIDNID D] 9P UOWINJ0S D] DUANIAL 95 §90U0JUD (66 T°E) DPDLIUOIUD UOINJOS D] U ‘T <— L opupno ‘sa 0159 ‘(6L°1°¢)-(GLT°¢)
SIUOLIDNID SD] UD SOPDIJUOIUD SIPU] SO) UDLIPISU0D 95 15 fi 1010014 2P 9JUD11[200 00D QF, D DWOY 25 (GG'T'E) UOWIDNII D] UD 1S ‘OPD] 0430 LOJ

"2JUDISUO0D L0JIDf UN 0A)DS

(ser1e) (5—un—2(3)"f

OULULLDY 19 2JUISILA DUJUINIUD 39S “IDUbIUL D] 9P 04JUIP ‘SAUDINILUDA SIUO0LINJOS SD] 9P DUN DPDI UH € T°E UOIDBAIIS()

90



(zeTT€)

Lz —¢ op olet(b— 1)z — 4] = N:Fw\/:
. ug ¢ —
0> "oy (zu)ues  3p(3)uwes | (3 ELNQ? -4 - mzkw\/ oS GLVA%V%V w\ (9 —4¥) u(1-)
et — 1) — A — mzbw\/ |, Lg —¢ oo 5 (uy — gu)
Awm_mzﬁ\rldhmmll\mlm:\g\/v uos ANQQ\ - ﬁvm - \A\v LNQA\P B HVN B \L B mﬁx\ﬁ\/ QA%v\ : - ::|¥ "
0
B g O sy 00 [
Lz —¢ g (uf — gu) 1
TN:? et ! A%YQ: —u(1-)]8
e op T — fleult — 1)z — 4 Mu
¢ ug, ‘ —
VT e G i ve— ) " o (i) S =
Ay — Jeu(k = 1)T — S\/ |, Lg —¢ 1500 5 (up — gu) x
Aw m:hwwﬁmnmhlmdmﬁ\/v quoes ANQAF - ﬁVN - \hv gAY — LNQQ\ - HVN B S\/ QA%vl : - :Q|¥ "

91




Demostracién. La ecuacién (3.1.129), es un caso particular de la ecuacién (3.1.95), en

donde a = 2, b =2 y L = w. Con dichos valores, se tiene que

2 2
+2(1 — v)n? \/[7 —2(1=y)n*]" =4
ki = 402, fin = 2 Y = . (3.1.133
n=4n®, p 39, 32 ( )
dyn? — Iy =20 ="y — k(1 — .
3—2y 2[14+b(1 —7)] 3—2y
(1 — —2(1 — )n?
b= iy =200 — )2 — a2
(1 — —2(1 — )n?
y Qbf bk"’i( M v - 20— )n . (3.1.136)
[14+06(1 —7)]vn \/47712 —[y—2(1- 7)712]2
De la ecuacién (3.1.100) se tiene que
2 [T 1" -1
T,(0) = ;/0 (1 — cos(2x)) sen(nz)dx = %, VneN:n#2 (3.1.137)
En caso de ser n = 2 se tiene que
2 ™
T5(0) = —/ (1 — cos(2x)) sen(2z)dx = 0. (3.1.138)
T Jo
y la ecuacién (3.1.103), se tiene que
2 ' n+1 2
fat) = — | xsen(t)sen(nz)dr = (—1) - sen(t). (3.1.139)
T Jo

Por lo tanto, al emplear las ecuaciones (3.1.133)-(3.1.139) en la solucién general (3.1.99),
se obtiene la solucién al problema de valor inicial y de frontera (3.1.129)-(3.1.131) tal

como se muestra en (3.1.132). Q.£D.
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3.2. Ecuacion de onda fraccionaria con término de
amortiguamiento fraccional y sin fuente

Consideremos ahora que en la versién de la ecuacién de onda fraccionaria (3.1.1) se toma
en consideracion el término de friccion representado por una derivada de orden fraccional

del tipo Caputo-Fabrizio, entonces la ecuacién presenta la siguiente forma

2

9)
CEDY T u(x,t) = azﬁu(x,t) —bCEDlu(x,t), xel0,L], t>0, (3.2.1)

en donde 0 < v,5 <1,y a, b> 0. Con condiciones de frontera

u(0,t) =u(0,L) =0, t>0, (3.2.2)

y condiciones iniciales
u(z,0) = ¢(x), (3.2.3)
%u(x,()) = 0. (3.2.4)

Con las consideraciones anteriores se tiene el siguiente teorema. bbb

Teorema 3.2.1 Dado el problema de valor inicial y de frontera (3.2.1)-(3.2.4) con ¢ €
C310, L] tal que p(0) = p(L) = p@(0) = @ (L) = 0 y ¢'(x) € Ly0, L], entonces la
solucion u(x,t) € L]0, L] N H* (RT) esta dada por

u(z,t)

o0
nmnxr

Z D, Ty (0)e Fnt [Vne%”t — e 7 (4, cos (O,t) + &, sen (Hnt))] sen (T) . Az, >0,

2

[ Yt
Z DnTn(O)eiunt 1+ Wyt + 2:| sen (@) s Az, = Pn=¢qn =0,

T Y DaTa(0e [ (1 Wat) Y (70— e [ sen (U7 Agn =0, pugn #0,

Z D, T, (0)e#nt :—énYn (e2ont _ e—(an+0n)t) — <e2ant B e—(a'n—i-en)t)

4 e2ont Ly (e(fanwn)t B ezantﬂ sen (%ﬂ) 7 As, < 0,
(3.2.5)

(n\? Pn\? B, A2 o 243 9ApBy | 27Cy
en donde, ABTL - <§) + (?) y Pn = 1-8 - 3(1_,3)27 qn = 27 ((1_5)3 - (1-5) 1-8 >7
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con A, = B4+b(1 =)+ k(1 =7)(1=8), By = b+ k(1 =) + k. (1 =), Cr, = kn 3y

y k, = (%)2 Y fp = ﬁ. Ademdas, op, 0p, Vi, Wy, Yo, ¥, y &, son constantes que

van a depender del valor de As,. El coeficiente de Fourier esta dado por

2 nmwx

DaT(0) = 7 /OL () sen (T> dz. (3.2.6)

Demostracion: Mediante el método de separacion de variables, sea
u(z,t) = X(x)T'(t), (3.2.7)

entonces se deducen las siguientes ecuaciones

CEDu(z,t) = X(2)ED]T(t), (3.2.8)
CEDPu(z,t) = X(2)°EDPT(t), (3.2.9)
%u(x,t) — X)), (3.2.10)

que al sustutir en la ecuacién (3.2.1), ésta se convierte en
X(2)GDIT'(t) = a*X"(2)T(t) — 0X (x) T D/ T(t),
de donde se tienen las siguientes ecuaciones

CEDIT'(t) + b°E DT (t) — a®XT'(t) = 0, (3.2.11)

X"(2) — AX(2) = 0. (3.2.12)

A partir de la ecuacién (3.2.12) y de las condiciones de frontera (3.2.2), se tiene que la

ecuacién (3.2.12) debe satisfacer la condicién
X(0)=X(L)=0. (3.2.13)

Por tanto, la solucién a la ecuacién diferencial (3.2.12) con condiciones (3.2.13) tiene

solucion de la forma

nmx

X,(x) = D, sen (T) , paran =1, 2,..., (3.2.14)
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nm 2 : : . .
en donde A\, = — (f) son los eigenvalores asociados a las eigenfunciones X, (x), los

cuales forman una base ortogonal completa para L?([0, L]). Al considerar el valor n—ésimo

de A, y sustituirlo en la ecuacién (3.2.11) se obtiene

2
CEDIT! () + b DIT(t) + (?) T,(t) = 0, (3.2.15)

: anm\? . :
en la cual, definiendo k,, := <T> , la ecuacién anterior se transforma en

CEDIT! (t) + b°EDPT(t) + knT(t) = 0. (3.2.16)

Ahora resolveremos esta ecuacion diferencial ordinaria de orden fraccionario usando el
Teorema 1.3.14 Al aplicar el método de la transformada de Laplace a la ecuacion anterior

se obtiene

52T (s) — sTa(0) — T,,(0) sT,(s) — T,(0) B
(1—7)s+~ (1—pB)s+f + kpTa(s) =0, (3.2.17)

que al despejar T),(s) y usando que 77,(0) = 0, en virtud de (3.2.4) y (3.2.7) nos conduce

a
g2 4 8= o by
To(s) = T, (0 =5 -5
3+ (5+b(1*7)+1k:zﬁ(1*’7)(1*5)> §2 4+ (wb+km(11: B)+5(m>]> s + by
(3.2.18)

Antes de emplear el método de la transformada inversa de Laplace en la ecuacién (3.2.18),
se hard uso del método de fracciones parciales, con lo cual, se hace necesario conocer
primero la naturaleza de las raices del denominador de la ecuacién anterior, es decir,

debemos analizar las raices de ps . 5(s), en donde

B4b(1—7)+ k(1 —7)(1—p) Yo+ Ky [y(1 = B)+B(L —7)] | kuBy
o -5 o -5 Y

(3.2.19)
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Para hacer dicho andlisis, se hara uso de las formulas de Cardano para la ecuacion cibica

[27] y el siguiente cambio de variable

B, = b+ k(1= 8)+ku8(1—7),

De esta forma, la ecuacién (3.2.19) se transforma en

la cual es de forma

en donde

3 4 aps® + bps + ¢, = 0,

(3.2.20)

(3.2.21)

(3.2.22)

(3.2.23)

Los cambios de variable dados en la relacién (3.2.20), son sélo para facilitar el calculo de

las cantidades asociadas a la ecuacién cibica (3.2.19), mientras que los de las ecuaciones

(3.2.23) son para definir dichas cantidades, de acuerdo a las féormulas de Cardano, esto es

3b, — a?

3 )
2a3 — 9a,b, + 27c,
27 ’

=
S
I

an

y a su vez, al discriminante asociado a la ecuacion cubica, el cual esta definido por

s (8) (8
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que para nuestro caso se tiene

B, A2
Pr T T8 T3 B
1 [ 243 9A4,B, = 27C,
qnzzi?Ql—m3_ﬂ—6F+l—6>’
A2 B2 B3 A3C, A,B,C, C?

ASn -

TI08(1— By 27(1—B) | 21— 6(L— P a(l—BP

Debido a que los coeficientes de la ecuacién (3.2.19) son reales, los casos a analizar son

las siguientes

Caso 1:  As, >0;
Caso 2: Az, =pn=¢q,=0;
Caso 3: Az, =0, pog, #0;

Caso 4: As, <0.

Caso 1: Az, > 0.

Entonces la ecuacién (3.2.21) tiene una raiz real dada por la siguiente igualdad

A,

S5 (3.2.24)

Mn = Up + Up —

en donde,

un:3_q_n+\/A3n yanS_q_n_\/ASm

2

son raices cubicas reales, mientras que las otras dos raices son complejas conjugadas dadas

por

An Up + U \/g

Nop 1= —3<1 — 5 5 + T(U" — Up)1, (3.2.25)
A U+, V3 .
M3n 1= 0-p 2 T(U” — V)i (3.2.26)
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Al usar los resultados de las ecuaciones (3.2.24), (3.2.25) y (3.2.26) en la ecuacién (3.2.18),

se obtiene

1-8
(8 = 11n) (8 = 120) (8 — N3n)

$2 (mb(lfv)) s+ 1
To(s) = T,(0)

(3.2.27)

Al aplicar el método de fracciones parciales al cociente de la ecuacién anterior, se tiene

Se(E)s s v w L v
- — —— = —— + —— (3.2.28)
(S nln) (S 7]271) (S 7]371) S Mn S Ton S N3n

de donde se deduce que

by + [B+ b(1 — )] n3 + (1 — B)n3,,

Y R [, — (3.2.29)
by + B+ b(1 — )] nan + (1 — B)13,

W (T = B) (12w — 11w (T — ) (3.2:30)

V, = 1— (W, +Y,). (3.2.31)

Al usar los valores V,,, W, y Y, encontrados en las ecuaciones (3.2.29)-(3.2.31), la ecuacién

(3.2.27) se transforma en

+ +

T, =T,(0
(8) ( ) S — Mn S—Mm S —MN3n

(3.2.32)

Luego aplicando la transformada inversa de Laplace usando las férmulas (1.2.16), la ecua-

cién anterior se transforma en
To(t) = T,(0) [(1 = (W, 4+ Yy)) €™ + We™! + Y, e™] . (3.2.33)

Para reescribir la solucién encontrada en la ecuacién (3.2.33), consideremos el siguiente

cambio de variable

Ma = —Hn+ 200, (3.2.34)
Mo = —Hn — On + Ond, (3.2.35)
Mn = —HUn — 0Op — enia (3236)
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en donde

A
T .— 3.2.37
Il 30-79) ( )
o, = In ; tn. (3.2.38)
6, = ?(un —w): (3.2.39)
de las cuales, se deduce
W, +Y, = [B+b(1 =) nin + (1 = B) [01n(M2n + M30) — M2nnzn] + bV’

(1= B) (120 — M1n) (M — 730n)
=t +200] [B+0(1 = )] + (1 = B) [~4pnon — 5op + pp — 02] + by
(1 B) (902 +62) ’

la cual es una cantidad real, que por simplicidad se definird como

Wi+ Y, = —thn, (3.2.40)
y
Wo— v by +[B+0(1 =] n2a + (L= B)ng, by + [B+D(1 =) nzn + (1 = B)n3,,
v (1= 8)(N2n — M1n) (M2n — M3n) (1= B)(N2n — 130) (Min — M30)
1 3o,
— e e e o) 01— )

+ (1= B) [+ 00)” = 62] | = 0u[B+b(1 =) —2(1 = B) (s + 0a)] }.
la cual es una cantidad imaginaria pura, que por simplicidad se definird como
W, =Y, =1&,. (3.2.41)

Por lo tanto, al emplear las ecuaciones (3.2.34)-(3.2.36) y posteriormente las ecuaciones

(3.2.40) y (3.2.41) junto con (3.2.31), en la ecuacién (3.2.33), esta se transforma en

T.(t) = T,(0) [(1 — (W, + Y,)) elThnt2oml 17 elmpm=on)t gifnl 4y, o(Zpn=on)l g =ifnt]
= T,(0) [(1 = (W, + V) el 270t 4 (W, +Y,,) e =)t cos (6,,1)]
+ T,(0) [i (W (Frn=on)l gen (0,1)]
= T,(0)e " [V e*t — &7 (¢, cos (O,t) + &, sen (O,t))] - (3.2.42)
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Luego, empleando el principio de superposicion generalizado (véase [33]), la solucién a la

ecuacién (3.2.1) cuando Ag, > 0 es de la forma

Z D, T, (0)e " [V,e* ™" — &= (1, cos (B,t) + &, sen (6,,))] sen (niLx>
(3.2.43)
Caso 2: A3y =pPnu=9qn =0.
En esta situacién la ecuacién (3.2.21) posee una raiz triple de la forma
A,
M = =y = Hns 3.2.44
31-5) 3240
Por lo tanto, la ecuacion (3.2.18) se puede escribir como
2 4 B+f(lﬁ g +1 bw
T(s) = Tn( ) (3.2.45)
(s+ Nn)
Al usar el método de fracciones parciales, se tiene que
2+6+f(167)_s+1b,—7ﬁ oV, N W, N Y, (3.2.46)
(3+Mn)3 S+ pn (s +Mn)2 (3+:un)3. -
De la ecuacién (3.2.46) se deduce que
Vo = 1, (3.2.47)
b(1—~) —2(1 = B,
1-p5
by — pn b(1 — 1— B)u?
1—-p
Por lo tanto, la ecuacion (3.2.45) se puede escribir como
1 W, Y,
T.(s) = T,(0) { + -+ 3] . (3.2.50)
S+ tn (s pn) (s + #n)

Al aplicar la transformada inversa de Laplace, usando las férmulas (1.2.16), la ecuacién

anterior se transforma en

Y, t?
T,(t) = T,,(0) {eﬂnt + Wte #nt 4 ”Te“nt} : (3.2.51)
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De esta manera, empleando el principio de superposicién generalizado (véase [33]), la

solucién a la ecuacién (3.2.1) se puede escribir en la forma

2 nmx

C Yt
u(z,t) = ZDnTn(O)e_“"t {1 + Wit + 5 } sen <—) . (3.2.52)
n=1

L

Caso 3: Az, =0, puqn # 0.

Para esta condicién, las raices son reales. Una raiz doble dada por

_ A 3P
Mn = _3(1_ﬁ) 9 <qn), (3253)

y una raiz simple de la forma

A, 4 (p;
Tion = _m - § <q—n) . (3.2.54)

De esta manera, la ecuacién (3.2.18) se transforma en

s () s 4

(5 = 11n)" (5 = 02n)

T, (s) = T,,(0) (3.2.55)

Al aplicar el método de fracciones parciales al cociente de la ecuacion anterior, se tiene

S+ (M) LW (3.2.56)
(s = 71n)” (S — 12n) $=Mn  (s—1mn)> 5= Non o

en donde,

W, B ) , (3.2.57)

y, — (B4 b =), + (12 — B (3.2.58)
(1= 8) (nn — n2n)

V, = 1Y, (3.2.59)

Con los valores encontrados de V,,, W,, y Y, la ecuacién (3.2.18) se transforma en

V., w.,, Y.,
T,(s) = T,(0 . 3.2.60
(s) (0) s—mn+(s—mn)2+s—nzn ( )
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Al aplicar la transformada inversa de Laplace usando las férmumlas (1.2.16), la ecuacién

anterior se transforma en

Tn(t) = Tn(O) [Vnenlnt + Wnte’“”t + Ynemnt} :

que de manera equivalente se puede escribir como

Tn(t> = Tn(()) [enlnt (1 _ Yn + Wnt) + Ynen2nt] '

Introduciendo el cambio de variable en las raices

en donde,

Mn

Ton

Hn
On

On

_,un — Onp,
—Mn — Qn,
Ap
3(1-5)

3 (Dn
)
4 (p?
()

y aplicarlas en la ecuacién (3.2.62), esta toma la forma

T.(t)

Observacién 3.2.1

—T(0) [ (1 Y, W) + Vel

—e ™).

= T,(0)e #n [e"’”t (1+Wyt)+Y, (e’ent

Es de notar que no puede darse el caso de o, =

(3.2.61)

(3.2.62)

(3.2.63)

(3.2.64)

(3.2.65)
(3.2.66)

(3.2.67)

(3.2.68)

0., ya que esto

implica que solo se tiene una raiz de orden 3, con lo cual o, = 6, =0, y por tanto la raiz

triple es de la forma n, =

— b, CUyo caso ya se analizo.

Por lo tanto, en virtud del principio de superposicién generalizado (véase [33]), la solucién

correspondiente para este caso es de la forma

u(z,t) = Z D, T, (0)e #n [e_""t (1+W,t)+Y, (e_ent — e_"”t)} sen ( 7
n=1
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Caso 4: Az, < 0.

Para esta condicién, se tiene que la ecuacién cubica posee tres raices reales simples, las

cuales vienen dadas por la siguiente relacion

A, 2
§=—o—— +

Pn + 2mm

en donde m =0, 1, 2, y el dngulo p, € (0, 7) estd determinado por la relacién

cos(pp) = ——.
' \ = (0a/3)°

De la relacién anterior se tiene que las raices de la ecuacién (3.2.21) son de la forma

(3.2.71)

Mn = —ﬁ + %\/—_PnCOS (%) ;
A, —Dn n
o= T30 p) \/\/?COS (?) ~Vpnsen (%) ’
3)

o An vV~ DPn
wo= gy s (s

con las cuales, la ecuacién (3.2.18) se puede escribir como

T,(t) = T,(0)

g2 4 B o by
P 7 (3.2.72)

(8 = 1) (8 = 120) (8 — N30

Aplicando el método de fracciones parciales al cociente de la ecuacion anterior se tiene

que

SEGYs S Ve W Y
(S - 77171)(5 - 77271)(8 - 77371) §— Mn S — Ton s = 77371’

en donde

(1 = B)(N2n — M3n) (Mn — M3n)

Vn = 1_wn_£nYn_Yn7

)
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B+0(1 =)+ (1= B)(n2n + M3n)

n , 3.2.73

v (1= B)(M2n — M1n) ( )

g = Hn_TBn (3.2.74)
772n - nln

Con estos valores encontrados de V,,, W,, y Y,,, la ecuacién (3.2.72) se puede escribir como

Y — & +w § n

T.(s) =T,(0
() () S — Mn S — M2n S — M3n

(3.2.75)

Aplicando la transformada inversa de Laplace, usando las férmulas (1.2.16), la ecuacién

anterior se transforma en
To(t) = T,(0) [(1 = ¥ — &Y, — Vo) €7 + (4, + &, Y5) €™ + Vet . (3.2.76)
Al definir

fy = —— (3.2.77)

o, = mcos <%> (3.2.78)

0, = n Sen (%) : (3.2.79)
las raices se pueden escribir como

Mn = —Hn+ 20n7 (3280)

Mo = —fn — 0 — 00, (3.2.81)

Man = —Hn — 0y + 00, (3.2.82)

con lo cual, la ecuacién (3.2.76) se puede escribir como

Tu(t) = Ta(0) [(1 = thn — Yo — V) e 2000 4 (4, 4 €,Y,) el Hmm om0t
_|_ Yne(_#n_gn“l‘en)t} ,
— Tn(())efunt [ 20t wn ( 20t —e —(on+6n) ) fn - ( 20nt e*(0n+9n)t)

— Y, (e — ety (3.2.83)
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De estd manera, por el principio de superposicién generalizado (véase [33]), la solucién a

la ecuacién (3.2.1) es de la forma

U([L',t) _ Z DnTn(O)e—,unt [620nt _ wn (620'nt . e—(an+9n)t) _ gnYn (e20nt _ e—(an+9n)t)
n=1

~Y, (e — e("’”e")t)} sen (%) . (3.2.84)

Observacion 3.2.2 Si en la solucion anterior 6,, = o, entonces las raices siguen siendo

reales y distintas y dicha solucion se puede escribir como

u(z,t) = Z D, T, (0)e " [e*n! — 2p,, senh(20,,t) — 2£,Y,, senh(20,,t)
n=1

+Y, (1 — eQQ"t)] sen <n_z:v)

= Z D, T, (0)e #"" [e**" — 21V, senh (26,,) — 2Y,,e”" senh (,,t)] sen <n_zx) :
n=1

Por lo tanto, de las ecuaciones (3.2.43), (3.2.52), (3.2.69) y (3.2.84) se obtiene la solucién
u(z,t) tal como se muestra en (3.2.5). Al emplear la condicién inicial (3.2.3) en la solucién
encontrada (3.2.5), se deduce el coeficiente de Fourier tal como se muestra en (3.2.6). De

esta manera se obtiene el resultado. Q.ED.

3.2.1. Analisis comparativo de las soluciones.

Dada la complejidad que resulta analizar el hecho de que cuando v — 1y 8 — 1 se
recupera la solucién a la ecuacién de onda amortiguada (3.1.132), o bien, la solucién a la
ecuacién de onda fraccionaria con friccion clasica (3.1.5) si s6lo 5 — 1. En este apartado se
comparard la solucién encontrada (3.2.5) junto con la solucién (3.1.5) debido a la similitud
que presentan ambas soluciones y en especial debido a que a partir de dicha solucion se
obtiene la solucion clasica cuando v — 1. Para dicho analisis, se considerara la naturaleza

de las raices en cada caso, tal como se muestra en la siguiente tabla.

Observacion 3.2.3 En ambas soluciones (3.1.40) y (3.2.5), se presentan una estructura
similar debido a que estdn escritas como el producto de dos factores, detacdndose princi-
palmente el factor de decrecimiento exponencial presente en ambas soluciones:

Para el caso de la ecuacion de onda con amortiguamiento fraccional o ecuacion de onda

bifraccional, este factor de decrecimiento exponencial depende del coeficiente de friccion b,
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Ecuacion de onda fraccionaria con Ecuacién de onda con fraccionaria
amortiguamiento fraccionario. con amortiguamiento clasico.

Az, > 0: una raiz real y dos complejas. As, < 0: dos raices complejas conjugadas.
conjugadas.

Az, = pn = g, = 0: se tiene una raiz A,, = 0: se tiene una raiz real de orden 2.
real de orden 3.

Az, =0y p, - ¢, # 0: una raiz real A,, = 0: se tiene una raiz real de orden 2.
simple y una raiz real doble.

A3, < 0: se tienen 3 raices reales distintas. | Ag, > 0: se tienen 2 raices reales distintas.

Tabla 3.1: Naturaleza de las raices de acuerdo al signo de los discriminantes Az, y Ao,.

ambos ordenes de diferenciacion fraccionariay y B y del parametro k,,, siendo la expresion

CBHb(1—7) + ka(1—7)(1 - B)
fn = 3(1— ) ’

mientras que, para el caso correspondiente con amortiguamiento clasico, el factor de de-
crecimiento exponencial depende del coeficiente de friccion b, el orden de diferenciacion

fraccionaria v y el pardmetro k,, cuya expresion es

. by + kn(1 — )
i T I — )

Debido a la presencia de este factor de decrecimiento exponencial en ambas soluciones, el
andlisis de las soluciones (3.1.40) y (3.2.5) se centrard solo en el sequndo factor de ambas

soluciones de acuerdo a la Tabla 3.1.

Caso 1. De acuerdo a la Tabla 3.1 cuando As, > 0 tenemos por (3.2.5) que la solucién

es

nmwx

u(z,t) = i D, T,(0)e " [V,e*7n" — =7 (1), cos (O,t) + &, sen (6,,1))] sen (T) ,
n=1

para la version bifraccionaria y para la versiéon con amortiguamiento clasico, de acuerdo

a (3.1.40), cuando Ay, < 0 que la solucién esta dada por

u(z,t) = gAnTn(O)e“"t [cos(ynt) + 2[[)17;;8(19)?3/” sen(unt)} sen (%) :

La diferencia en ambas soluciones se presenta en la cantidad de términos en su segundo
factor; para el caso bifraccionario, este presenta la diferencia entre un término exponencial

y un término que involucra un factor exponencial por una combinacién de las funciones
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trigonométricas seno y coseno, siendo este segundo término, coincidente con la versiéon
con amortiguamiento clasico, ya que también presenta una combinacion de las funciones

trigonométricas seno y coseno salvo el factor exponencial.

Caso 2. La expresion (3.2.5) cuando Az, = ¢, = p, = 0, implican que

- Y, t?
u(z,t) = Z D, T,(0)e #n [1 + Wyt + T] sen (n—;m) ,
n=1

para la solucién bifraccionaria, mientras que para la solucién con friccién clasica, de

acuerdo a (3.1.40), cuando As, = 0, se tiene que la solucién esta dada por

n=1

en donde,

_ by — ku(1—7)
S 2[140(1 =)

&n

Es muy notable la similaridad de ambas soluciones, pero, debido a que en el caso bifrac-
cionario se tiene asociada una ecuacién cibica para su solucién, y por tanto, una raiz mas
que en el caso con amortiguamiento clasico o friccién clésica, las soluciones se diferencian
en que para el caso bifraccionario se tiene una ecuacién de segundo grado en la variable
temporal, mientras que, para el caso con friccién clasica se tiene un término lineal.
Caso 3. La expresion (3.2.5) cuando Ag, =0y p, - ¢, # 0 implican que

u(w,t) =Y DaTo(0)e " o™ (14 Wyt) + Yy, (e7% — e 7")] sen (?) :
n=1

para el caso bifraccionaario, mientras que para el caso con friccién clasica, en virtud de

(3.1.40), cuando Ay, = 0, se tiene que la solucién es

nmwx

Z AT, (0)e b [1 + &,t] sen <T) :
n=1
Para este caso, el segundo factor de ambas soluciones se distingue por el ntimero de

términos que contienen, siendo el caso bifraccionario el que presenta mayor nimero: una

diferencia de exponenciales y un factor exponencial por un término lineal, siendo este
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término coincidente con el segundo factor de la version con friccion clasica salvo el factor
exponencial tal como en el Caso 1.

Caso 4. De acuerdo a (3.2.5), cuando Az, < 0 tenemos que la solucién es

U(.flf,t) — Z DnTn<O>ef,unt [e2ant + énYn (ef(on%*@n)t o e2ant) + wn (ef(UnJr@n)t o eQUnt)
n=1

A (o e sen (V)

para el caso bifraccionario, mientras que para el caso con amortiguamiento clasico, de

acuerdo a (3.1.40), cuando Ay, > 0, se tiene que la solucién es

67 — kn(l — 7)

3 AT (0)e ! [cosh(nnt) +5 nm>
n=1

senh(nnt)] sen (T

Debido a que el caso bifraccionario requirié de tres raices distintas para su solucién, el
segundo factor de esta solucion resulta ser una combinacién de funciones exponenciales
no siendo posible recuperar la solucién en términos de suma de las funciones hiperbdlicas

seno y coseno, a no ser que #,, = o,, en tal caso se tiene la solucion

TL7TZL’>
)

u(z,t) = Z D, T,(0)e #n* [*’*" — 2, senh (26,,) — 2Y,,e"" senh (6,,t)] sen (T
n=1

la cual permite expresar la soluciéon en términos de funciones exponenciales y del seno
hiperbdlico, mas no de manera explicita al coseno hiperbdlico como en la version con

friccidn clésica.

3.3. Ecuacion de onda fraccionaria con término de
friccion fraccional y fuente

Consideremos ahora que en la ecuacién de onda (3.2.1) se toma en cuenta un fuerza
externa que depende del tiempo y el espacio, entonces la ecuacién presenta la siguiente

forma

2

0
CEDY (e, t) + b DPu(x, t) — aQwu(x,t) = f(x,t), xe€l0,L], t>0, (3.3.1)
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en donde, 0 <, 8 <1ya, b>0.Con condiciones de frontera

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0, (3.3.2)

y condiciones iniciales
u(z,0) = ¢(x), x€l0,L], (3.3.3)
Eu(x, 0)=0, ze€l0,L]. (3.3.4)

Con las consideraciones anteriores se tiene el siguiente teorema.
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Demostracién. La solucién de la ecuacion (3.3.1) se puede encontrar usando la expancién

de Fourier en términos de las eigenfunciones X,,(x).

ZT sen (mm:) : (3.3.7)

Esta suma converge absoluta y uniformemente en el intervalo [0, L] a la funcién u(z,t)

siempre y cuando se suponga que 2u(z,t) € C[0, L], ademas u(, t) satisface las mismas

condiciones de frontera que las eigenfunciones X, (z).
Supongamos también que la fuente tiene expancion de Fourier en términos de las eigen-

funciones, es decir,

_ f:fn(t) sen (<75) . (3.3.8)

de donde se deduce

= %/OL f(z,t)sen <?) dz. (3.3.9)

A partir de la ecuacién (3.3.7) se deduce que

DT u(x,t) = i OFDITI(t sen( 5). (3.3.10)
n=1
oD u(x,t) = Z CF DT, (t sen( 2., (3.3.11)
0? > nm\ 2 nwx
@u(iv,t) = Z_<T> T, (t) sen T) (3.3.12)
n=1

Aplicando los resultados de las ecuaciones (3.3.10), (3.3.11) y (3.3.12) en la ecuacién
(3.3.1) se obtiene

3 {Cgpma) + CEDAT (1) +k:nTn(t)] sen (””) Z Fult sen(”m’)
n=1
anm\ 2 . L . S S .
en donde, k, = <T> . Al considerar el n—ésimo término de la ecuacion diferencial

anterior y debido a que se debe verificar dicha igualdad, se tiene
CEDIT!(8) + b CEDIT, () + kT (t) = fult), (3.3.13)
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cuya solucién proponemosque sea de la forma
T (t) = Ton(t) + Top(t), (3.3.14)

en donde, T,(t) es la soluciéon homogénea y T,,,(¢) la solucién particular asociadas a la
ecuacién diferencial (3.3.13). Debido a que la solucién T, (t) es la solucién de la ecuacién
(3.2.16), para determinar la solucién particular T,,,(¢) se considerara los diferentes casos

de la soluciéon homogénea.

Caso 1: Az, > 0.

Al emplear la igualdad (3.2.33) se obtiene la solucién
Ton(t) = T,(0) V™t + T, (0)W,e™" + T,,(0)Y,e™", (3.3.15)

en donde, las constantes V,,, W,,Y, v las raices ni,, Mon V 730, estan dadas por las
expresiones (3.2.29), (3.2.30), (3.2.31), (3.2.34), (3.2.35) y (3.2.36) respectivamente. Por

tanto, la solucion particular se puede escribir como

Top(t) = Tin(t)e™t + Ty, ()€ + Ty, (t)e, (3.3.16)

en donde, T1,(t), To,(t) y T3,(t) son funciones a determinar. Mediante el empleo del

método de variacién de parametros, dichas funciones deben satisfacer

T (1) + P () 4 T (1) = O,
nlnemntTlln<t> +n2nen2ntT2/n(t) +n3nen3ntTén(t) - 07

M€ T, (£) + 115,€™ T3, () + 15,™ T3, (8) = ful).

Del sistema de ecuaciones diferenciales anterior se deduce que

Y A A (s
T1n<t) - /O(mn_n%)(mn—nsn)

A 3
Ton(t) = /0(n2n—773n)(772n_771n)

Y A (3 e
T3n<t) - /0(77311_771”)(773”_772”)

¢, t>0, (3.3.17)

¢, >0, (3.3.18)

e, t>0. (3.3.19)
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Al emplear las ecuaciones (3.3.17)-(3.3.19) en la ecuacién (3.3.16) se obtiene la solucién

particular de la forma

A t e
Thp = d d
(t) /0 (771n - 772n)(771n - 7]3n) St /O (772n - 773n>(772n - nln) -

b fa(g)emn O
de. N
" /0 (N30 — M1n) (M3 — N2n) ¢ (3.3.20)

Al emplear el cambio de variable para las raices 71, 72, ¥ 73, tal como se muestran en
las ecuaciones (3.2.34)-(3.2.36), con p,, 0, y 0, tal como se definen en las ecuaciones
(3.2.37)-(3.2.39) respectivamente, se tiene que la primera integral de la ecuacién (3.3.20)

se puede escribir como

t (mn)(t o(20n—p1n) (t=€)
/ e / hl 2 92 dg, (3.3.21)
0 (771n—772n)(771n 773n 90 +02

mientras que, la suma de la segunda integral con la tercera de la ecuacién (3.3.20) se

escribe como

n —Hn—0n (t 5) eien(t_f) e_ien(t_g)
/ Jnl& — + — | d¢
—30, +10,, 30, +1i0,

fn<€)e( (00 -0) 1 g, (O o
_ 30, (eifn(t=6) _ o=ibn(t=) 9, (&fn(t=6) 0 (t—8) }d
0,20, 0 ) o (e ¢ ) i (T e ) Jd&.

Tn(€ ( Hn=on)(t=¢) 30,
_ / 902 i [eon 0ult =€)+ T sen (0,0 = )] e (3.3.22)

Asi, de las ecuaciones (3.3.21) y (3.3.22), se tiene que la solucién particular T,,,(t) dada

en la ecuacion (3.3.20) se transforma en

,U«n t 5 3 =
/ f 9026+ 92 |: 205 (t—8) e—an(t—f) (COS (Qn(t — f)) + —907; Sen (0n<t - g))):| d§
(3.3.23)

Por lo tanto, al considerar la solucién homogénea dada en la ecuacién (3.2.42) y la solucién

particular (3.3.23), se tiene que para el caso Ag, > 0, la solucién 7),(¢) es de la forma

T,(t) = T,(0)e " [V,e*" — e~ (1, cos (Ont) + &y sen (0,))]
—pn (t—=E) 3 "
/ Ju 902€+ 72 [ 2on(t=8) _ g=on(t=¢) (COS (On(t—&)) + —‘90 sen (0, (t — 5)))] de.

n

(3.3.24)
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en donde, 1, y &, son tal como se definen en las ecuaciones (3.2.40) y (3.2.41) respecti-

vamente.

Caso 2: A3y =Pn=qn =0.

Para este caso, al emplear el resultado de la ecuacién (3.2.51) se tiene que la solucién

homogénea es de la forma

Y, 2
e Hnt (3.3.25)

Ton() = Tu(0)e ™" + T (0)Wote " + T,(0)=% ,

en donde, W, Y, y la raiz u, son como se definen en las ecuaciones (3.2.48), (3.2.49)
y (3.2.44) respectivamente. Por lo tanto, se propone que la solucién particular es de la

forma
Top(t) = Tip(t)e ! + Ty, (t)te ! + Ty, (t)t2eHnt (3.3.26)

en donde, las funciones T1,(t), Ts,(t) y T3,(t) son funciones a determinar, las cuales en

virtud del método de variacion de parametros deben satisfacer el sistema de ecuaciones

T, (b) + teT T, (1) + e T, (1) = 0,
—nT1, () + (1 = pnt) T3, (8) + (2t — pat®) T3, (1) = 0,

pa Ty, (8) + (it — 2p,) To, (8) + (pit? — dpnt +2) T5,(1) = e f,(t),

de donde, se deduce que

Tin(t) = % /Otfn<£>£2e“"5d£, t>0, (3.3.27)

Tult) = — [ hlgensis 120, (3329

Tsn(t) = % / t fu(€)ermde,  t>0. (3.3.29)
0

Asi, al aplicar las ecuaciones (3.3.27)-(3.3.29) en la ecuacién (3.3.26), se tiene que la

solucién particular T,,,() se escribe como

t
Top(t) = %/0 Fal&) (t = €)% e =94, (3.3.30)
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Por lo tanto, cuando As, = p, = ¢, = 0, la solucién a la ecuacién (3.3.13) es de la forma

T, (t) = T, (0)e Fnt {HW t+ } / fn(€ e t=9de  (3.3.31)

Caso 3: Az, =0, puqn # 0.

Para este caso, al emplear el resultado de la ecuacion (3.2.62) se tiene que la solucién

homogénea es
Ton(t) = Tr(0)(1 = Yy, )em" + T, (0) Wy te™ " + T, (0) Y, e, (3.3.32)

donde las cantidades W,,, Y,, y las raices 1, y 12, son tal como se definen en las ecuaciones
(3.2.57), (3.2.58), (3.2.53) y (3.2.54) respectivamente. Por lo tanto, la solucién particular

es de la forma
Top(t) = Tin(t)e™! + T, (8)te™t + Ty, ()™, (3.3.33)

en donde, las funciones T1,,(t), To,(t) v T3,(t) son funciones a determinar, las cuales en

virtud del método de variacién de parametros satisfacen las siguientes ecuaciones

M T (8) + te™ Ty, () + ™' Ty, (1) = 0,
M T3 () + (L4 iat) To, () + none™ T3 (8) = 0,

M€ T, (8) + (05t + 2m1n) €7 T, (8) + 05, T3, (1) = falt)

de donde se deduce que

LEfu(€)emmnE L fa(€)emmnt
Tt = — [ 2S00 g [ IS e >0, 3.3.34
' (t) o Thn —T2n . /0 (771n 772n)2 ¢ t ( )
Ton(t) = fm(f)e ;;ngdg, t>0, (3.3.35)
0 n n
t —nan€
To(t) = /0 (f?;(éﬁ%nz )Q_dg, t>0. (3.3.36)

Al emplear los resultados (3.3.34)-(3.3.36) en la ecuacién (3.3.33), se obtiene la solucién

particular

- t— N1n(t—€) - N2n(t—&) _ amn(t—§)
/ Jn(& Je d§+/ fn(®) (e ) e (3.3.37)
— T2n 771n 772n)
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Al emplear el cambio de variable para las raices 1y, y 72, tal como se muestran en las

ecuaciones (3.2.63) y (3.2.64), la solucién anterior se puede escribir como

t —pn(t—=5) —On(t—8) _ a—on(t—§)
t)zi/ éﬁ@i_____kt_gkw@f>+e ¢ de. (3.3.38)
0 — 0

en_an

Por lo tanto, para el caso Ag, = 0, p,q, # 0, se tiene que la solucién a la ecuacién (3.3.13)

es de la forma

L) = T <0>e‘“"t[ L W) 4 Y (e )]

— i (t=8) —O0n(t—E€) _ a—on(t—=E)

9 — 0o, 6, — o,

(3.3.39)

Caso 4: Az, < 0.

Al emplear el resultado de la ecuacién (3.2.76) se tiene que la solucién homogénea es de

la forma

en donde, las constantes Y,,, ¥, &, v las raices ny,, 12, v 73, son como se definen en
las ecuaciones (3.2.73), (3.2.73), (3.2.74), (3.2.80), (3.2.81) y (3.2.82) respectivamente. A

partir de la ecuacién anterior se tiene que la solucién particular es de la forma
Trp(t) = Tin(t)e™" + To,(t)e™" + Ty, (t)e™, (3.3.40)

en donde, las funciones T1,(t), Ts,(t) y T3,(t) son funciones a determinar, las cuales en

virtud del método de variacién de parametros satisfacen las siguientes ecuaciones

MU T (t) + €Ty, (t) 4 ™' Ty, (t) = 0,
M€ T, (8) + N2 €™ Ty () + n3ne™ ' Ty, (1) = 0,

M€ T, (£) + 175,615, () + 15, T3, (1) = fal(t),
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de las cuales se deduce que

. t fn(é-)e_nlns

Tin(t) = /0 % 120 (3.3.41)
_ [ fu(§)e e

Toult) = /0 Pt L (3.3.42)

I R 113 Cai
T3n<t> - /0 (77371 — 772n)(773n - 77171)

g, > 0. (3.3.43)

Al emplear los resultados de las ecuaciones (3.3.41)-(3.3.43) en la ecuacién (3.3.40), se

tiene que la solucién particular se escribe como

Qe (€
T,p(t) = d d
Q /0 (M0 = 130) (M0 — M2n) S /0 (N2n — M3n) (M2n — Min) .

b fa(g)emn Y
dg. 3.44
i /0 (M3 — 120) (N30 — 1) ¢ (3.3.44)

Al reescribir las raices 71, 72, vV 13, en donde, i, 0, y 0, son tal como se definen en las
ecuaciones (3.2.77), (3.2.78) y (3.2.79) respectivamente y usarlas en la ecuacién (3.3.44),

esta se transforma en

t o (t—g) eQO'n(tff) ( on—0n)(t—&) e(*0n+9n)(t*§) ;

( n—‘rQO'n)(t f) (_O'n en) t—¢ —on+0n (t—f)
— / f e a d€+ _/ fn _Mn(t f |:e ( ) . e( ) :| d57

30'n + en 30n - en
f (f)e( Pn— Un)(t €)
N _/ 902 — 62

0
( Nn+20n)t E)

L[ Qe de,
902 — 62

[300" senh (6, (¢ — €)) + cosh (6, (t — 5))] &

—pn (t— f 3 n
_ / fn(€ 905 — [ 200(1=€) _ q=on(t=8) (Cosh (6, (t — €)) + % senh (6, (¢ — 5)))} de.
(3.3.45)

Por tanto, de (3.2.83) y de (3.3.45) se tiene que la solucién a la ecuacién (3.3.13) se escribe

CcOo1mo

T.(t) = Tn(O)e_“nt [ 20t ¢n( 20nt _ o= (on+0n) ) ¢, n( 20t _e—(an+9n)t>

. 20t (—on+0n)t
Yo (e —e )]

—pin (t—E) 3 .
N / fn 905 — { 200(6-€) _ q=on(t=6) (cosh (0n(t —€)) + % senh (6, (t — 5)))] dg
(3.3.46)
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Por lo tanto, aplicando los resultados (3.3.24), (3.3.31), (3.3.39) y (3.3.46) aplicados a la
ecuacién (3.3.7), se obtiene la solucién u(z,t) tal como se muestra en (3.3.5). Al emplear
la condicién inicial (3.3.3) en la solucién (3.3.5) se deduce el coeficiente de Fourier tal

como se muestra en (3.3.6). De esta manera se obtiene el resultado.

Q.ED.

Observacion 3.3.1 Es interesante considerar las soluciones particulares cuando As, > 0
y Az, < 0, debido a la similitud de su estructura: en ambos casos se preservan las funcio-
nes fn(§) ye " (t—¢&) como primer factor, diferencidndose en su respectivo denominador:
para el caso As, > 0 es una suma de cuadrados, los cuales surgen del producto de 3o, —16,
por su complejo conjugado, mientras que para el caso As, < 0 es una diferencia de cua-
dradados que surge del producto de los factores reales 360, + o, por su conjugado.

Al considerar el sequndo factor en ambas soluciones particulares, estas presentan prac-
ticamente la misma estructura, salvo que, para el caso Az, > 0, se ven involucradas a
las funciones trigonométricas seno y coseno mientras que para el caso Az, < 0 sus co-
rrespondientes seno y coseno hiperbolicos, presentando de esta manera, un cierto tipo de

simetria en ambas soluciones particulares.

3.3.1. Analisis comparativo de las soluciones.

Debido a que en la seccion anterior se encontraron las soluciones de las ecuaciones de
onda fraccionarias homogéneas en sus versiones con fricciéon clasica y fraccionaria; en este
apartado se analizaran las respectivas soluciones cuando en ambas versiones se considera el
mismo término de fuente. Es de notar, que en dicho analisis s6lo es necesario considerar a
las soluciones particulares ya que las soluciones homogéneas se analizaron en el apartado
anterior. Al considerar la naturaleza de las raices asociadas en la solucién de ambas

versiones, se tienen los siguientes casos a analizar

Observacién 3.3.2 En ambas soluciones se presenta una estructura muy parecida debido
a que se pueden escribir como el producto de dos factores, presentando una similitud
en uno de sus factores, el cual involucra a las funciones f,(§) y la funcién exponencial
et (=8 dentro del kernel de la integral asociada a la solucion particular. Sin embargo, la
simalitud anterior presenta dos diferencias: una de ella se corresponde con el valor de i,
tal como se vié en el andlisis de la seccion 3.2.1, Observacion 3.2.3 y la otra diferencia

tiene que ver con el factor constante de las funciones anteriores, el cual depende del valor
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Ecuacion de onda fraccionaria con
friccién fraccionaria.

Ecuacion de onda con fraccionaria
con friccidon clésica.

Az, > 0: se tiene una raiz real y
dos complejas conjugadas.

A,, < 0: se tiene dos raices
complejas conjugadas.

Az, = pn = g, = 0: se tiene una raiz real
de orden 3.

Ay, = 0: se tiene una raiz de orden 2.

Az, =0y pp - qn # 0: se tiene una raiz
real simple y una raiz real doble.

Ay, = 0: se tiene una raiz de orden 2.

A3, < 0: se tienen 3 raices reales distintas.

A,, > 0: se tienen 2 raices reales distintas.

Tabla 3.2: Naturaleza de las raices de acuerdo al signo de As, v Ao,.

del discriminante asociado a la solucion de ambas ecuaciones diferenciales, los cuales se

muestran en la Tabla 5.35.

Ecuacion de onda fraccionaria con
amortiguamiento fraccionario.

Ecuacion de onda con fraccionaria
con amortiguamiento clasico.

1 1
Az, > 0: Factor m. Ay, < 0: Factor V_n
1
Az, = pn = q, = 0: Factor 5 Ay, = 0: Factor 1.
I
Az, =0y p,-q, # 0: Factor R As,, = 0: Factor 1.
n —Onp
1 1
Agn < 0: Factor m Agn > 0: n—n

Tabla 3.3: Factores asociados a las soluciones de acuerdo al signo de Az, v Ag,.

Por lo cual, el andlisis a efectuar se hard en funcion del sequndo factor asociado a la

solucion particular, considerando la Tabla 3.2

Caso 1. La solucién particular a la ecuacion bifraccionaria para Ag, > 0 viene dada por

e Mn(t f
902 + 62

/ fn(§le™ e

On

|:e20"(t5) _ efo'n(tff) (COS (Qn(t — f)) + % sen (en(t - 5))):| d€>

y la solucion particular a la ecuacion de onda con amortiguamiento clasico cuando Ay, < 0

viene dada por

Tot) = o [l som (ot = €) e

Es de notar, que para el caso con amortiguamiento clasico sélo presenta como segundo

factor a la funcion trigonométrica seno, mientras que la version bifraccionaria, debido a

que necesita de una raiz més para su soluciéon particular, esto se traduce en una mayor

cantidad de términos en su segundo factor: no sélo se recupera a la funcién trigonométrica

seno, si no, mas bien, se obtiene una diferencia entre un término exponencial y un término

119




exponencial por una combinacién de las funciones trigonométricas coseno y seno, donde

esta funcién seno se diferencia del caso con fricciéon clasica por un factor.

Caso 2. La solucién particular para el caso bifraccionario cuando Az, = p, = ¢, = 0

viene dada por

Tolt) = 5 | £l (0= )"

mientras que para el caso con amortiguamiento clasico cuando A,, = 0, la solucién es de

la forma

Tit) = [ (€O £ (6) (¢ — ) de.

Es de apreciar la similaridad de las soluciones particulares para este caso, debido a que
la inica diferencia entre ambas soluciones radica en la potencia del segundo factor. Para
el caso bifraccionario, dicho factor es de orden 2, mientras que para el caso con amorti-

guamiento clasico es lineal.

Caso 3. La solucién particular para el caso bifraccionario cuando As, = 0, p,g, # 0

esta dada por

e_en (t_f) — e_o"n (t_f)

t —hn (t=€)
Top(t) = /0 —f"<§>e_‘; [(t—f)e”n“fw dg,

en_gn

y para el caso con amortiguamiento clasico cuando As,, = 0, se retoma la solucién

Toplt) = / oI £ (€) (- €) de.

En el caso bifraccionario, el hecho de requerir una raiz més que el caso con amortigua-
miento clasico se traduce en una mayor cantidad de términos para su segundo factor: se
tiene una diferencia de funciones exponenciales mas el producto de una funciéon exponen-
cial por un factor lineal. Es de notar que dicho factor lineal coincide con el segundo factor

de la soluciéon particular de la version con friccion clésica, salvo el factor exponencial.

Caso 4. La solucion particular para el caso bifraccionario cuando Ag, < 0 es de la
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forma

Mn t { 3 n

n

mientras que, para el caso con amortiguamiento clasico cuando Ay, > 0 es de la forma

Dado que el caso bifraccionario necesita de una raiz mas que el caso con amortiguamiento
cldsico para su solucion, esto se ve reflejado en una mayor cantidad de términos en su
solucion particular respecto al caso con friccion clasica: para el segundo factor de este
caso bifraccionario se tiene una diferencia entre un término exponencial y un término que
involucra a un factor exponencial por un combinacion de las funciones hiperbdélicas coseno
y seno, siendo la funcién hiperbdlica seno, el factor que coincide con el segundo factor de

la solucion particular del caso con amortiguamiento clésico, salvo el factor exponencial.
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Capitulo 4

Ecuacion de onda fraccionaria amortiguada con

efecto de memoria de tipo Mittag-Leffler

4.1. Introducciéon

En este capitulo presentaremos una ecuacion de onda fraccional con un término de amor-
tiguamiento especial que sirve como modelo para investigar fenémenos ondulatorios en
donde se encuentran presentes procesos de relajacion y oscilacion con efectos de memoria
producto de las condiciones del medio heterogéneo en donde evolucionan. Existen diver-
sas aproximaciones para modelar los fendmenos antes mencionados, dentro de las cuales
podemos citar, las ecuaciones de difusién-onda fraccional, ecuaciones generalizadas de
Langevin, ecuaciones de Fokker-Planck, entre otros.

Para la version de la ecuacién de onda del presente capitulo, se toma en consideracion un
término de fuente y como término de amortiguamiento se emplea una expresion integral

que involucra un kernel especial.

4.2. Planteamiento del problema

Para la siguiente version de la ecuacién de onda usaremos una expresion integrodiferen-
cial para modelar diversos tipos de friccién usando un kernel de tipo Mittag-Leffler, tal

expresion representa los efectos de memoria en la dindmica del fenémeno.
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Con estas consideraciones, la ecuacion resultante es la siguiente.

) 2

b ! 6—1 ﬁ 0 0 o
s [a-omt ey (-2 - ) ut e = fon)
(4.2.1)

D () — u(z,t)

donde, 0 <, 5 <1,z €[0,L],t> 0y los pardmetros a, b, , 6 y n > 0. Con condiciones

de frontera

u(0,t) = u(L,t) =0, t >0, (4.2.2)
y condiciones iniciales
u(,0) = (), w01 (42.3)
0
a(w,()) = 0, xz € [0, L]. (4.2.4)

Cabe mencionar que la expresion integro-diferencial para el término de friccién de la

ecuacion (4.2.1) incorpora efectos de memoria, los cuales estan representados por el kernel

K(t,&) = (t—&)° ' Ey; (—%(t — €)9>, en donde Ej 5(2) es la funcién de tipo Mittag-
Leffler de tres pardmetros (ver seccién 1.1.1 Capitulo 1). Puede apreciarse que K(t,¢)
tiene varios parametros, a saber 6, 6, i, 8, razén por la cual, diversas formas de friccion

con efectos de memoria pueden ser modelados por K (t, ), dependiendo de las propiedades

del entorno en donde se desarrolle el fendmeno ondulatorio.

Observacion 4.2.1 Si 6, § y n tienden a 1, la ecuacion (4.2.1) se transforma en la
ecuacion bifraccionaria (3.3.1) y si ademds,  — 1 la ecuacion (4.2.1) se transforma en

la ecuacion (3.1.95).

La ecuacion (4.2.1) con b =0y f(z,t) = 0 fue considerada por Liang et. al. [34-36] como
un modelo matematico para describir las oscilaciones de un cable hecho con materiales
inteligentes. En la presente tesis incluimos la friccién debido a la interaccién del cable con
el entorno heterogéneo dado e incluimos una fuerza externa que afecta al cable mismo.

Con las consideraciones anteriores se tiene el siguiente teorema

Teorema 4.2.1 Dado el probema de valor inicial y de frontera (4.2.1)-(4.2.4), con ¢ €
C[0, 1] tal que 9(0) = (L) = @ (0) = oD (L) = 0, ¢/(x) € L0, 1], f € C (0, L) x BF),
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f(()t) = f(L,t) = 0 para t > 0, f(z,0) = 0 para x € [0,L], Zf(z,t) € C[0,L] y
9 f(z,t) € Li(RT) entonces la solucion u(z,t) € Ly[0, L] N H' (RY) esta dada por

u(z,t) = Uy(x,t) + Us(x,t), (4.2.5)
en donde,
0 oo i+1 i+1 i+ 1 1_71‘
U(e.t) = ;DnTn(O){EQ (-125¢) +Z( ) Z( ()
ba(L = B)\"™ o Boo) o 1) (k=B
X [( ; ) B (—1_5t)+§(h—1)( )
B s ()] o ().
(4.2.6)
1\ &K by VTR 1 1=\ [(ka(1—08)\"
e = (55 )ZZ<— ) 22 (56 (5 ()
b n=1 i=0 1 B 7=0 h=0 v b
(T ) @sen (U5, 421
y el coeficiente de Fourier es de la forma
9 (L
D,T,(0) = z/o ©(x) sen (?) dx, (4.2.8)

Demostracién. Supongamos que la solucién a la ecuacién (4.2.1) se escribe como
u(z,t) = Uy(z,t) + Us(x, t). (4.2.9)

Al emplear la igualdad anterior en la ecuacién (4.2.1) se obtiene

2

0
Cg‘DZJrl[Ul(xat) + U2('T7t>] - (12@ [U1<I,t) + U2<x7t)]
b t

5 [ B (15 - 0) ) + Uale ) = fann)

(4.2.10)

+
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Donde las funciones Uy (z,t) y Us(x,t) se puede separar como sigue

2
DU (1) — az%Ul(x,t) (4.2.11)
b ! 6—1 6 0 0 o
b e e (<125 - 97) tite e =
U1(0,t) = Uy (L, t) =0, (4.2.12)
Ui(z,0) = ¢(), (4.2.13)
0
aUl(l}O) =0, (4.2.14)
y
1 0
CODY (1) = 0’55 Us(w,1) (4.2.15)
b t _ 0
+ -3/ (t—¢)"" Egs (‘% (t— 5)9) a—£U2(1’,f)df = f(=,1),
Us(z,0) = 0, (4.2.17)
%Uz(m,()) = 0. (4.2.18)

De esta manera, se han obtenido dos problemas asociados a la ecuacién de onda (4.2.1),
de tal forma que la suma de estas dos soluciones dan lugar a la soluciéon buscada.
Al resolver primero el problema dado en (4.2.12), mediante el empleo del método de

separacion de variables, sea
Up(z,t) = X(x)T'(t), (4.2.19)
entonces, se deduce la ecuacion

CO z 1 <t) 1—b,3/ (t 5)5 1 g’5< 1—5 (t §>0) ,(5) f “A <t) ’
0
(4.2.20)
y la ecuacion

X"(z) — AX(z) =0, (4.2.21)
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la cual, al considerar la condicién (4.2.12) debe satisfacer que

X(0) = X(L) = 0. (4.2.22)

Por tanto, la solucién a la ecuacién (4.2.21), sujeta a la condicién (4.2.22) tiene soluciones

de la forma

X,(z) = Dy sen ("—7) , (4.2.23)
nm 2 : , . . iy
en donde, A\, = — <T> , paran € N. Al considerar el n-ésimo valor propio en la ecuacion

(4.2.20), esta se transforma en

“EDIT!(t) + +7 _ﬁ/ (t—&)° " By, (—iﬁ(t—g) )T,’L(g)derknTn(t) =0,
(4.2.24)

anm\ 2
en donde, k,, = <T> . Resolveremos esta ecuacion usando el Teorema 1.3.14, el Teorema

de convolucién 1.2.4 para la expresién integral considerando (1.2.2) y (1.2.17) a través de

la transformadad de Laplace obtenemos

1 s
Tn( ) 1 o
v¥Ss+
Tu(s) = 1 2 b on—o+1
+ k
1— 1 K "
s+ 5 <$9 4 %)
1 S b sn—o
Tn( ) n
1—vys+ 1—06(w0 . 8
s + -5
+ — T : (4.2.25)
+ k
1— 1 K "
v s+ 5 (se i %)
=: Tin(8) + Ton(s) (4.2.26)
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Ahora determinemos la transformada inversa de Laplace de la ecuacion anterior. Al rees-

cribir el primer término de la ecuacion anterior se tiene

T,(0
Tyn(s) s O
1S =
5 b(l—~)s+ 1= gfno+t s+ 1%
- 8+ (1 P)/) 1 r]_’_kn(l_’y) 1—y
s+ 15 - B s (Se_i_lﬁﬁ) 5
s71T,(0)

Usando el teorema de la serie geométrica obtenemos

Tols) = o)™ 3 (<1 (1— ) (s+ . ) I -
n\$S = n S - - n 5
1 i=0 ! l—n 1_5(89—1—%)”

siempre que

b On—6—1 1

(s v ) i ks 2| | < —— (4.2.28)
1=y 1—5<39+i> 1=y

1-58

Al usar el teorema del binomio de Newton en la ecuacién (4.2.27), se obtiene

o0 (I . . i—j i—h _(on—6—1)(i—h)+j—2h—1
i i AW v h b S
- o> a0 SX ()() () #(s) o
=0 i VUV Sl 1-8 (89 + —165>n( )

o ' S : ; PR B, b i—h _On(i—h)—&i—i+Sh—h+j—1

’I](’L—/L)

y reorganizando los términos tenemos

Thn(2) (4.2.29)

o b i 4 i i 1—~ J k, (1 _ 5) h gOn(i—h)—(8(i—h)+i+h+1-j)
i=0 =0 h=0 <39 + %)
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Al aplicar la transformada inversa de Laplace a la ecuacion anterior considerando la

ecuacion (1.2.17), se obtiene

a0 (Y EEQ) () (2o

j= =
n(i—h) —B
XEy sti—hytich1—; (1 _ 5t ) ’

(4.2.30)

siempre que

Ahora, para el segundo término de la ecuacién (4.2.25), después de reescribirlo se tiene

b(1 —7) s
T,(0
1_6 (89+%>U ()
TQn(S) - >
b(1 — on—o kn(1—
N I B Y U
s+ 15 6] (59—1—%) S

o [42 (o0 2) 2

o B\
S+m>

8977—5—1

Y b -2
1+(1—v <3+ ) + kns
( ) 1—"}/ 1_ﬂ(39+%>7]

Suponiendo que la condicién (4.2.28) se cumple, la ecuacién anterior se transforma en

) = 10 = S (s 2 )< i[wu—w (+L)

1-p L=y SQ—F%)ni:O 1—7

128



la cual reorganizando términos se reescribe como

Tgn(S)
b 97} 6—2 &
= Tn(O)l — B <39 B TB)ﬂ ;
b 977 6—2 e
= Tn<0) Z

1-5 <30 IT)" pa

b §(On—3-1)(i~h)

(

o en forma equivalente

1—

Ta(s)
b - (2 1
- LY D -
=0
Sﬁn(i—h-‘rl) 0(i—j+1)—i—h+j—2
X
(i—h+1)  *
8 n
(5" + )
00 b’}/ i+1 1+1
— T, (0
03 (-%5)
§O(i—h+1)—(8(i—h+1)+i+h+2—7)
X

)z—h
n(i=h)’
V()

%

2.2

7=0 h=0

i+1 b
z+1
s+ ———
( 1—7) 1—5(59

(50

1—

507]—5—1

2

L—x

)i—',-l—j

b

+

2
> (31

h=0

1—

1 — ,-Y)iJrl

1—

(

1—

v

v)j<ka

b

z%)h

Al aplicar la transformada inversa de Laplace y la férmula (1.2.17) se obtiene

- o (%) Y

n(i—h+1)
X By (it 1)rith+a— ](_

1—
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Y kn(

1—

) (

b

) (+

b

h
5)) (- h 1) bith i1

(4.2.31)



Por lo tanto de las ecuaciones (4.2.30) y (4.2.31) se tiene

S EEC)0) () (7 oo

=

S (255 25) £ )0 5

i=0 j=0 h=0

h
" kn(1—8) (Ol=ht 1) +ith+1—j p(i=h+1) _iﬁ
b 0,0(i—h+1)+i+h+2—j 1 — B ’

o equivalentemente

= Tn(o)

X

g (—%ﬁ%i(n‘i—%)’ Z ,ﬁ;(ﬁ-) D) (57

T, (t> = Tn(o)

7

- B ) _ 7 MRSV ESAVAAWSEEAY
0,6(i— h)+2+h+1—j _1 — 8 . h ~
j=0 h=0

j
h
" </€n(1—5)> (8(i=h 1) +ith+1—j p(i—h+1) (_iﬁ)]. (4.2.32)

b 0,6(i—h+1)+i+h+2—j 1— 6

X

Al considerar un cambio de variable en el segundo término de la ecuaciéon anterior, sea

i=1041,sii=1entonces [ = 0, por lo cual, la ecuacién (4.2.32) toma la forma

s () 2 (%) 2 () () ()

h 00 i+1
% kn(1—P) L0(=ht1)++h+1—5 pn(l—h+1) — B ) — Z _6_7
b 0,0(l—h+1)+l+h+2—j 1— 5 1— 5

Tn(t) = T, (0)

=0
i+l 1 h
1+ 1 L= 9\ L s—ht1)+14ht1—j pmli—h+1) B
<22 ()05 B s (7557 |

al sustituir el contador [ por i en la ecuacion anterior se obtiene

T.(t)
B 3 0o by i+1 i+l i1 1~ j [i+1 i1
- nofa () S (5%) () (5 B0
i= 7=0 h=0
h
% (kn(lb— ﬁ)) $0(i=ht1)+ith+1- ]Eg%(zh—f:«lk)l)+z+h+2 ; (_1 €6t9>

i . h
_ Z (Z) (kn(l _5)) pO(i=h+1)+ith+1—j pn(i—h+1) (_ B te)
hzo h b 0,6(i—h+1)+i+h+2—j 1 — 5 )
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o equivalentemente

Tn(t)

i1 il . Gr h
— T (0B, (- ”1) (1__V> (M)
ofa(-25) 2 (5) S () () B
) + 1 ) i— s —j i— 6
((Z h ) — (2)) O—ht)Fithtl Eg,(é(iﬁ;lt)l)+i+h+2fj (——1 — ﬁte)

i+,
n k(1 - B) i+1 (8= (1) 1) i (i+1) 1
b 141

n(i—(i+1)+1) B
E 0,6(i—(i+1)+1)+i+(i+1)+2—j (_mt )] } (4-2-33>

X

X

Ahora como ( ) =1, Vn >0, se tiene que (”1) (,’L) = 0, siempre que h = 0, por lo cual

el indice h puede empezar en h = 1. Por otro lado, férmula de Stifel aplicado a nuestro

i—i—l)

h) = ( ’ ) + (Z) Con estas consideraciones, la ecuacién anterior se

caso, implica que ( hot

transforma en

Tn(t)

- nofa(-2) 2 (2) S () (5 ()
X 2T Eygiis (—%te) + 2 ((h )+ (;) ( >> ( (1b— 5))

w  Ol=ht)+ithtl—j pnli—h+1) (_ s te)}}’

0,0(i—h+1)+i+h+2—j 1 — 5

_ B0\ (b NI i (1Y | (k=BT
- noda (-2 2 (%) S () (5| (25

i . h
y t2i+27jE9,2i+37j (_1f}ﬁt9) +Z (hil) (kn(lb— 5)) (3(i=hA1)Fith+1—]

h=1

(i—h+1) B
En 0,6(i—h+1)+ith+2—j (_mt )} } (4.2.34)

X

Por lo tanto, de las ecuaciones (4.2.19), (4.2.23), (4.2.34) y empleando el principio de
superposicién generalizado (véase [33]) se tiene que la solucién para Ui(x,t) cuya forma
es tal como se muestra en la ecuacién (4.2.6). Al considerar la condicion inicial (4.2.14)
en la solucién encontrada para U (x,t) se deduce el coeficiente de Fourier cuya forma es

tal como se muestra en la ecuacion (4.2.8).

Ahora dirijamonos a resolver el problema asociado a la funcién Us(z,t). Para tal fin
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supongamos que %u(az, t) € C|0, L], entonces posee un desarrollo en serie de Fourier

- i un () sen (7). (4.2.35)

Ademas supongamos que

=3 fult)sen (”—Z“’) , (4.2.36)
n=1
de donde, se deduce que

= %/OL f(x,t)sen <%) de, (4.2.37)

mientras que, de la ecuacién (4.2.35) se deducen las siguientes igualdades

Cg’D;’HUQ(:p,t) = i “IDYul (t) sen (n_7Lr:c>’ (4.2.38)
%Uz(x £ = Zun(t)sen ("2‘75) (4.2.39)
e - S (D).

n=1

Al usar las ecuaciones (4.2.35)-(4.2.40) en la ecuacién (4.2.15), esta toma la siguiente

forma

O R R - G S PAGY

n=1

an\ 2 . .
en donde, k,, = <T> . Dado que la ecuaciéon anterior se debe satisfacer para cadan € N,

se debe cumplir que

0t + 1 [ (6= By (15 - ) e + banal®) = 10

Resolveremos esta ecuacion usando la transformada de Laplace y considerando las con-

diciones iniciales (4.2.17) y (4.2.18). Asi en virtud del Teorema 1.3.14, el Teorema de
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convolucién 1.2.4 para la expresion integral considerando (1.2.2) y (1.2.17) obtenemos

up(s) = ! - fn(s). (4.2.42)

1 < 2 ) b gIn—0+1
+ 7 |+ FEn
1—x 3—1—1%7 1-p (39+ B)

1-58

Al reescribir el cociente en la ecuacién anterior usando la condicién (4.2.28) y los teoremas

de la serie geométria y del binomio Newton se tiene

un(s) = L <8 ’ ﬁ> - + fa(s)

on—06—1

Y b S -2
14+ (1—v (s—|— ) + kns
( ) 1—7 1_5(394—15 )n

_ (1_7)<s+ﬁ>szi(—l)i(l—v)i(wrﬁ)i

1=0

[e'e) i+1 —_5—
= 2N () (1) (s b s ks | - fuls),
n
: 1_5(394—%)

o » i+1 i1 - itl—j i ; b ieh
_ —2 i i+ ; h —9h
- TR Z( e () Z(h>k (i)

On—5—1)(i—h)

n(i—h) : fn(s)

s
8
(5" + %)

Reorganizando términos obtenemos

oo il i . . o b ;
_ IR 3+1) (2)(1_7)]7”1 (kn(l_ﬁ)) ( b )
Un(8) ;( 1) (1 =) ;hz:% ( j h) (1 —~)itlyi b 1- 3
§On(i—h)—5(i—h)—i-+h—2h+j—2

: o 8 \"M +fals),
(S +m>

o equivalentemente

w0 - (PEEE L () ()

1=

(=)= (8(i—h)+i+h+2-j)

5 n(i—h)
(s + %)

+ fa((s). (4.2.43)
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Al aplicar la transformada inversa de Laplace considerando la ecuacién (1.2.17) y el teo-

rema de convolucién a la ecuacion (4.2.43) se obtiene la solucién para u,(t) en la forma

- (RECE) SR () o)

< [amg e (5t 9°) h©de

(4.2.44)

Al amplear el operador de Srivastava y Tomovsky dada en la ecuacién (1.3.76), la ecuacién

anterior se transforma en

- (OB BRI (Y (47

J=

a5 mi=h), 1
X (50+1 S §(i—h)+i+h+2— an> (t). (4.2.45)

Asi, de las ecuaciones (4.2.35) y (4.2.45) se obtiene la solucién Us(z, t) tal como se muestra
n (4.2.7). De esta manera se obtiene el resultado.

Q.£D.

Observacion 4.2.2 La convergencia de las series que representan las funciones Uy (z,t)
y Us(z,t) se pueden probar usando los argumentos de [37]. También pueden adaptarse
las ideas de [38, 39] en donde se trato con mucho detalle la convergencia de series que

mvolucran funciones de Mittag-Leffler de tres pardmetros en el plano complejo.

A manera de ejemplo presentamos el siguiente problema del tipo estudiado en el teorema

anterior.

Corolario 4.2.2 La ecuacion diferencial parcial fraccionaria en el tiempo
orc D7+1u(x t) — iu(x t)
’ Ox?
/ = (=L = e?) L, €)de = e cos(), (4.2.46)
1-5 O\ 1-8 ¢ ’

en donde, 0 <~,5<1,b, 6, 6,1 >0, x €[0,7] yt>0. Con condiciones de frontera

u(0,t) = u(m, t) =0, t>0, (4.2.47)

134



y condiciones iniciales

u(z,0) = z(r—2x), x €0, (4.2.48)
au(m,O) = 0, x € (0,7, (4.2.49)

tiene por solucion

u(r,t) = gDnTn(O){EQ C%) +i(%)+li (ijq) (1_77)3

i=0 =0
(1= Bm*\"" o BN (i (A=Bn\"
X [( ; ) "2 By giis (1—5)+;(h—1> ( ) )
Si—ht1)+ith+1—j pn(i—h+1) | —pt?
X 1 E9,5(z—h+1)+z+h+2—] 1 — 6 SGI’I(TLI’)
6—1 00 00 b’}/ i+1 i+1 9 Z+1 i 1_,)/ j (1_6)712 h
() () 22000 ) ()
n=1 i=1 j=0 h=0
=B i h).
(it s ) (©sen(r) (42.50)

en donde el coeficiente de Fourier es de la forma

4

D, T,(0) = — (1-(-1)"), (4.2.51)
Y
L) =0, fu(t)= % (1+(-1D)"), n>2. (4.2.52)

Demostracién. La ecuaciéon (4.2.46) es un caso particular de la ecuacién (4.2.1), en
donde, a =1,b> 0, L = 7wy k,, = n? los cuales al sustituirlos en la solucién general dada
en las ecuaciones (4.2.6) y (4.2.32) se obtiene la solucién tal como se muestra en (4.2.50).
De la ecuacién (4.2.8) y de la condicidn inicial (4.2.48) se obtiene el coeficiente de Fourier

de la forma

D,T,(0) = %/wa(w—x)sen(nx)dx,
_ %(1_(_1)"). (4.2.53)
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Por otro lado, al emplear la ecuacién (4.2.37) con f(x,t) = e ' cos(z) se obtiene

27t [T
falt) = / cos(x) sen(nx)dx
™ Jo
2ne™" (14 (=1)"
= > 2. 2.
- ( 1 > Vn > 2 (4.2.54)
Sin =1, se tiene que
2re~t [T
fi(t) = / cos(z) sen(z)dx = 0. (4.2.55)
T Jo

Por lo tanto, de las ecuaciones (4.2.53), (4.2.54) y (4.2.55) se obtiene el resultado.
Q.ED.
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Capitulo 54

Conclusiones y trabajos futuros

A continuacién se presentan las conclusiones y las recomendaciones para la elaboracion

de futuras investigaciones.

5.1. Conclusiones

En este trabajo de tesis se estudiaron diferentes variantes de la ecuacion de onda, tanto en
sus versiones cldsicas como en sus versiones fraccionarias, empleando para tal caso, la defi-
nicién de derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio en el sentido de Liouville-Caputo
para la variable temporal. En todas la versiones de la ecuacion de onda se preservaron las
condiciones iniciales y de frontera con la finalidad de hacer un analisis comparativo entre
las versiones de las ecuaciones de onda clésicas y las versiones de las ecuaciones de onda

fraccionarias. Dentro de los resultados obtenidos se tienen los siguientes.

= El papel que suelen representar las derivadas fraccionarias como disipacién de energia,
puede apreciarse claramente en las soluciones encontradas de las diferentes versio-
nes de la ecuacion de onda de orden fraccionario, en especial, cuando se comparan
las soluciones de la ecuacién de onda clasica junto con la ecuacién de onda clasica
fraccionaria, cuya version, puede emplearse como una alternativa a la ecuaciéon de

onda clasica amortiguada.

= El empleo de la derivada fraccionaria del tipo Caputo-Fabrizio en el sentido de
Liouville-Caputo ofrece la libertad de elegir el orden de diferenciacion que mejor se
adapte a la situacién fisica a optimizar, incluyendo el orden de diferenciacion entero

como caso particular.
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» Kl empleo de la expresion integral para modelar el término de amortiguamiento
en la ecuacién de onda fraccionaria, es una expresién muy general para modelar
diferentes tipos de fricciéon ya que como casos particulares, dicha expresion integral
puede reducirse al término de friccion clasica o al término de friccion fraccionaria,

al modificar los parametros de la funciéon de Mittag-Leffler de tres parametros.

= Se obtuvieron soluciones en forma cerrada a problemas de valores iniciales y de
frontera de orden fraccionario en un dominio acotado para la variable espacial x y

para todo tiempo ¢t > 0.

= En todas las variantes de la ecuacién de onda, tanto clasicas como de orden fraccio-

nario, el coeficiente de Fourier siempre preservé la misma estructura.

5.2. Trabajos futuros

Como trabajos futuros con respecto a la investigacion llevada a cabo en esta tesis se

pueden mencionar los siguientes topicos:

= Extender la investigacion considerando condiciones iniciales y de frontera mas gene-

rales, como condiciones de frontera de tipo Robin a dominios de dimensién n > 1.

= Al retomar la solucién de la ecuacion de onda bifraccionaria, verificar si es posible
que a partir de dicha solucién se puede obtener la solucién a la ecuacion de onda
fraccionaria amortiguada cuando 8 — 1y, a su vez, comprobar si es posible obtener

la solucién a la ecuacién de onda clésica amortiguada cuando § — 1y v — 1.

= Dar solucién a las diferentes versiones de la ecuacién de onda fraccionaria empleando

la nueva definiciéon de derivada fraccionaria propuesta por Atangana-Baleanu.
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Apéndice A

Apéndice

Teorema de convergencia de series

Teorema A.0.1 [40] Dadas dos series de términos positivos Zan Yy an, s1

Iim — =¢, c¢#0, c# oo, (A.0.1)

entonces las dos serzes convergen o ambas divergen. En el caso de ser ¢ = 0, entonces

la convergencia de an implica la convergencia de Zan, y la divergencia de Zan

n=1 n=1 n=1
implica la divergencia de an.

n=1

Qp, .
Demostracion. Si lim,,_, ., o= ¢, dado € > 0 existe N € N tal que

% —c¢| <e paratodon> N, (A.0.2)
o equivalentemente
c—e<%<c—|—e para todo n > N. (A.0.3)

n

Multiplicando por b,, a la ecuacién anterior se obtiene

(c—€)b, < a, < (c+€) by, (A.0.4)
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de donde, se deduce que

o o

Zangz c+€) b, = (c+e) ibn (A.0.5)
n=N n=N

n=N

o0 oo

De la ecuacién (A.0.5) se deduce que si la serie Z b, entonces la serie Zan también

n=1 n=1
oo oo

converge. Por otro lado, si la serie E a, diverge, entonces la serie E b, también diverge.

n=1 n=1

Q.£D.

Convergencia de la solucién de la ecuacién de onda clasica frac-

cionaria

Para que la solucién a la ecuacién de onda fraccionaria cldsica (3.1.5) sea convergente,
ademads de satisfacer la condicién inicial (3.1.3), se debe demostrar convergencia uniforme
de la serie para T,,(t) en n. Notemos que a partir de cierto valor suficientemente grande de
n, se tiene que k,, = (%n)z > 1 de tal manera que el discriminante Ay, := [k, (1 —~)]*—

4k,y > 0, con lo cual la solucién a la ecuacién de onda clésica fraccionaria es de la forma

= Z A, T, (0)e Hnt |:COSh(77nt) Sy Senh(nnt)] sen <?> : (A.0.6)
en donde,
_fanm\? 1 9 k(1 —7)
kn = (T) S 5\/[’%(1 =N Ak = (A.0.7)
y
T, (t) := e #n? [cosh(nnt) Sy senh(nnt)} . (A.0.8)

Para demostrar la convergencia de la solucién (A.0.6) y por consecuencia la solucién

(3.1.5), sélo basta probar la convergencia uniforme de la serie

ZT = Z “Hnt |:COSh(’I7nt) - % senh(nnt)} . (A.0.9)

n=1 n
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Primero reescribamos la funcién 7),(t) como

T,(t) = et |:COSh(77nlf) - %senh(nnt)] :

S (Sl TN T W ()l L RO (A.0.10)
2\ 2\ m ’

de donde, es facil ver que la serie conformada por el segundo término de la ecuacion

anterior

Z (””+“” Wﬁﬂn)) (A.0.11)

converge uniformemente empleando el criterio de Weierstrass. Para demostrar la que la

serie

g <"” ) ;sn, (A.0.12)

converge uniformemente, notemos que el exponente de la funcién exponencial, usando

(A.0.7) se escribe como

(—ptn + 1)t = {— 1=y 1\/ (1—~ —41%7}75

(=) (cm)2 n? B 4y L? B
_ e [\/1 e 1] t, (A.0.13)

de donde claramente se observa que es una sucesion creciente de términos negativos, debido
al signo del factor entre corchetes, a partir de cierto valor de n € N suficientemente grande

y t > 0. De esta forma se tiene

nh_)rrgo — b, + 1 = 0, (A.0.14)
con lo cual
elm=rn)t < 1¥n e N, t>0. (A.0.15)
Por lo tanto,
lsn| = % elin—mm)t < Mg—;nnn =a, VneN, t<O0. (A.0.16)




De esta manera, si la serie asociada a a,, converge uniforme y absolutamente, entonces la

serie asociada a s, converge uniformemente y absolutamente. Para probar que > >~ a,

1
converge uniforme y absolutamente, se empleard el Teorema A.0.1 con b, = —. Asi
n

lfm 1 (i, — 1)
n—oo ’]7n
2 (=) = Il = — 44
lim
o VIl =) — 4k

=) ()t (|, ()
4
’ : (1= ()"’
nl—>nolo 47((1_71,)2”2
(1_7> (%) n? | 1— 2L 1

4~ L2
n? (1- \/ L~ =P

n—oo 2 4vL2
1 = TR

2vL2
hfm (1*7)2(‘1“)2
n—00 o 4vL2 o 4y L2
\/ 1= e T 1~ aoen
L
e ) (A.0.17)

De esta manera, la serie asociada a a, es convergente, con lo cual, la serie E Sp COn-

n=1

verge uniformemente. Por lo tanto, la serie asociada a T,,(¢) converge uniformemente y la

solucién (3.1.5) converge.

Q.ED.
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