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Resumen

En el presente trabajo, se estudia un problema de valor inicial y de frontera para una
ecuacion de difusién anémala sobre una semirrecta, donde el operador diferencial es tomado
en el sentido de Riemann-Liouville. Adaptando las ideas principales del Método de Fokas [2],

se construye una representacién integral de la solucion.



Abstract

In this work, we consider an initial-boundary value problem for an anomalous diffusion
equation on the half-line, where the differential operator is taken in the sense of Riemann-
Liouville. Adapting the main ideas of the Fokas method [2], we construct an integral repre-

sentation of solutions.
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Capitulo 1

Introduccion

El calculo fraccionario es la denominacién dada para la extensiéon del calculo que permite
considerar la integracién y la diferenciacién de cualquier orden (no necesariamente entero).
Los origenes del calculo fraccionario se remontan al final del siglo XVII, en el momento en que
Newton y Leibniz desarrollaron las bases del calculo diferencial e integral. En anos recientes
las ecuaciones diferenciales fraccionarias han sido de gran interés para matematicos, inge-
nieros, fisicos, bidlogos, entre otros, debido a que se utilizan para modelar una gama amplia
de fenémenos (véase [1], [3], [5], [6], [7] , [8], [10]). Las ecuaciones de difusién fraccionaria
ha sido consideradas en la literatura por varios autores, por ejemplo Vésquez et al., [9] es-
tudiaron una generalizacion de la segunda ley de la termodinamica en el marco del calculo
fraccionario. Magin et al., [12] investigaron la difusién anémala en un modelo exponencial que
se utiliza para detectar y caracterizar enfermedades malignas e isquémicos, ellos incorporan
un modelo de orden fraccionario.

Este trabajo se divide en dos capitulos, a saber: En el capitulo uno, se incluyen los con-
ceptos preliminares y herramientas del andalisis matematico necesarios para el desarrollo de
los capitulos posteriores. Por ejemplo, se mencionan algunas propiedades importantes de la
funcién Gama de Euler, la cual es necesaria en la definicién de derivada fraccionaria, también
se estudia la transformada de Laplace, herramienta muy 1til para resolver problemas de valor
inicial y de frontera para ecuaciones diferenciales fraccionarias. En el capitulo dos, se estudia
el problema de difusién sobre una semirrecta usando derivadas de orden entero, éste estudio

se hace mediante el Método de Fokas [2], el cual consiste en construir una representaciéon



integral de la solucién usando la transformada de Laplace y las propiedades geométricas
del simbolo del operador diferencial. Posteriormente, adaptando las ideas principales del
Método de Fokas, se estudia el problema de difusion anémala sobre una semirrecta, donde
la derivada de orden uno en el tiempo se reemplaza por una derivada fraccionaria de tipo

Riemann — Liouville.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Espacios de funciones

Se inicia definiendo algunos espacios necesarios para desarrollar la teoria que se ocupara

en este trabajo.

Definicién 2.1.1. Sea [a,b] C R se define como
Cla,b] ={f :[a,b] = R: f continua},
al conjunto de todas las funciones continuas sobre [a,b].

Este conjunto es un espacio normado, mas atin es de Banach con la norma

Ifllec = sup |f(t)]-

t€la,b]
Definicién 2.1.2. Sea [a,b] C R y n € N, se denota por C"[a,b] el espacio de todas las

funciones que son n veces diferenciables sobre [a,b], es decir,
C"[a,b] = {f € Cla,b] : f* € Cla,b], k=1,...,n}

este es un espacio normado, con norma

Iflles =D 114 le =Y sup [£(#)]
k=0

o t€la;b]

n € N. En particular, C%a,b] = Cla, b].



Definicién 2.1.3. Sea [a,b] C R. Se denota por LP[a,b] (1 < p < 00) el espacio de todas las

funciones Lebesgue medibles sobre |a,b], y que cumplen fab |f(t)|Pdt < oo, es decir,
b
L?la,b] ={f : [a,b] = R : f es medible sobre |a, b, / |f(®)[Pdt < oo}

La norma de este espacio se define como

i = ([ crar)

con esta norma LP[a, b] es un espacio de Banach.

Definicién 2.1.4. Una funcion f definida en un intervalo [a,b] es llamada absolutamente
continua si, para toda coleccion de intervalos (a;,b;) disjuntos dos a dos en |a,b] y para todo

e >0, existe § > 0 tal que,
n
Z |f(bi) — flai)] <e
i=1
si Yy (b; —a;) <. Se denota al conjunto de todas las funciones absolutamente continuas
sobre [a,b] como Ala,b].
Una propiedad que tienen las funciones absolutamente continuas es el siguiente teorema.

Teorema 2.1.5. f € Ala,b] si y sdlo si existe casi en todas partes una funcién g € L[a, b),
tal que f(z) = f(a) + [T g(t)dt.
En general se tiene la siguiente definicion.

Definicién 2.1.6. Para n € N y [a,b] se denotard por A"[a,b] el espacio de todas las fun-
ciones de variable real que tienen n—1 derivadas continuas en [a,b], tal que f*~' € Ala,b]), en
otras palabras, las funciones f para las que existe casi en todas partes una funcién g € L[a, b,

tal que
F ) = £ ) + / g(t)dt.

En este caso se llama a g como la n-ésima deriwvada de f y simplemente se escribe g = f".

2.2. Teorema fundamental del calculo.

Antes de dar las definiciones de los operadores de integracion y de derivacién fracciona-
rios, se recuerdan algunos resultados y definiciones del cédlculo elemental que servirdan como

punto de partida para construir las definiciones.



Definicién 2.2.1. Se denota a la derivada de una funcion f por f', es decir,

flx+h) - f(x)
- :

f'(z) = lim

h—0
La idea basica detras del célculo fraccionario es la relacién que se encuentra en el teorema

fundamental del calculo, entre la integral y la derivada, es decir, en el siguiente resultado.

Teorema 2.2.2. Sea f :[0,b] — R una funcion continua y F : [0,b] — R definida como

Fo) = [ s,
0
entonces F' es diferenciable y F' = f.

En notacién de Leibnitz, se tiene

i x
dz J,

f)dt = f(x)

y por conveniencia se denotara como

D'Jf(z) = f(x),

donde
1) = [ (o
0
En general, para n € N el operador D" y J" denotaran la n-ésima aplicaciéon de D y J

respectivamente, es decir,

Jr=JgJvt  Dv=DD" !

Notese, que el teorema fundamental del célculo nos dice que DJ f(x) = f(z), con lo que se

tiene
Dt f(z) = f(=),

paran € N, es decir, D" es la inversa izquierda de J" en un espacio de funciones conveniente.

Por otro lado, de la definicién de J™ para n € N se tiene

riw=[ [ [ s,

sin embargo, se puede cambiar esta definicién por la siguiente formula explicita.



Lema 2.2.3. Sea f Riemann integrable en [0,b], entonces para x € [0,b] y n € N se tiene
que

I ) = ; / 0 (),

(n—1
Demostracion. Se demuestra por induccién sobre n.
Para n =1 es trivial, dado que 0! =1y que (z — )" ' = 1.

Supongase que se cumple para n, es decir,

T ) = — )!/Ox(a:—t)"_lf(t)dt. (2.1)

(n—1

Por definicién del operador J"™ y la ecuacién (2.1), se tiene

@) = 1) = 3 (ot [ o)

:/Omﬁ/oT(T—t)”‘lf(t)dth,

usando el teorema de Fubini véase [4], se encuentra

T F(z) = ﬁ /0 ’ /t C(r— 1 f () drdt
1

o) /0 . ;t)nf(t)dt’

entonces

T () = L / " — O (.

Otro resultado es el siguiente

Lema 2.2.4. Sea m,n € N tal que m > n, y sea f una funcion con n deriwadas continuas

en el intervalo [0, b], entonces
D" f(z)=D"J" " f(x).
Demostracion. Esto es debido a que f = D™ " J™ " fy D"D™ " = D™, ]

La pregunta que inmediatamente surge es: jse puede extender en las definiciones anteriores

an € N por un a € R?. Mas adelante se presenta la respuesta a esta pregunta.



2.3. La funcion Gama.

Para el desarrollo de las definiciones de los operadores fraccionarios es necesario introducir
una funcién que, como se vera mas adelante, juega un papel muy importante en la teoria
del calculo fraccionario, esta es la funcion Gama de Euler. La interpretacién mas simple que
podemos dar a esta funcion es la siguiente: la funcién Gama constituye la generalizacion de
el factorial, aunque el argumento de esta sea en general un nimero complejo, sin embargo,
solo tomaremos la definicién para los nimeros reales. La funcién I'(z) ésta definida a través

de una integral impropia como sigue.
Definicién 2.3.1. La funcion I' : (0,00) — R definida por
[(z) = / t" e tdt
0
es llamada funcion Gama de Euler.
Teorema 2.3.2. La funcion Gama esta bien definida para x > 0.
Demostracion. A partir de la definicién se divide la integral como sigue

1 o]
['(x) = / t" e tdt + / t" e tdt.
0 1

Ahora, para la primera integral se tiene que como t > 0, entonces 0 < e~* < 1, as{

1 1
/t“etdtg/ t*=1dt.
0 0

L (1 ex> 1
=lim |-+ —)=—.
e e—0t \ T Xz X

Por otro lado, si < 0 la integral diverge, pues si x = 0 se observa que

Ademas, si se toma a x >0

1 1 tm
/ t*~1dt = lim t*7 1t = lim —
0

e—0t J, e—0t T

e—0t e—0t €

1 1 1
/ t“dt:/ t7Ydt = lim [ t'dt = lim In(t)|’
0 0

€

= lim (In(1) —In(e)) = o0

e—0t

ysi z <0, entonces x —1 < —1,asi 1 —2x > 1 y por lo tanto la integral

1 1 1 1
/tx_ldt:/ t—(—“l)dt:/ ——dt
0 0 0 e



diverge tomando en cuenta el criterio de la p — integral :

11d oo sip>1,

—dxr =

o P 1
1

1 1 1
/tx_le_tdtg/ 7t = —,
0 0 r

si x > 0, es decir, la integral converge si > 0. Para la otra integral se tienen dos casos:

sip <1

Por lo tanto,

Caso i) Cuando z < 1, se encontro que

[e%¢] oo e—t
/ t*lemtdt = / —dt,
1 1 T

1% es creciente pues su derivada f'(t) = (1 — 2)t~® > 0, entonces

ademds como f(t) =

t'=* > 1y asi &5 < 1 por lo tanto, se tiene

tl—z
e} €7t [e'e] €
/ : dt < / e~ tdt = lim e tdt
1 U 1 e~ Jq

=—lme'{=—1lm(e“—e )=~
€E—00 €E—00 (&

Entonces para 0 < x < 1 las dos integrales convergen, por lo tanto la funciéon gama esta bien
definida.
Caso ii) Tomando ahora a x > 1, sea o = [z] la parte entera de x, aplicando integracién por

partes a-veces se tiene que

/Ooettlxdt =lt@-1)i+ - F@-1)(r—-2) (z—a)

+az—1)(x—2)- (x—a—1) (f e t*>"1dt)

/ et lgy
1

es acotada (procediendo como en el caso i). Asi,

/ ettt
1

es acotada si « > 1 entonces las dos integrales son acotadas cuando z > 1, por lo tanto la

ademas la

funcién Gama es acotada en estos dos caso. O]

A continuacion se presentan algunas propiedades mas relevantes de la funcion Gama, que son

necesarias para el andlisis de la definicién de los operadores fraccionarios. Notemos primero
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que de la definicién de la funcién Gama inmediatamente se obtiene que I'(1) = 1.
Ademas, es posible que para x > 0 arbitrario, la integral en la definicién de la funcion Gama

sea manipulada por medio de la integracién por partes. Esto produce el siguiente resultado.
Teorema 2.3.3. Siz >0, entonces I'(x + 1) = zI'(x).

Demostracion. Por definicion de I'(x + 1) se tiene que

Fz+1) = / t"e”tdt = lim lim [ e 'dLt.
0

€—00 y—0+ y

Integrando por partes se encontro

['(z+1) = lim lim ([—txet]z —|—/ xtwletdt> =z lim lm [ t“ e 'dt
€— 00 y~)0+ y €— 00 y~)0+ Y
= x/ t" e tdt = xT(z).
0
[l

En la siguiente propiedad se puede verificar la importante relacion que existe entre la funcion

Gama y el factorial de un nimero entero positivo.
Teorema 2.3.4. Sin € N, entonces I'(n) = (n — 1)\

Demostracion. Se procede por induccién sobre n.

Sin =1 entonces

(1) =1=0l.
Supongase que I'(n) = (n — 1)!, entonces por teorema anterior se tiene que
I'(n+1)=nl'(n) =n(n—1)! =nl
O

La funciéon Gama se puede extender de los reales positivos a los reales menos los enteros
negativos con el cero de la siguiente forma. Despejando I'(x), de la ecuacién I'(x +1) = zT'(z)

tomando a z > 0, se tiene que

[(z) = — (2.2)



Como la parte derecha de (2.2) esta bien definida para —1 < x < 0 se puede definir I'(z) no
solo para x > 0, sino también para —1 < z < 0.

Ademas, dado que
['(z+2)
r+1

tomando a z > —1, x # 0 y sustituyendo en la ecuacién (2.2), se encuentra

(x+1) =

Py - Lo+l M P+ 2)
oz z(z+1)

entonces, podemos definir a I'(z) no solo para x > 0y —1 < x < 0 sino también para

—2 < x < —1. Siguiendo con esta analogia si k € N se puede definir a

B ['(z+k)
F(x)_x(x+1)~~(:c+k:—1)’

parax > —k, z #0,—1,-2,...,—k + 1.

Asi la funciéon Gama esta bien definida no solo para los reales positivos sino para todo R a
excepcién de el conjunto Z~ U {0}.

)

LJ . . . . . . L . . . L . . x

Figura 2.1: Grafica de la funcién Gama extendida a R/(Z~ U {0}).

También, es posible encontrar una representacion alternativa, que se debe a Gauss, para la
funcién Gama. Sin embargo, en los calculos practicos se observa con frecuencia que la repre-

sentacion integral es mas facil de manejar.

10



Teorema 2.3.5. Sea x € R tal que v ¢ Z~ U {0} , entonces

nln®

F(I):Jinc}ox(x—l—l)(x—l—Z)---(m—l—n)’

-z — , n - e
Demostracion. Se sabe que ™! = lim (1 — %) , entonces por definicién
n—oo

['(x) = lim ot (1 - E) dt.
0

n—00 n

Haciendo el cambio de variable s = %, se tiene que

n—oo

1
[(z) = lim n”/ (1 —s)"s" 'ds,
0

integrando por partes n-veces se encuentra

! gl — nn—1)(n-2)---1
/0(1 ) d Car+ D) (@ +2)-(z+n)’

por lo tanto,
x

nln
M) = i e e+ @ n)

[]

A consecuencia de los resultados anteriores también se puede dar una representacion mas

préctica para la funcién Gama en el caso de que z € (0, 1) como sigue.

Teorema 2.3.6. Sea 0 < x < 1, entonces

™

T(2)(1 - 2) =

sen

Demostracion. Por el Teorema 2.3.5, se tiene

nln®

nlingow(azjtl)(aﬁl—Q)---(a:jLn)

() () () @) @) (5)

Reordenando se encuentra que

v =i IT[(1+2) (1+9) 7.

entonces

D(z) = ﬁ KH %)m (1+%)_1} .

n=1

8=

11



Por lo tanto,

Usando la siguiente igualdad

o0 2
z

senzzzH(l— 3 2),
nm

n=1

se tiene que

senmwx = mcH <1 — —2) ,
n
n=1

entonces sustituyendo en (2.3)

1 —T
I'x)'(—z) = = .
(@)T(=2) —zisenmr g sen Ty
p _ I'l—x :
Ademds, como I'(—x) = ———=, se obtiene
m
Ix)l'(1 —x) = :
(@)1 —2) sen x

Ejemplo 2.3.7. Calcular T (3).

Sustituyendo en la formula anterior se encuentra que
1\’ 1 1
r(=)) =r(z)r(1-2)="0 —n,
2 2 2 sen 3

()

Un 1ltimo resultado que se menciona de la funcién Gama es el siguiente.

por lo tanto,

Teorema 2.3.8. Sea x,y € RT, entonces
! I'z)l
/ N1 — )" tdt = L(y))
0

También se cumple que

12



Demostracion. Se prueba solo la primera igualdad. Por definicién se tiene que

[(z)(y) = (/ szlesds> (/ tyletdt)
0 0
:/ / s“ e dsdt.
o Jo

Haciendo el cambio de variable t = u? y s = v?, se encuentra

L(z)(y) = 4/ / v e yududu,
o Jo
Pasando a coordenadas polares, se obtien

I'(@)l(y) = 4/ /2 r2@ =1 (sen 0)2 " (cos 0)2 e rdfdr-.
o Jo

Haciendo t = r2,

[(x)C(y) = 2/ /2 t" " (sen 0)* ! (cos 0) et dAdt
o Jo

=2 (/ t"”yletdt) (/2 (sen 0)**~!(cos 0)2y1d9>
0 0

ademds por definicién de T'(x + y), se tiene

Jus

L) (y) =T(z+y)2 (/02 (sen 0)**~*(cos 9)2y1d6) :

Se demustra ahora que

3 1
2 [ (sen ) eos 0o = [ o ean
0 0

utilizando la férmula trigonométrica sen?(6) + cos?(#) = 1, se encuentra

2/
0

haciendo t = cos? 6, se tiene

5 1 — 2 N\x 2 N\y
(sené’)%_l(cosg)%_lcw:2/ (1 = cos” 9)" (cos” ) (—senf cos 0)db,

0 —sen?0  cos?0

(1—t)* v

z 1
2/ (sen 0)%*~*(cos 0)?Y~1dH = / —dt.

t

Por lo tanto,

z 1
2/ (sen 0)?*~*(cos )Y ~1dh = / (1 —t)" " "v=tdt
0 0

lo que termina la demostracion.
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2.4. Integral fraccionaria de Riemann — Liouville.

Después de estudiar la funcién Gama, tiene sentido extender el Lema 2.2.3, es decir,
cambiar n € N por un o € R" y a su vez cambiar el factorial por su valor correspondiente
en términos de la funcién Gama. Haciendo los cambios descritos tendremos la siguiente

definicién.

Definicién 2.4.1. Sea o € R*, el operador J* definido sobre L'[0,b] por

7S@) = e [ =07 ey

para O < x < b, es llamado operador integral fraccionario de orden o de Riemann— Liouville,

para o = 0 se define a J°f(x) = I como el operador identidad.

Es evidente que el operador integral fraccionario de Riemann — Liouville coincide con la
definiciéon de J* en el caso de que o € N, a excepcion de que ahora se extiende el dominio
de integracion de funciones Riemann integrables a funciones Lebesgue integrables. Por otro
lado, en el caso de que o > 1 es obvio que la integral J* existe para cualquier x € [0,],
debido a que el integrando es un producto de una funcién integrable f y de una funcién
continua (z — ¢)*~'. En el caso 0 < o < 1 la existencia no es tan obvia pero el siguiente

resultado justifica la existencia de la definicién del operador integral.

Teorema 2.4.2. Sea f € L'[0,0] y a > 0, entonces la integral J*f(x) existe para casi todo
x € [0,b] y ademds J* € L[0,b].

Demostracion. Se nota que

A7x—w%vvww=/m¢mx—w@@Mu

donde
u* ! para0<u<b
¢1(U) €
0 en otro caso,
f(u) para0<u<b
$2(u) €

0 en otro caso.
Por construccién ¢; € L'{R}, j € {1,2}. Asi, se tiene la convolucién de ¢2(u) con ¢ (u), por

lo tanto se cumple el resultado. O

14



El siguiente teorema muestra que cuando el orden de la integral tiende a 0, entonces la

integral es la misma funcién que se integra.

Teorema 2.4.3. Sea o > 0 y ¢ € L']0,0], entonces

lim J*6(x) = ¢(x)

a—0

casi en todas partes sobre [0, b.

Demostracion. Integrando por partes a J*¢(z), se obtiene

() = ﬁ / " — 00t

— ot o0 =0l - [ ord e

evaluando en 0 y en x se encuentra

Fole) = =y | 0O - [ @ - ord ]

tomando limite cuando o — 0 se tiene

i °0(0) = liny |-t |00 - [ -0 0|

a—0 a—0 F(a -+
=mm+()dwﬁ=¢u>
O

El siguiente teorema es una generalizacion de una de las propiedades mas importantes del

operador integral de orden entero.
Teorema 2.4.4. Sea o, 3 >0 y ¢ € L0,b], entonces
(]a(]ﬁgb — Ja—i-,8¢

casi en todas partes sobre [0,b]. Si ademds, ¢ € C[0,b] o o+ > 1, entonces se cumple sobre

todo [0, b].

Demostracion. Por definicién se tiene

@b 1::—1 was— a-l t — ) (r)dr
P I0le) = e [ =07 [ = tomarar
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como la integral existe usamos el teorema de Fubini, encontrando

T TP ¢(x) / / — 7)1 (r)dtdr
6(7) / (x — )21 (t — 7Y dtdr,

_F@W@A
ahora hacemos el cambio de variable t = 7 + u(z — 7)

T o(x) = W [ o) [ =m0 - o e - 1) duds
/ () (z — )P 1/ (1 —w)* WP~ dudr,

ademas, por el Teorema 2.3.8, se tiene

' R I I I'(a)L'(8)
/0 = =T+

entonces
JeJ’ / — 1) dr = P
o) = g | o o)
por lo tanto, J*J%¢ = JO‘+B¢ casi en todas partes sobre [0, b].
Por otra parte, si ¢ € C[0,b] entonces también J?¢ € C[0,b] y por lo tanto J*J%¢ y J*+%¢
€ C[0,b], como son continuas y ademds son iguales casi en todas partes sobre [0,0], se tiene

que son iguales sobre todo [0, b].

Ahora, si ¢ € L'[0,b] y a+ 3 > 1, se encuentra que
J&Jﬁ(b _ Joz+ﬂ+1fl¢ _ JoHr,BflJl(b
casi en todas partes sobre [0,b], como J'¢ es continua, entonces
Ja+ﬁfljl¢
lo es, por lo tanto, J*J?¢ = J*F¢ sobre todo [0, b]. ]
Corolario 2.4.5. Con las mismas hipotesis del teorema anterior se tiene que
JoJP = gl e

Demostracion.

Je Jﬂ Ja+5 Ja—l-ﬂ Jﬁ Jo.
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Teniendo estos tltimos dos resultados se puede concluir lo siguiente.

Teorema 2.4.6. El conjunto de operadores
J={J*: L'[0,b] = L'[0,b] : a > 0}

forma un semigrupo abeliano con elemento neutro J°, respecto a la operacion JPJ%¢ =

Jots 0.

Demostracion. Como

JOJ0 = Jotp

esta bien definida sobre el conjunto J si «, 8 > 0, entonces se tiene que la operacién es
cerrada.

La asociatividad se da por la asociatividad de la suma de numeros reales, andlogamente la
conmutatividad.

El elemento neutro es J, pues

JOJa — J0+a — Ja — JCH-O — JaJO,

Ejemplo 2.4.7. Sea f(x) = 2° para algin b > —1 y a > 0, entonces

Lb+1) potb.

T = e 153 1)

Por definicion se tiene

Jf(z) = ﬁ /0 “(@ — et

usando el siguiente cambio de variable s = %, se obtiene

1

1
JUf(z) = m/o (1 —s8)* Lo absbads

1 +b /1 —-1.b
= ——x° 1 —38)*"s’ds.
N

Ahora por el Teorema 2.5.8 se encuentra

F(b+ 1) a+b

@) =t "

Otro importante resultado es el de intercambiar el operador por el proceso de limite.
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Teorema 2.4.8. Sean o > 0 y (fr)32, una sucesion de funciones continuas en [0,b] que
convergen uniformemente a f sobre [0,b], entonces se puede intercambiar el operador integral

fraccionario por el proceso de limite, es decir,
Je (h’m fk) — lim J°f,.
k—o00 k—o00
En particular, la sucesion de funciones (Jfx)72, es uniformemente convergente.

Demostracion. Como (fx)72, converge a f cuando k tiende a oo, entonces f es continua.

Ademas,

| () = J*f(2)] < [fu(t) = F(O)|(x — )t

T(a) Jo
1

< gl = Ml / (x — 1) Ldt

1 a
< gy = Fler

1 (e}
< m”fk — fllocd®,

entonces, |J*fi(x) — J*f(x)| converge uniformemente a 0 cuando k — oo, para todo = €

[0,b], por lo tanto, (J*fx)?2, es uniformemente convergente. O

Corolario 2.4.9. Sea [ una funcion analitica en (—h,h) para algin h > 0, y sea o > 0,

entonces
e -1 k T k4o )
T () = ; k(!(a >+<k)>r(a)D /()

para 0 < x < % Y
(J;)k-i-oz

J*f(w) = ;—W T2

para 0 < x < h. En particular, J*f es analitica en (0, h).

Demostracion. Para la primera igualdad se tiene

J* () = ﬁ / " — 0 (), (2.4)

como f es analitica en (—h, h) también lo es en [0, 2), entonces podemos calcular la serie de

3
Taylor de f(t) centrada en algin = € [0, %), asf

iy =3 = b

k!
k=0
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y sustituyendo en (2.4), se encuentra

x o0 — )k
Jof(x) = ﬁ /0 (-3 U - Dk )it

- ﬁ/o(x t)a—lk; =D gj_t) D* f () dt
1 T (—1)k(x — t)ktet
_W/Okz:%( )(k'> D" f ()t

Ahora por el Teorema 2.4.8 se intercambia la integral por la suma

resolviendo la integral se obtiene el primer resultado.

Para la segunda igualdad se expande primero a f(x) centrada en 0, entonces

(@)
fla) =) =5-D"f(0)
k=0
aplicando el operador integral, se obtiene
oo Ja
=2 (©)
k=0

ademas, usando el Ejemplo 2.4.7 pues k£ > —1, se tiene
] C(k+1) k+a

o I'(k+a
() =Y D f(0)

k=0 ’
[e'e) k! k+a

. I(k+a+1) k
k=0
o xk+o¢

=y ———— _DFF(0
;;F(k—i—l—l—a) 1(0)

que es lo que se queria demostrar. O

Ejemplo 2.4.10. Sea f(z) = e con A > 0. Calcular J*f(z) para o > 0. En el caso de
a € N es evidente que J*f(x) = A\=%e**. Sin embargo, este resultado no es el mismo cuando
a € R. Por el contrario, usando la serie de la funcion exponencial, el teorema anterior y el
Ejemplo 2.4.7, se encuentra

= (A\x)
:Jalz<k'

k=0

| >

S
k=0

= et T N T et D)
kzork+@+ kzork+@+
= IaEL(H_l()\Z’).
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Ax

La serie en el lado derecho no es e, es la funcién Ej ,11(Ax) que estd definida como

o0 tk
« t - T/ 1., o\ ) )
E ’g() kgo F(Oék? B) a>0 ﬁ>0

notese que si @« = = 1, entonces E, 5(t) = e'. La funcién E, s(t) es conocida como la

funcion de Mittag — Lef fer.

2.5. Derivada fraccionaria de Riemann — Liouville.

Después de haber establecido estas propiedades del operador integral de Riemann —
Liouville, definiremos el operador diferencial correspondiente. Para motivar la definicién,

recordando el Lema 2.2.4, que bajo ciertas condiciones es la siguiente identidad
Daf — DnJ’nfoéf’

donde « y n son nimeros enteros tales que n > «. Supongase ahora que a no es un nimero
entero. En vista de la teoria desarrollada en la seccién anterior, se puede optar por un o > 0
y n = [«], tal que el lado derecho de la identidad sigua teniendo sentido, entonces se tiene

la siguiente definicién.
Definicién 2.5.1. Sea o« € Rt yn = [«a], el operador

es llamado operador diferencial fraccionaria de orden o de Riemann — Liouwville.

Para o = 0, D° sera el operador identidad.

Una vez mas se observa que, como consecuencia del Lema 2.2.4, la definiciéon de operador de
D*f con a € R coincide con el operador diferencial D™ f con m € N, siempre que a = m.

En el Lema 2.2.4 no se habia requerido que n fuera tan pequeno como sea posible, de hecho se
le permitia cualquier nimero naturale n siempre y cuando la desigualdad n > « se cumpliera.

Una declaracién similar se mantiene cuando o € R™.

Lema 2.5.2. Sea o € Rt yn € N tal que n > «, entonces
D% =D"Jj" e,
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Demostracion. Por la propiedad de semigrupo en el Teorema 2.4.6 de los operadores J y

dado que n > [a], se tiene

DY — D!—OJ Jfa-\—a — Dan—fa]J]'cx]—a — prre

El resultado siguiente contiene una condicion suficiente para la existencia de D®.

Teorema 2.5.3. Sea f € A'Y0,b], entonces D*f emiste casi en todas partes sobre [0,b].
Ademds, D*f € L?[0,b] para1<p <Ly

Do‘f(x):m_a (x /f - adt)

Demostracion. Usando la definicion de la derivada fraccionaria de Riemann — Liouville y el

echo de que f € A0, b] se encuentra

D) = D" (g =y [ (o= 0 o)
o vieerr DRI
==f@%;5£14?x—t ( /1f cW)ﬁ
_ﬁgﬁi[}ft %a@//f )(x — 1)~ dudt
n1£a (1@ dx/‘/ﬁf )(@ —t) %mm)

Ahora por el teorema de Fubini se puede intercambiar el orden de las integrales obteniendo

o B 1 (x —u)' =
Df(x)—F(l—a (J?O‘ dx/f l—« du),

D"fw) = Fr ey (f;g) I RACES t)_adt) |

La integrabilidad es una consecuencia inmediata de esta representacion utilizando los resul-

por lo tanto

tados clésicos de la teoria de la integracion de Lebesgue. O

Ejemplo 2.5.4. Sea f(z) = 2 para algin B > —1 y a > 0, entonces

F(ﬁ + 1) xﬁ—a‘

a,.B _
Daj_rw+1—®

21



Por el Ejemplo 2.4.7, se tiene

rpg+1)
MNfa] —a+B+1)

Df(x) = Dleljlel=af(z) = Dlel[glel=ath] (2.5)

Sia— B €N, entonces el lado derecho de la ecuacion (2.5) no es mas que la derivada de un

polinomio de grado [a] — (n — B) € {0,1,...[a] — 1} y su expresion se desvanece, es decir,
Dz**] =0

para todo a >0 y s € {0,1,..., [a]}.

Por otra parte si a« — 8 no pertenece a los naturales, entonces

ap_ LBFD 54
D% _F(5+1—a)x )

— a=03
L —— a=05
50 — =09
— =1

40; a=11
— a=15

a=17

30 -

— a=19

Figura 2.2: D%2? para distintos valores de «.

Se sabe que la derivada n-ésima de una funcién constante es 0 cuando n € N. Se esperaria un
resultado analogo para cuando n no es natural, sin embargo esto no sucede para la derivada

de Riemann — Liouville, para muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5.5. Sea la funcion f(x) =1, entonces D*f(x) = F(xl—_aa), para 0 < a < 1.
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Por definicion se tiene

D" f(x) = D' (ﬁ /Oz(x - t)_adt) (2.6)

- F(ll—a)D (fl—_Z) - r(f_—aa) 70

151

1.0 H

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.3: D“1 para distintos valores de a.

Se a visto en el Teorema 2.4.6, que los operadores integrales de Riemann — Liouville for-
man un semigrupo. Ademads, los operadores diferenciales {D™ : n € N} también tienen una
propiedad de semigrupo, por lo tanto es natural preguntarse si los operadores diferenciales de
Riemann — Liouwille tienen tal estructura. El siguiente resultado muestra que la propiedad
de semigrupo se cumple solo para algunas funciones, sin embargo esta propiedad no se cumple

en general.
Teorema 2.5.6. Sea o, B3>0, ¢ € LY0,b] y f = J*P¢, entonces
D*DP f = DA ¥,
Demostracion. Por definicion del operador diferencial fraccionario, se tiene

DaDﬁf = DaDﬁJOH-/BQs — thﬂt]fa]—anmJW]—/ﬁJoH-ﬁ¢'
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Por la propiedad de semigrupo de los operadores integrales de Riemann — Liouvelle, se

encuentra
DeDP f = plel jlel=a plsl jisltey — plal jlal=a pIsl i8] jeg

por lo tanto

DD f = 6.
La demostracién de que D f = ¢ es similar. ]

Esta propiedad no se cumple para cualquier f, aqui se presentan algunos ejemplos en donde

dicha propiedad no se cumple.

Ejemplo 2.5.7. Sea f(z) =272, a =

S
Q
—
—~
=
Il
>
Nl
8
|
I

andlogamente

por lo tanto se encuentra

DDPf(x) =0 = DD f(x).

Por otro lado se tiene que
D™ f(2) = D' f(x) = -

Ejemplo 2.5.8. Sea f(z) = x%, a = % y b= %, entonces por el Ejemplo 2.5./ se obtiene

que
11 F(%+1) 1.1 F(%+1) JE
¢ = 2r2 = 2T — Dr=Y"
Df(z) = D2z F(l_%Jr%H)Dx g Dr=g
1 I 1 1 )
Dﬁf<x>_Dgx2_F(2—(§j:l>+ 1) 2,2-34+1
2 T2
PG+ s
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ast

Por otro lado, se encuentra

o ;
- g [0

entonces

En otras palabras, el Ejemplo 2.5.7 se muestra D*DP f = DPDf 4 DB f mientras que en
el Ejemplo 2.5.8 se muestra D*DPf # DD f = DB es decir, la propiedad de semigrupo

para los operadores diferenciales de Riemann — Liouville en general no se cumple.

Una de las caracteristicas principales que querfamos conseguir es D*J*f = f para o € R*.
Resulta que para la definicion de derivada fraccionaria de Riemann — Liouville si tienen esta

propiedad.

Teorema 2.5.9. Sea o > 0, entonces para toda funcién f € L'[0,b] se tiene que
DU f = f

casi en todas partes sobre [0,b].

Demostracion. Si o = 0, entonces la igualad se cumple debido a que los operadores son los
de la identidad.

Para o > 0 se toma a n = [«], entonces

D*Je f(x) = D" f(x) = f(x).

Ahora se llega a un resultado andlogo del Teorema 2.4.8.
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Teorema 2.5.10. Sea o > 0, supongamos que (fr)72, es una sucesion de funciones contin-
uas uniformemente convergentes sobre [0,b], y que D®fy, existe para todo k. Por otro lado
supongase que (D® fy)22, converge uniformemente sobre [€,b] para todo € > 0, entonces para

todo x € (0,b], se tiene
lim D°f, = D° <h’m fk> .
k—o0 k—o00
Demostracion. Por definicion de D®, se encuentra

lim D fj, = lim plel jlal=a g
—00

k—o0

Ademés, por el Teorema 2.4.8, la sucesion (J/*1=%f,), es uniformemente convergente, en-
tonces por hipétesis la sucesién (DIeljlel=« £}, es uniformemente convergente sobre cada

subintervalo compacto de (0, b], asi

lim Dol jlel-af — plal jlal-a (h’m fk> — Do (h'm fk) .
k—o00 k—o0

k—o0

]

Al igual que el teorema anterior se puede deducir inmediatamente el andlogo del Corolario

2.4.9.

Teorema 2.5.11. Sea f una funcion analitica en el intervalo (—h,h) para algin h > 0, y

sea a >0, o € R/N, entonces

= [« ke
D — - Dk

@) =2 (k)F(k+1—a) /(@)

para 0 < x < % Yy N )
T —Q
D% — Dk
10 =3 e D)
k=0

para 0 < x < h. En particular, D*f es analitica en (0, h).

Demostracion. Usando el Corolario 2.4.9, se encuentra

al-a (e e ghtiel—e k
T f(x)_z( k )F(k+1+[cﬂ—a)Df(x)'

k=0
Derivando [a] veces respecto a x, se tiene

o0

=2 (a _kw) h+1 s RO
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Aplicando la formula de Leibniz (formula que se analizard mas adelante) para la derivada de

orden [a] de un producto de funciones

o) [a]
o =3 (" i e ()P

k=0 7=0 J

n
ko(Q-M)ﬁ( ) k+klﬂ+j—a) D f ()

;L) =0siu€Nywu<j,porlo tanto se puede reemplazar el limite [«] de la

Por definicion, (

suma interior por oo y sustituyendo j = [ — k, se obtiene

« _>(m = 1 aﬁ—a l
D% f(w —kz_;l;( )( k>F(l+1—oz)Df(x)
* < fa— [ar] [or] rl
:; 0( )(l—k)l“(lJrl—a)le(x)’
ademas se tiene l
a—[al\/fa]) _ [«
> ()6 - ()
por lo tanto se cumple el resultado deseado. [

Otra propiedad interesante de la derivada fraccionaria es la linealidad.

Teorema 2.5.12. Sea f y g dos funciones definidas en [0, b] tal que D*f y D*g existen casi
en todas partes sobre [0,b] y sea ¢ € R, entonces D*(cf +g) existen casi en todas partes sobre
[0:b], y

D%(cf +g) = e¢Df + D%.

Demostracion. Esta propiedad de linealidad es una consecuencia inmediata de la definicién

del operador fraccionario. O

Cuando se trata de productos de funciones, la situacion es completamente diferente, en el caso
entero se tiene el siguiente resultado bien conocido (que ya se a utilizado en la demostracién
del Teorema 2.5.11).

Teorema (férmula de Leibniz) Sea n € N, y sea f,g € C"[0,b], entonces

D"fg) = Z (1)),
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Se puede destacar dos propiedades especiales de este resultado: La formula es simétrica, es
decir, se pueden intercambiar f y g en ambos lados de la ecuacién sin alterar la expresiéon y
para evaluar la derivada enésima del producto fg, solo se necesita la derivada hasta el orden
n de f y de g, en particular, ninguno de los factores necesita tener un derivada de orden
n + 1. El siguiente teorema transfiere la férmula de Leibniz para el orden fraccionario, y es

inmediatamente evidente que estas dos propiedades se pierden.

Teorema 2.5.13 (Férmula de Leibniz para los operadores de Riemann — Liouville). Sea

a >0, ysean f, g dos funciones analiticas sobre (—h,h) con h > 0, entonces

Lo « > «
Dlfslie) =3 () D@0 @+ Y (7)),

k=0 k=|a|+1

h
para ) < x < 3.

Téngase en cuenta que en esta teorema k recorre los niimeros enteros positivos, y por lo tanto
se debe tener f € C*°[0,b] con el fin de que el lado derecho tenga sentido, mientras que g
s6lo necesita suavidad hasta el orden «, pero para la prueba es necesario la analiticidad del
producto fg, y esto generalmente sélo se asegura si g también esta en C*°[0, b]. Esto muestra
que las dos propiedades principales indicadas arriba se pierden. Por ultimo cabe mencionar
que en el lado derecho esta el operador integral de Riemann — Liouville, expresion que no
estaban presente en la formulacién clasica. A pesar de todas estas diferencias se recupera
el resultado clasico del resultado fraccionario usando un valor entero para «, porque los

coeficientes binomiales (2‘) desaparecen para k > a de modo que la segunda suma desaparece.

Demostracion. En vista del Teorema 2.5.11, se tiene
D) = 3 (4) - DH{pgl(a)
giE = K)Th+1—a) I

k=0

Aplicando la férmula cldsica de Leibniz al operador D*[fg] e intercambiando el orden de la
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sumas, haciendo 7 + [ = k, se obtiene

i =3 () mz (") s@ntgte)
-23 () mira (3) e
-2 () ra( )P

ademas, dado que

)5 -000)

iD]f ( ) i (az_j) r(j fﬁf_ﬂg@

=0

,._0( st 2( et
> (> )2 <_(jl_ a))wfﬁf — D).

Jj=la+1

se encuentra

Por la primera parte de el Teorema 2.5.11, el Corolario 2.4.9 respectivamente y sustituyendo

en la suma interior se obtiene el resultado deseado. ]

Después de haber establecido una teoria de operadores diferencial e integrales de Riemann —
Liouville por separado, ahora se dira como se relacionan. Un primer resultado muy impor-
tante ya se ha demostrado en el Teorema 2.5.9, es decir, el D es la inversa izquierda de J?.
Sin embargo, no se puede afirmar que se trata de la inversa por la derecha, més precisamente,

se tiene la siguiente situacion.

Teorema 2.5.14. Sea o > 0. Si existe alguna funcién ¢ € L'(0,b] tal que f = J%¢, entonces
JODf = f

casi en todas partes sobre [0, b].

Demostracion. Por definicion de f y por el Teorema 2.5.9, se encuentra

J*D*f = J*[D*J%¢] = J%¢ = f.
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Si f no es de la forma que aparece en el teorema anterior, entonces se tiene lo siguiente.

Teorema 2.5.15. Sea o« > 0, n = [a] y supongamos que f es tal que J"~*f € A"[0,b],

entonces ek
JDf(x) = f(x) - 2T h Tim DL f(2).
Por otro lado, para 0 < o < 1 se tiene
o1
JD° (@) = (@) = s lim 10 )

Demostracion. En primer lugar, tengase en cuenta que los limites a la derecha existen debido
a la hipdtesis sobre f que implica la continuidad de D"~ 'J"=%f. Ademds, debido a este
supuesto, existe alguna ¢ € L'[0, 0], tal que D"~ 1J"~*f = D"~ "= f(0) + J'¢. Esta es una

ecuaciéon diferencial ordinaria de order n — 1 para J" “f, su solucién es de la forma

T (x Zg lim D*J"= f(2) + J"¢(),

z—0t

entonces por definiciéon de D* y el Teorema 2.5.9,

JUDf(z) = J*D"J"* f(z)

n—1 k
= JeD" 77 M, DFJ=f(2) 4+ J"p(x)
k=0 B ) (2.7)
= JeD"J"( Z ‘]aDn lim DFJ" % f(2)
o ! z—07t
= JY%(x).

Ahora, aplicando el operador D"~ ¢ a ambos lados de la solucién de la ecuacién diferencial

ordinaria y en vista del Teorema 2.5.9, se encuentra

n—1
D'I‘L—Oé —a
f@) =) = lim DEJ"f(2) + D" "¢ (x)
k=0
n—1
Dn—ayk
— S dim DRI (2) + DU ().
—o ! z—0F

Utilizando el Ejemplo 2.5.4, la propiedad de semigrupo de los operadores integrales frac-

cionarios y el Teorema 2.5.9, se obtiene que

3

-1 k+a—n

k tn—a «
Fk+a—n+1)z1i>%l+DJ f(2) + (). (2.8)

k=0
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Finalmente sustituyendo a k& por n — k — 1 en la suma de la ecuacién (2.8), despejando a

JY(x) y por (2.7), se tiene

lim D" k=t = “f(z),

T Oé—k’) z2—0t

JUDf(x) = J@(z) = f(r) —
encontrando asi el resultado desea. O

En el Ejemplo 2.6, se mensiona que la derivada de Riemann — Liouville de una funcién
constante no es cero para x > 0. Debido a esto surgio la idea de definir la derivada fraccionaria

de la siguiente forma.
Definicién 2.5.16. Sea a € RT yn = [«], el operador
Def = J oDy

es llamado operador diferencial fraccionario de Caputo de orden a. Para o =0, D° serd el

operador identidad.

Notemose que, en este caso primero se deriva la funcion y después se integra, con esto se
obtiene la siguiente propiedad.
Si f(z) = k, entonces
D2 f(x) = 0.
Ahora se presenta el analogo del Ejemplo 2.5.4.

Ejemplo 2.5.17. Sea f(x) = 2” para 3 > 0, entonces

0 si Be{0,1,2,...,n—1},

fnls siBEN, B>n 6 BEN, f>n—1

D¢ f(x) =

2.6. La transformada de Laplace

Antes de definir la transformada de Laplace se define primero una funcién integral muy
importante para este analisis, se menciona como el siguiente teorema.

Teorema 2.6.1. Sea [0,00), y f,g € L'[0,00), entonces la integral

/f (x —t)d

existe para cualquier x € [0,00) y define una funcion f x g € L'[0,00). Ademds, si f,g,h €

L0, 00) se cumple que
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1. fxg=gxf.

2. fx(g*h)=(fx*g)=h.

3. f*x(g+h)=fxg+ fxh.
La funcion fxg, es llamada la convolucion o convolucion producto de las funciones f y g.
Demostracion. La prueba de estas propiedades salen inmediatamente de la definicion. O
Acontinuacion se da la definicién de la Transformada de Laplace.

Definicién 2.6.2. Sea f una funcion definida en 0 <t < 0o, la transformada de Laplace de

la funcion f se define como

L)) = [ e (e,

0

para 0 < s < 00.

Ejemplo 2.6.3. La funcion f(t) =1 tiene transformada de Laplace L{f(t)}(s) = T definida

en 0 < s < oco. En efecto,

L{f(t)}(s) / T et = 1 ’ “stdt = 1 " SR .
s) = e = lim e = lim | — - ==
0 oo J b—ro0 s s s’

para 0 < s < 00. Se observa que la integral diverge si s < 0.

Teorema 2.6.4. (Criterio de Existencia). Supongase que [ es una funcion definida en 0 <

t < oo que satisface las siguientes condiciones.

1. Cada intervalo finito [0,b] se puede dividir en un nidmero finito de intervalos
[07 b1]7 [bla b2]7 ... [bn—17 b]
tales que f es continua en (by_1,by) y lm f(t), Um f(t) existen y son finitos,
t—br_1 t—by

2. Existen constantes, a € R y M > 0, tales que
[f()] < Me™

para 0 <t < 00,
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entonces f tiene transformada de Laplace definida en el intervalo a < s < 0.

Si f cumple con estas dos propiedades se denomina funcién continua por tramos de orden

exponencial en 0 <t < oo.

Demostracion. Por la propiedad 2) se tiene que
o0 o0 oo M
/ le st f(t)|dt < / e tMedt = M/ e~ gt =
0 0 0

para a < s < oo. La condicién 1) garantiza que las integrales finitas [ e f(¢)dt existen para

todo b > 0. O

Este operador tiene las siguientes propiedades bésicas que, en particular, lo hacen de utilidad

en el calculo de soluciones de problemas de valor inicial, en ecuaciones diferenciales.

Teorema 2.6.5. Sean f y g funciones continuas por tramos de orden exponencial en 0 <

t<ooyneN, aeR, entonces
1. L{af + g} = aL{f} + L{g},

2 L) = (20 - £ ),

. (<1 f} = £,
b £AF % g} = LU} ELg),
5 LU Frir) = LAY

Demostracion. Solo se prueban la igualdad 2) y la 4) que son las mas interesantes. Para la

demostracion de 2) se usa induccién sobre n. Para n = 1, integrando por partes se tiene

ciy = [ et = ol s [ et nd = -0 + s}

esto es debido a que |f(t)] < Me™ lo que implica que limy;_,o, e ! f(t) = 0 para s > a.

Supongase que se cumple para n, entonces se demostrara que se cumple la siguiente igualdad.

(k) (
L{FY = (ﬁ{f} Zf i )

En efecto, como
LU} = L{(F) ) = = F0(0) + sL{f™),
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entonces usando la hipétesis de induccién se obtiene

st = o4 (ﬁ{f )

Se demostrara ahora el inciso 4), por definicién

-t ([
N /0°° /000 e f(2)g(y)dwdy,

haciendo el cambio de variable t = x + y, se encuentra

cinetor= [ " e Oste - oty
Como se esta integrando sobre el conjunto
{(t,y) =0<y<oo, y<t<oo}=A{(t,y):0<t<oo, 0<y <t}
entonces, usando el teorema de Fubini se pueden escribir las integrales como
L{f}L{g} - / / £t = y)gy)dydt = L{f * g},

[]

A continuacién se presenta una breve tabla de las transformadas de Laplace de algunas

funciones
f@) | L{f}(s)
1 1
|
sen(at) | =io
cos(at) e

Una propiedad fundamental de la transformada de Laplace es el siguiente teorema.
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Teorema 2.6.6. (propiedad de inversion). Sea f y g funciones continuas por tramos de orden
exponencial en 0 < t < oo. Si L{f}(s) = L{g}(s) en un intervalo a < s < 0o, entonces en

cada intervalo finito [0,0] se tiene f(t) = g(t), salvo a lo mds un nimero finito de puntos.

La propiedad de inversién implica que dada una funcién F' definida en un intervalo a < s < oo,

si existe una funcion f definida en 0 <t < oo tal que
L{f} =F,
entonces la funcién f es esencialmente unica.

Definicién 2.6.7. Una funcion F' definida sobre a < s < 0o, tiene transformada inversa de

Laplace si existe una funcion f definida en 0 <t < oo tal que

L{f} = F.
En este caso, se dice que f es la transformada inversa de Laplace de F y se denota por
LYHF}.
También, las propiedades basicas de la transformada de Laplace implican propiedades de

la transformada inversa de Laplace. Por ejemplo, si f y ¢ tienen transformada inversa de

Laplace, se tiene:

1. L Haf + g} =al ™ H{f}+ L g}
2. L7Hg™} = (=1)"t"L™{g}
3. L~ fg} =L} L g}

4 LY [ g(r)dr} = 12 g},

para a real y n natural.

A continuacién se presenta una tabla con algunas transformadas inversas de Laplace

f(s) | L7HfH®)
% 1
Sia eat
| T
L tozfl
5 I'(a)
oz | sen(at)
e cos(at)
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paran € N, a > —1 y a constante.

Supongase ahora que se desea hallar la solucién z(t) del problema de valor inicial
" +ax' +bx = f(t), t>0,
x(0) = xo,
7 (0) = x,.
Aplicando la transformada de Laplace
L{z" + ax’ + bz} = L{f(t)},
entonces por la propiedad 2) de la transformada de Laplace, la ecuacién se reduce a

s2L{x} — s2(0) — 2/ (0) + a (sL{z} — z(0)) + bL{x} = L{f}.

Asi la transformada de Laplace de la solucién x(t) es

 L{f} TS + axg +
E{x}_sz—l—asqu s24+as+b

I

entonces la solucién de la ecuacion en 0 < ¢ < 0o se obtiene mediante la transformada inversa

de Laplace, es decir,

_ L{f} xos + axg + 1}
_ 1 0
2(t) =L {52+as+b+ s2+as+b |’

Considerese el modelo de crecimiento poblacional

(2.9)
x(0) = xo,
donde, z(t) es el nimero total de la poblacién de alguna especie, xy es el nimero de la

poblacién al tiempo t = 0y f(t) es una fuente que interviene en el modelo.

Aplicando la transformada a la ecuacién (2.10), se obtiene

sC{x} —x(0) — alf{z} = L{f ()},

entonces

Loy = %o EU@) (2.10)

Ss—a S—a

Aplicando la transformada inversa a (2.10), se encuentra
z(t) = zoe™ + ™ x f(t)

¢ (2.11)
= zoe™ + / ea(t_T)f(T)dT.
0
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En estos ejemplos solo se a utilizado la transformada de Laplace para resolver problemas
con derivadas enteras, sin embargo existen propiedades de esta transformada que permiten
encontrar la soluciéon de problemas con derivadas fraccionarias, por ejemplo para la derivada

de Caputo y la derivada de Riemann — Liouville se tiene la siguiente propiedad.

fa]-1
L{Dgf(x)} = s*L{f(x)} = D "1 fP(0), (2.12)

k=0
[a]—1

L{D*f(x)} = s"L{f(x)} — Y slIF1DHIT p)(0).

La prueba no es dificil solo se usa la definicion de la transformada de Laplace. Otra propiedad

que es conveniente es la siguiente

a—p
antBo1 (n) | oy nls
L{t Eaﬁ(at )= —(sa EpATE (2.13)

Considerese ahora

Dga(t) — ax(t) = f(t), t > 0,a € (0,1), (2.14)
z(0) = xp.

Por (2.12), se tiene
s°L{x} — s '2(0) — al{x} = L{f(2)}

asi

L)}

S
£{JC}ZSO‘—CL s —a

Aplicando (2.13), se encuentra
2(t) = 2o Eq1(at®) + 1% Ey o(at®) x f(t)
' (2.15)
= xOEa,l(ata) + / (t - T)a_lEoe,a(a'(t - T)a)f(T)dT'
0

Notese que la ecuacién (2.11) y la ecuacién (2.15) coinciden cuando a = 1.
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Figura 2.4: Solucién para la ecuacion (2.15), con zq = 5, f(t) = 0 y distintos valores para «,

tomando primero a = 2 y despues a = —2.
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Capitulo 3

Ecuaciones de difusion

La segunda ley de la termodinamica es un principio general que impone a la direccién de
la transferencia de calor, por ejemplo, cuando dos objetos que estan a diferente temperatura
y se ponen en contacto térmico entre si, el calor fluye del objeto més calido al mas frié, pero
nunca del més frié al més célido, esta ley es experimental y su nombre es Ley de Fourier (la

ecuacion q,(x,t) = qu(z,t) de difusién de calor es el caso mas sencillo).

glx t)

ool

EI.EI4_— ”,-“'.r ., —_ t=0.5
002} A o
o.ozf P RN

- {. bty
001F X\

Figura 3.1: Comportamiento de la difusion de calor sobre un intervalo.
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—_— t=0.5
----- t=0.6
.......... t=0.7
———— t=0.9

Figura 3.2: Comportamiento de la difusién de calor sobre R*.

3.1. Ecuacion de difusion sobre una semirrecta

En esta seccién, se estudia el modelo de difusién mediante el método de Fokas ver [2],
éste método sirve para construir funciones integrales para ecuaciones de evolucién sobre la

semirrecta y utiliza la siguiente variante de la transformada de Laplace:

L{f(z)} = /000 e~ * f(x)dx, Im(k) <O, (3.1)

ésta trasformada cumple todas las propiedades antes mencionadas de la trasformada de la
Laplace, la tnica diferencia es que ahora se trabaja en el plano inferior tomando I'm(k) < 0,

~

por notacién la llamaremos como f(k). La trasformada inversa ésta dada por:

fla) =5 [ e Fmar

2 J_
Considerese el modelo de difusién con valor inicial y de frontera siguiente
q@(x,t) = @ue(2,t), x>0, tel0,T],
q(x,0) = qo(x), (3.2)
q(0,2) = g1 (t).
Se construira la representacién integral de la soluciéon de éste modelo de difusién. Por la

ecuacién (3.1), se tiene
@(k,t) = / e kg, (x,t)da, (3.3)
0
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sustituyendo la ecuacién (3.2) en la ecuacién (3.3), se encuentra

qi(k,t) = /000 e g (z,t)dx,
integrando por partes se tiene
Akt = [ e daa)
0
= [e"™ qu(z, )] + ik /000 e *dq(z,t)
0 0.0) + ikl aa O + ik [ e gt
= —q,(0,t) +ik[—q(0,t) + ikq(k, )]
= —02(t) — ikgi(t) + (ik)*q(k, 1),
donde g5(t) = ¢.(0,1), asi
Gi(k,t) = —g2(t) — ikgi(t) + (ik)*q(k, t). (3.4)

Notemose que la ecuacién (3.4), es una ecuacién diferencial ordinaria para q(k,t), entonces

multiplicando por su factor integrante e~ ()%t o integrando por partes respecto de t, se obtiene

que la parte izquierda de (3.4) queda de la siguiente manera
t t .
/ e~ q (k. s)ds —/ e~ dq(k, s)
0 0
t
= [ g )+ R ek, s)ds (35)
0
t
=G~ (k. 0) + () [ e gk, s)ds,
0
mientras que la parte derecha queda como
t t .
—/ e 50, (s )ds—zk:/ —0)%s g (s)ds + (2/{)2/ e~ R gk, s)ds, (3.6)
0 0 0
entonces igualando las ecuaciones (3.5) y (3.6), se encuentra
T1\2 4 ~ t 1.\ 2 t ik 2
e TGk, t) = @ (k) —/ e~ 78 gy (5)ds — zk/ e~ s g (s)ds.
0 0
Asi

eI Gk, 1) = Qo(k) — Ga(—(ik)2, 1) — ik, (—(ik)%, 1), (3.7)
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donde

k) = [ "ok, (s)ds, (3.8

j=1,2¢eIm(k) <O0.
Aplicando la transformada inversa a la ecuacién (3.7) se obtiene

1 * 1 o
q(%,t) _ 2_/ zk::c-l—(zk) (/{J)dk‘ o 2_ zk:c+(zk)2t~ ( ('L/{J) )dk
- " 3.9)
2 °

. 6ikw+(ik)2tk§1 (—(i/{?)Q, t)dk’
2m J_o

Notemose que si k = kr + ik;, se tiene que ik = ik — k;, asi €’*® tiene decaimiento si 0 < k;

dado que z > 0, por otro lado et tiene decaimiento si Re((—k)?) < 0 dado que t > 0, y

esto sucede en la region |k;| < |kg|, entonces se puede intercambiar el contorno de integracién

por 0D donde
—3m =57 T
D = {]{IECATQ(/{Z) S <T,T:| U [Z,E}}7

asi la ecuacién (3.9) queda

_ 1 OO ikx+(ik)%t 1 ikax+(ik) 2t~
q(z,t) = o /_Ooe qo(k)dk o e Go(—(ik)?, t)dk

1
2

(3.10)
eikzx-i—(ik)?tk,gl (_ (Zk‘)Q, t)dk’

Por otro lado, haciendo el cambio de variable & — —k en la ecuacién (3.7) y dado que las

ecuaciones (3.8) quedan invariantes, se tiene
e WGk, 1) = Go(—k) — Ga(= (1K), 1) + ikga (= (ik)%, 1), (3.11)

notese que esta ecuacion es vélida en la regién 0 < k;, ademés por el teorema de Cauchy [11]

se tiene
/ e*qg(—k, t)dk = 0,

entonces despejando a go(—(ik)?,t) de (3.11) y sustituyendo en (3.10) se encuentra

1 [ 1 A
- zkz-‘,—(zk k’)dk’ - €ka+(2k)2t§/[6(—k')dk’
" or oo 2m

i/ zk;:c—l—(zk tl{?g ( (ik)2,t)d]€,

T Jop
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ahora por definicién de ¢ y de g; se tiene

1 00
q(ﬂ?,t) 27.(/ zka:-i—(zk /O e~ tky ( )dydk‘
L st / ™ g (o) dydk

0

21 J,

_ 1/ zka:-l-(zk 2tk/ —(ik)? dek
@ 0

Prif K )

Figura 3.3: Region D para la ecuacién de difusién de calor

Usando el teorema de Fubini para intercambiar las integrales se obtiene

1 00 oo -
ala,t) = / a(y) / (MR g gy
0

27 oo

1 o ) X
_ 5 / % (y) / ezk(z-ﬁ-y)-i—(zk)ztdkdy
T Jo oD
t

_l/ 91(8)/ 6ikm+(ik)2(t_s)kdkd8.
T Jo oD

Por lo tanto, la representacién integral de la solucién del modelo (3.2), es

o0 t
Al t) = / GO (2, y, aoly)dy + / GP) (a1 — 5)gu(s)ds,
0 0

donde

T -0 oD
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GB(x,t —s) = - / felket R (=s) g
oD

(e

3.2. Ecuacion de difusion anomala sobre una semirrec-
ta

La ecuacién de difusion de calor se utiliza para los casos ordinarios en medios normales. Sin
embargo, en muchos casos, los procesos tienen lugar en medios anémalos (tejidos orgdnicos,
materiales heterogéneos, etc.) con caracteristicas que puede afectar a la evolucién del flujo
de energia, por ejemplo, la heterogeneidad del medio es un factor que puede modificar la
velocidad del flujo de energia, pero es natural que la segunda ley de la termodindmica (ley
de Fourier) no puede ser modificada, por esta razén es necesario introducir una variante
que permita caracterizar este tipo de procesos complejos. Una manera posible de modelar
esta variacion es usar una derivada fraccionaria en la densidad de flujo de energia, de tal
manera que esta derivada fraccionaria caracterice a la fuerte anormalidad del medio. Es
por eso que después de haber estudiado en la seccion anterior el modelo de difusién con
derivada clésica, se estudiara ahora el modelo de difusién usando la derivada fraccionaria de
Riemann — Liouville y también se usaran las ideas del matematico Athanassios S. Fokas, es

decir, se usara la transformada
qi(k,t) = / e kg, (2, t)dx, Im(k) <0 (3.12)
0
para encontrar la representacion integral de la solucion del siguiente problema de valor inicial
y de frontera que involucra derivadas fraccionaria de tipo Riemann — Liouville. Sea

q(x,t) = D%q(x,t), x>0, tel0,T],
q(7,0) = qo(w), (3.13)
J27QQ<O’ t) = gl(t)v

donde D¢ es la derivada fraccionaria y J?=® es la integral fraccionarias de Riemann —

Liouville respectivamente, 1 < a < 2.

Sustituyendo la ecuacion (3.13) en la ecuacién (3.12), se encuentra

th(k:,t):/ e_ikxDﬁq(x,t)aM:/ e_ikngJQ_“q(:r,t)dx,
0 0
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haciendo integracion por partes se tiene
@k, t) = /00 e *rdDL (2, t) = [e”** DLI*q(x, 1)]5° + ik /00 e * DL q(z, t)dx
0 0
= —D.J*%(x,t)|o + ik /000 ek d 2 (x, t)
= —D:Pq(x,t)|o + ik[[e" R T2 (2, 1)) 4 ik /OO e~ ke J2maq(z, t)dx)
0

= —D,J*%(z,t)|o + ik[—J* q(z,t)]o + ikﬁ*\aq(/{, t)]

= —ga(t) — ikgi(t) — KT ~q(k. ),
por lo tanto

Gi(k,t) = —ga(t) — ikgu (1) + (ik)? T2=q(k, 1), (3.14)
donde
DLI2q(0,1) = ga(t).

Por la propiedad 4) del Teorema 2.6.5, se tiene

1 T 1 -~

oy ) xalht) = s FR)athk.). (3.15)

T2=aq(k,t) =
donde f(z) = 217, ademds se puede probar que

~

f(k) = / R (ik)*°T(2 — a), (3.16)
0
asi sustituyendo (3.16) en (3.15), se tiene
T2=aq(k, t) = (ik)*2q(k, 1), (3.17)
y finalmente sustituyendo (3.17) en (3.14), se encuentra la ecuacién
Gk, t) = —g2(t) — ikgi (t) + (ik)*q(k, 1), (3.18)
donde (ik)* = |k|*e™(@90F) v se elige arg(k) de la siguiente manera: para a € (1,4/3],

ﬂ%&)‘) < arg(k) < m2-a) y para a € (4/3,2), _T?”r < arg(k) < 5. Notemose que al igual

«

que en la ecuacién (3.4), la ecuacién (3.18) es una ecuacion diferencial ordinaria para q(k,t),
entonces procediendo como en el caso clasico, es decir, multiplicando por su factor integrante
ik)ot

e ( e integrando por partes respecto de t, se encuentra

t t
R :@(k)—/ e‘("’“)asm(s)ds—z’k/ e” Mg, (s)ds,
0 0
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por lo tanto
Gk, 1) = Go(K) — Tol~(ih)", 1) — G (—(iR)°, 1), (319)
donde

gi(k,t) = /Ot eksgj(s)ds, (3.20)

j=1,2¢eIm(k) <O0.
Despejando q(k,t) de (3.19) se tiene

Z]\(ka t) = B(Zk)atéa<k) - e(ik)at§2(_(ik>aa t) - ike(ik)atal(_(ik)a7 t)v (321>
y aplicando transformada inversa a la ecuacién (3.21), se encuentra

1 * ik) Xt~ 1 > ikx+(ik)“t~ A

q(z,t) = g/ MGy (k) dk — o [ M G (— (k)7 ) dk
e o0 (3.22)

D[ R G (— (ik), £k

— 5 N

2 ’ 2 20 2a

Notemose que si arg(k) € [_(3+a)ﬂ _(1+a)7r] U [(l_a)ﬂ (3_a)”}, entonces Re(ik)* < 0, asi de-
formando el contorno de integracién a el contorno 9D en la ecuacién (3.22), donde la regién
D esté definida por arg(k) € (F2=2% _ (7 4 €)), para a € (1,4/3] y € > 0 suficientemente

(07

pequeiio, arg(k) € (=2, =22] U [M z ] para « € (4/3,2), entonces

27« a 720

1 [ e 1 il ikt~ e
q(z,t) = %/ Rt RNE (k) dk — py ket g (= (ik)®, t) dk
- oD (3.23)
v 6ika:+(ik)atk’§1 (—(’lk)a,t) dk.
2T aD

Ahora, haciendo el cambio de variable k — ke™"a en (3.19) y dado que las ecuaciones (3.20)

quedan invariantes, se obtiene

e—<ik>°‘ta<ke—i%,t) - (ke—*) G (= (ik), 1)

) (3.24)
—ike Vo gy (—(ik)*, 1) .

Se observa que la ecuacién anterior es vélida para Re(k) < cot (2) Im(k), ademds por el

/ eikqu(ke—i%,t) dk = 0,
oD

teorema de Cauchy
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a=1.24
a=1.5
a=1.7
a=1.89

HEE &

Relk]

Figura 3.4: Region donde se cumple la ecuacién (3.24), para distintos valores de a.

entonces sustituyendo go (—(ik)*,t) de la ecuacién (3.24) en la ecuacién (3.23) y usando la

ecuacion anterior se llega a

1 [ e 1 , o e
Q(.T,t) = %/ ezkz+(zk) tqo(k,)dk. _ _/ ezkx+(zk) tqo (ke 7’2a ) dk
oD

o T
e & sin (g)

™

/ MR gy (—(ik)*, t) dk.
oD

Ahora por definicién de ¢y de g; se tiene

1

q(x,t) _ %/ eikw—l—(ik)at/o e‘ikyqo(y)dydk:

1 ) i o _om

- 6zkx+(zk) t/ ezke @ qu(’y)d’ydk
21 Jop 0
e~'a sin (g)

t
/ eikx+(ik)atk / e_(ik)asgl(s)dsdk,
T D 0
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5L

Figura 3.5: Region D; para a = 1.5y Dy para a = 1.7 de la ecuacién de difusiéon anémala.

usando el teorema de Fubini para intercambiar las integrales se encuentra que la repre-

sentacion integral del problema (3.13) es

00 t
ala,t) = / GOz =y, t)ao(y)dy + / GB) ()t — )g1(s)ds,
0 0

donde

(1) 1 o0 ik(z—y)+(ik)*t ik(w—ye_i%’r)-l-(ik‘)at
G (z,y,t) = Py MRk — e dk
T \J_oo oD

e la sin (g)

GB(z,t —s5) = -

/ keikx+(ik)a(t_s)dk.
oD
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