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Resumen

Uno de los problemas mas grandes que ha enfrentado la humanidad son las
epidemias provocadas por enfermedades infecciosas, estudiaremos una de las en-
fermedades infecciosas transmitida por vectores que dada su denominacién es un
gran problema de salud publica, se propone estudiar la dindmica de transmision
del virus del dengue.

Segun la OMS (Organizacién Mundial de la Salud), la epidemiologia es el
estudio de la distribucién y los determinantes de estados o eventos (en particu-
lar de enfermedades) relacionados con la salud y la aplicacién de esos estudios
al control de enfermedades y otros problemas de salud. Hay diversos métodos
para llevar a cabo investigaciones epidemiolégicas: la vigilancia y los estudios
descriptivos se pueden utilizar para analizar la distribucion, y los estudios ana-
liticos permiten analizar los factores determinantes.

La epidemiologia estudia la evolucion de una epidemia a travez del tiempo,
con el objetivo de predecir su comportamiento. Asi, entonces se analiza la en-
fermedad para asi poder desarrollar acciones de prevencién y erradicacién.

El modelo matematico de epidemias consiste en el uso del lenguaje y he-
rramientas matematicas para explicar y predecir el comportamiento de agentes
infecciosos y potencialmente daninos a poblaciones humanas o animales. Los
modelos matematicos son una herramienta no tanto para resolver problemas
muy complicados, pero si son una herramienta muy 1util, la veracidad del mode-
lo sera tan buena, como tan buenos y veridicos sean los datos a utilizar, es decir,
que tan cerca de la realidad estamos. El andlisis y la interpretacién correcta de
los resultados obtenidos del modelo lo hardn confiable si al ser cotejado con
resultados obtenidos con anterioridad las predicciones obtenidas sean similares
y siga siendo vélido conforme van existiendo nuevos datos.

Los modelos matematicos pueden ayudarnos a predecir el curso de una epi-
demia dentro de una poblacién, nos proporcionan herramientas para determinar
valores umbrales, los cuales nos van a ayudar a determinar bajo que condiciones
es latente o no, el brote de una epidemia.
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RESUMEN v

Nuestro modelo a considerar es:
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para describir la dindmica del mosquito transmisor del Dengue Clésico.

Se realiza el estudio analitico del modelo planteado lienalizando alrededor del
punto de equilibrio libre de enfermedad, con la ayuda la matriz de la siguiente
generacién se calcula el numero reproductivo basico Ry, que se define como el
nimero promedio de infecciones causadas por individuo infeccioso cuando éste
es introducido en una poblacién totalmente susceptible.

Con la definicién anterior, no es dificil ver que si Ry > 1 los individuos infec-
ciosos al inicio de la enfermedad incrementaran el nimero de nuevas infecciones,
es decir, se producird un brote epidémico, y en el caso contrario Ry < 1 los in-
dividuos enfermos serédn, como poblacion, poco eficientes como transmisores y
la enfermedad acabard por desaparecer. Si Ry = 1 cada individuo infeccioso
simplemente se reemplazard a si mismo y no se producira un brote epidémico
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Capitulo 1

Introduccion

En el transcurso de la historia de la humanidad las enfermedades infeccio-
sas han sido un problema de salud publica que afectan no sélo a quienes las
padecen, sino a la sociedad en su conjunto y a los gobiernos de ésta. Muchas
de estas enfermedades pueden desencadenar brotes epidémicos; una epidemia
es una enfermedad que se propaga durante un cierto periodo de tiempo en una
zona geografica determinada y que afecta de manera simultanea a un gran nu-
mero de personas y llegan de poner en riesgo la estabilidad social, econémica y
de gobierno. En otras palabras, se considera que una enfermedad es epidémica
cuando el nimero de infectados es creciente.

En ocasiones las enfermedades infecciosas son endémicas, es decir, siempre
estan presentes afectando a un numero reducido de individuos en una regién
determinada.

Si la epidemia se esparce por mas paises se le denomina pandemia y, como lo
hemos mencionado, cuando la epidemia se mantiene en una misma zona durante
un periodo de tiempo prolongado se convierte en endemia. Este es el caso de
la malaria o paludismo en varios paises africanos. El paludismo es causado por
parasitos del género Plasmodium, que se transmiten a las personas por la pica-
dura de un vector infectado, el mosquito Anopheles (en epidemiologia y ecologia
se llama vector a un mecanismo, generalmente un organismo, que transmite un
agente infeccioso o infestante desde los individuos afectados a otros que ain no
portan ese agente). De las cinco especies de parésitos que provocan el paludismo
en el ser humano, la mas mortifera es Plasmodium falciparum

El paludismo es causado por el protozoo del género Plasmodium, del cual
se han identificado alrededor de 150 especies, pero solo cuatro tienen relevancia
epidemioldgica para el humano: P. falciparum, P. vivax, P. malariae y P. ovale.
Se estima que existen zonas de riesgo de transmisiéon de paludismo en mas de
107 paises y aproximadamente 3.3 millones de personas habitan en zonas de
riesgo de transmision; asimismo, se considera que hay entre 350 y 500 millones
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de episodios de paludismo clinico por ano, la mayoria causados por Plasmodium
falciparum y Plasmodium vivax; y 2.2 millones de muertes por ano. Plasmodium
falciparum es la causa de mas de un millén de defunciones anuales, siendo una
gran cantidad de ellas ninos menores de cinco anos.

El trabajo de Sir Ronald Ross sobre la malaria ha sido de gran importancia,
tan es asi que en 1902 obtuvo el Premio Nobel en medicina por descubrir que la
malaria se transmite a través de la picadura de la hembra del mosquito Anofe-
les. Ademas, Ross planteé un modelo para demostrar que los brotes de malaria
pueden ser evitados si la poblaciéon de mosquitos se reduce por debajo de un
nivel critico. Estudios de campo comprobaron sus conclusiones, las cuales fueron
usadas para el control de la malaria en varias regiones. Modelos matematicos
posteriores al de Ross se han utilizado exitosamente para explicar la evolucién
(o dindmica) de algunas epidemias, as{ como para disenar estrategias de control
de enfermedades.

En “Ross’s A Priori Pathometry and Mathematical Epidemiology” Sir Ross
establece las bases para el estudio de la dinamica de las enfermedades infec-
ciosas. Cabe mencionar que el estudio de las enfermedades infecciosas data de
1766, fecha en la que Daniel Bernoulli publica “Essai d’une nouvelle analyse de
la mortalite causee par la petite verole”, que probablemente es el primer docu-
mento relacionado con la epidemiologia matematica. En él Bernoulli desarrollé
un modelo sobre la dindmica de transmisién y control de la viruela, Ross define
el termino Pathometry: Determinacién del niimero proporcional de individuos
afectados con una determinada enfermedad en un momento dado, y de las con-
diciones que conducen a un aumento o disminucion en este ntmero.

1.1. Dengue

El Aedes aegypti es un mosquito de origen africano, fue introducido al con-
tinente Américano durante la colonizacién mediante el transporte en sus etapas
adultas, huevos, larvas o pupas. El desarrollo completo de las larvas se produce
de 5 a 7 dias en condiciones éptimas de temperatura, 25°C . Se alimentan de
zooplancton y fitoplancton de los recipientes en que habitan, pueden resistir
temperaturas inferiores a 10°C y superiores a 46°C. Si la temperatura es infe-
rior a 13°C, por varios dias la pupa no pasard a su etapa adulta en el tiempo
normal (1 a 3 dfas), la pupa no requiere alimentacién y completa su desarrollo
a temperatura de 28°C a 32°C, en un periodo de uno a tres dias, de esta forma
variaciones extremas de temperatura pueden prolongar este periodo. El ciclo
completo de Aedes aegypti (huevo- adulto) se completa en 10 dias en éptimas
condiciones de temperatura.

Las hembras son las que se alimentan de sangre (hematéfagas) ya que necesitan
la proteina de la hemoglobina para la oviposicién, se desarrollan con mucha fre-
cuencia en los hogares y sus alrededores en un perimetro no mayor a cien metros.
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Figura 1.1: Ciclo de vida del Aedes aegypti

El dengue es una enfermedad infecciosa aguda de etiologia viral, transmiti-
da por mosquitos del Género Aedes, se conocen cuatro serotipos distintos del
virus estrechamente emparentados identificados como DEN-1, DEN-2, DEN-3 y
DEN-4. Cuando una persona se recupera de la infecciéon adquiere inmunidad de
por vida contra el serotipo que la infecté. Ademés se presenta inmunidad cruza-
da a los otros serotipos de manera parcial y temporal. Reinfecciones posteriores
causadas por otro serotipo aumentan el riesgo de padecer dengue grave.

El dengue es una infeccién transmitida por mosquitos que se presenta en
todas las regiones tropicales y subtropicales del planeta. En anos recientes, la
transmisiéon ha aumentado de manera predominante en zonas urbanas y semi-
urbanas y se ha convertido en un gran problema de salud publica.

El dengue grave (conocido anteriormente como dengue hemorrigico) fue
identificado por vez primera en los anos cincuenta del siglo pasado durante
una epidemia de la enfermedad en Filipinas y Tailandia. Hoy en dia, afecta a la
mayor parte de los paises de Asia y América Latina, y se ha convertido en una
de las causas principales de hospitalizaciéon y muerte en ninos de dichas regiones.

1.1.1. Estadisticas Actuales

En las dltimas décadas ha aumentado enormemente la incidencia de dengue
en el mundo. Més de 2500 millones de personas (que representa mas del 40 %
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Figura 1.2: Areas de riesgo de transmisién del dengue 2006

de la poblacién mundial) estdn en riesgo de contraer el dengue. La OMS calcula
que cada ano se producen entre 50 y 100 millones de infecciones por el virus del
dengue en el mundo.

Antes de 1970, sélo nueve paises habian sufrido epidemias de dengue grave.
Sin embargo, ahora la enfermedad es endémica en més de 100 paises de las re-
giones de Africa, América, Mediterraneo Oriental, Asia Sudoriental y el Pacifico
Occidental. Las regiones méas gravemente afectadas son Asia Sudoriental y el
Pacifico Occidental.

En 2008, en algunas regiones de América, Asia Sudoriental y el Pacifico Oc-
cidental se registraron en conjunto mas de 1,2 millones de casos, y en 2010, mas
de 2,2 millones (segiin datos oficiales presentados por los paises miembros a la
OMS). En fecha reciente el nimero de casos notificados ha seguido aumentando.
En 2010, se notificaron 1,6 millones de casos tan solo en América; 49 000 de ellos
fueron de dengue grave.

Ademds de que el nimero de casos aumenta a medida que la enfermedad
se propaga a nuevas zonas, se estan produciendo brotes epidémicos de caracter
explosivo. Europa ya se enfrenta con la posibilidad de brotes de dengue y la
transmisién local de la enfermedad se notificé por vez primera en Francia y
Croacia en 2010, y se detectaron casos importados en otros tres paises europeos.

Cada ano, unas 500 000 personas que padecen dengue grave (nifios en una
gran proporcién) necesitan hospitalizacién. Aproximadamente un 2,5 fallecen.
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1.1.2. Transmisién

Como ya lo hemos mencionado el principal vector de trasnmisién del dengue
es el mosquito Aedes aegypti. El virus se transmite a los seres humanos por la
picadura de mosquitos hembra infectadas. Tras un periodo de incubacién del
virus que dura de 4 a 10 dias; un mosquito infectado puede transmitir el agente
patégeno durante toda su vida, es decir presentan infectividad permanente.

Las personas infectadas infectan a mosquitos hembras susceptibles durante
el tiempo que son infecciosos cuando son picados por estas. Tras la apariciéon de
los primeros sintomas, las personas infectadas con el virus pueden transmitir la
infeccién en un periodo que va de 4 a 5 dias y teniendo 12 dias como méximo.

El mosquito Aedes aegypti vive en habitats urbanos y se reproduce princi-
palmente en recipientes artificiales que alojan agua limpia. A diferencia de otros
mosquitos, este se alimenta durante el dia; los periodos en que se intensifican las
picaduras son el principio de la manana y el atardecer, antes de que oscurezca.
En cada periodo de alimentacién, el mosquito hembra pica a muchas personas.

Aedes albopictus, vector secundario del dengue en Asia, se ha propagado
a Canadd, Estados Unidos y Europa debido al comercio internacional de neu-
méticos usados (que proporcionan criaderos al mosquito) y el movimiento de
mercancias (por ejemplo, el bambii de la suerte). El Aedes albopictus tiene una
gran capacidad de adaptacién y gracias a ello puede sobrevivir en las tempe-
raturas mas frias de Europa. Su tolerancia a las temperaturas bajo cero, su
capacidad de hibernacién y su habilidad para refugiarse en microhdbitats son
factores que propician su propagacién.

1.1.3. Caracteristicas

El dengue es una enfermedad de tipo gripal que afecta a bebés, nifnios pe-
quenos y adultos, pero raras veces resulta mortal, se debe sospechar que una
persona padece dengue cuando una fiebre elevada (40°C) se acompana de dos de
los sintomas siguientes: dolor de cabeza muy intenso, dolor detréas de los globos
oculares, dolores musculares y articulares, nduseas, véomitos, agrandamiento de
ganglios linfaticos o salpullido. Los sintomas se presentan al cabo de un periodo
de incubacion de 4 a 10 dias después de la picadura de un mosquito infectado y
por lo comin duran entre 2 y 7 dias.

El dengue grave (dengue hemorrdgico) es una complicacién potencialmente
mortal porque cursa con extravasacién de plasma, acumulacién de liquidos, difi-
cultad respiratoria, hemorragias graves o falla organica. Los signos que advierten
de esta complicacion se presentan entre 3 y 7 dias después de los primeros sinto-
mas y se acompanan de un descenso de la temperatura corporal (menos de 38°C)
y son los siguientes: dolor abdominal intenso, vémitos persistentes, respiracién
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acelerada, hemorragias de las encias, fatiga, inquietud y presencia de sangre en
el vémito. Las siguientes 24 a 48 horas de la etapa critica pueden ser letales;
hay que brindar atencién médica para evitar otras complicaciones y disminuir
el riesgo de muerte.

1.1.4. Tratamiento

No hay tratamiento especifico para el dengue, normalmente los médicos ge-
nerales recetan paracetamol, para mitigar el dolor provocado por el dengue.

En caso de dengue grave, la asistencia prestada por médicos y enfermeras
que tienen experiencia con los efectos y la evolucién de la enfermedad puede
salvar vidas y reducir las tasas de mortalidad de més del 20 % a menos del 1%,
en esta etapa es decisivo mantenerse bien hidratado.

1.1.5. Inmunizacién

No hay vacuna que proteja contra el dengue, pero en fecha reciente se han
logrado algunos adelantos. La OMS brinda asistencia técnica y orientacién a
los paises y asociados privados para apoyar las investigaciones y evaluaciones
en torno a una vacuna. Varias vacunas candidatas se encuentran en ensayos de
diversas fases.

Los tres elementos necesarios para que se desarrolle una enfermedad son:
= Kl vector.
= El agente infeccioso.
= El huésped.

Estos tres elementos por si solos no causan un problema. Es la concurren-
cia de los tres, en tiempo y espacio, lo que da como resultado una enfermedad,
cuando se conoce la causa o causas de una enfermedad, facilita la investigacién
de un tratamiento especifico, o en su defecto un tratamiento para mejorar la
calidad de vida de quien lo padece.

La prevencién o reduccién de la transmisién del virus del dengue depende
enteramente del control de los vectores o la interrupcién del contacto humano-
vector. Las actividades para controlar la transmisiéon deben estar dirigidas al
Ae. aegypti en los hébitats en sus etapas inmaduras y adultas, en las viviendas
y alrededores, asi como en otros lugares donde se presenta el contacto humano-
vector (por ejemplo, escuelas, hospitales y lugares de trabajo), a menos que
exista sélida evidencia de que Ae. albopictus u otras especies de mosquito sean
los vectores locales del dengue.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 7

1.1.6. Dengue en México

Una de las enfermedades transmitidas por vectores que representa un im-
portante problema de salud publica en México es el Dengue, debido a ello el
gobierno mediante la Secretaria de Salud (SSA) implementa medidas de pre-
vencion y control del Dengue. Dentro de las medidas de prevencién podemos
encontrar campanas de radio, donde promueven el uso de pabellones, repelentes
de mosquitos, etc.

Las medidas de Control se clasifican en:

1. Fisico: Personal de Vectores visita los hogares con la finalidad de voltear,
tapar y vaciar aquellos recipientes en donde se pueda almacenar agua,
tales como; macetas, floreros, recipientes pequenos, etc.

2. Bioldgico: Aqui se usan peces o tortugas, ya que son buenos depredadores
naturales de larvas,

3. Quimico: Nebulizaciones y fumigacién intradomiciliaria, estas se usan para
erradicar el mosco en su etapa adulta, la segunda opcién normalmente se
da cuando se han detectado casos de dengue hemorragico, colocacién de
abate (arena con insecticida) y tabletas solubles (Spinosad) en recipientes
donde se almacena agua frecuentemente, como tinacos, tambos grandes,
piletas y albercas, el abate elimina las larvas pero no la pupa, esa es la
funcién de las pastillas que si eliminan la pupa del Aedes Agyptis.

El Sistema Nacional de Vigilancia Epidemiolégica (SiNaVE) a través del Comité
Nacional para la Vigilancia Epidemiol6gica (CoNaVE) informa sobre incremen-
to de casos de dengue en el pais. Al introducirse en 1995 el DEN-3, el patrén de
transmisién de dengue que cambiaba cada par de anos (presentaba incrementos)
se ha modificado, ya que a partir del afio 2003 se ha observa un incremento signi-
ficativo de casos de dengue que en anos anteriores. El actual comportamiento del
dengue puede explicarse en gran parte por la circulacién de los cuatro serotipos
de dengue y el acortamiento en sus tiempos de alternancia, ya que cada uno de
ellos circula de manera predominante por periodos de 4 a 5 anos, al término de
los cuales inicia, de acuerdo a la susceptibilidad de la poblacién, casi de manera
simultanea la circulaciéon de otro serotipo.

Mediante dicho patrén de transmision, la poblacién susceptible, los movi-
mientos poblacionales, asi como de los indices vectoriales, ha sido posible aler-
tar, desde anos atras, a las entidades con riesgo de brotes de dengue, como es
el caso de la regién sur y centro del pais donde se pronosticé desde el ano 2011
el potencial incremento de casos atribuible a DEN-2 o DEN-3, los cuales solo
habian circulado en baja y mediana proporcién en los tultimos 10 anos.
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1.2. Epidemiologia Matematica

Segun la OMS (Organizacién Mundial de la Salud), la epidemiologia es el
estudio de la distribucién y los determinantes de estados o eventos (en particu-
lar de enfermedades) relacionados con la salud y la aplicacién de esos estudios
al control de enfermedades y otros problemas de salud. Hay diversos métodos
para llevar a cabo investigaciones epidemioldgicas: la vigilancia y los estudios
descriptivos se pueden utilizar para analizar la distribucion, y los estudios ana-
liticos permiten analizar los factores determinantes.

La epidemiologia estudia la evolucion de una epidemia a travez del tiempo,
con el objetivo de predecir su comportamiento. Asi, entonces se analiza la en-
fermedad para asi poder desarrollar acciones de prevencién y erradicacién.

El modelo matemético de epidemias consiste en el uso del lenguaje y he-
rramientas matematicas para explicar y predecir el comportamiento de agentes
infecciosos y potencialmente daninos a poblaciones humanas o animales. Los
modelos matematicos son una herramienta no tanto para resolver problemas
muy complicados, pero si son una herramienta muy 1util, la veracidad del mode-
lo sera tan buena, como tan buenos y veridicos sean los datos a utilizar, es decir,
que tan cerca de la realidad estamos. El andlisis y la interpretacién correcta de
los resultados obtenidos del modelo lo hardn confiable si al ser cotejado con
resultados obtenidos con anterioridad las predicciones obtenidas sean similares
y siga siendo vélido conforme van existiendo nuevos datos.

Supongamos que un pequena parte de una poblacién que tiene una enfermedad
infecciosa es introducida en una poblaciéon mas grande, la cual esta condicionada
a adquirir dicha enfermedad. Nos planteamos las siguientes preguntas:

1. ; Qué pasa conforme transcurre el tiempo 7.
2. j Cuantas personas se enfermaran conforme pasa el tiempo 7.
3. { Desaparacera la enfermedad o se presentard una epidemia ?

Los modelos matematicos pueden ayudarnos a predecir el curso de una epi-
demia dentro de una poblacién, nos proporcionan herramientas para determinar
valores umbrales, los cuales nos van a ayudar a determinar bajo que condiciones
es latente o no, el brote de una epidemia. Cuando se trata de enfermedades
endémicas, los modelos matematicos nos brindan informacién sobre como po-
demos controlar el desarrollo de dicha enfermedad, dado que los factores de la
endemia son locales, las autoridades sanitarias pueden determinar los factores a
tomar en cuenta y que esten relacionados con ella, que pueden ser manipulados
para evitar dicho brote. Un caso particular de endemia es el dengue, y dado que
no existe vacuna para esta enfermedad es potencialmente peligrosa.
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1.2.1. Kermack-McKendrick (1927)

Dada una enfermedad particular llamaremos susceptibles a aquellos indivi-
duos que pueden contagiarse de la enfermedad y padecerla y los denotaremos
por la letra S; llamaremos expuestos a los individuos que han sido contagiados
pero todavia no son infecciosos y los denotaremos con la letra F; llamaremos
infecciosos a aquellos que han sido contagiados y son capaces, ademas de trans-
mitir la enfermedad a otro individuo y los denotaremos con la letra I, finalmente,
llamaremos individuos inmunes a aquellos individuos que se han recuperado de
la enfermedad y ademds han adquirido inmunidad (permanente o temporal) a
la enfermedad y los denotaremos por la letra R. Los diversos tipos de enferme-
dades también pueden representarse graficamente, por ejemplo, una enfermedad
tipo SIS (catarro comin o gonorrea) se representa,

S=1

indicando con esto que los individuos susceptibles, inmediatamente son infeccio-
sos al enfermarse y cuando sanan vuelven a ser susceptibles. Una enfermedad
SITR con el siguiente grafo

S—1 —R

ool

indica que los individuos evolucionan en las etapas SIR pero, ademas se
toman en cuenta efectos demograficos: nacimientos (todos los recién nacidos son
susceptibles) como entradas y mortalidad (en los tres compartimientos) como
salidas.

Si S es el nimero total de individuos susceptibles e I es el nimero de indivi-
duos infecciosos, entoces el niimero total de contactos infecciosos es proporcional
a SI. Sea [ una constante de proporcionalidad; esta constante se puede descom-
poner en dos factores

B=co

con c el nimero de contactos por individuo por unidad de tiempo y ¢ la probabi-
lidad de que un contacto transmita exitosamente la infeccién. Luego, el nimero
de contactos infecciosos por unidad de tiempo es

BSI.

Consideremos, para fijar ideas, una enfermedad de tipo SIR. Las tasas de
cambio del nimero de individuos en la clase epidemiolégica u tiene la forma

d

Eu(t) = entradas — salidas
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donde las entradas representan nacimientos, inmigraciéon o entrada de in-
dividuos de un estadio de salud previo a u. Las salidas representan muerte,
emigraciéon o salida de individuos del estado de salud w.

En 1927, W. O. Kermack y A. G. McKendrick crearon el modelo SIR que
considera una enfermedad que se desarrolla a lo largo del tiempo y unicamente
tres clases de individuos y sin tomar en cuenta los eventos demograficos:

ds

- — _BSI
dt B3

dI

S I —~T
7 BSIT —~
dR

Pt I

dt v

en donde v es la tasa de curacion.

El modelo de Kermack-MacKendrick no incorpora procesos demograficos co-
mo nacimientos y muertes. Ahora consideremos que la poblacién de suceptibles
se renueva por nacimientos. Supondremos que la tasa de nacimiento es u y
que ésta es igual a la tasa de mortalidad. No hay, en este modelo, mortalidad
asociada a la enfermedad, el modelo es el siguiente:

as
dl
dR
@~ e

de donde 7 es la tasa de curaciéon y N =S+ I + R.

En los modelos anterirores, un término fundamental es la tasa de contacto
C(S,I) que describe el ntimero promedio de contactos entre individuos infeccio-
sos y sanos por unidad de tiempo. La ley de accién de masas establece que

C(S,1) = BSI,

es decir, la tasa de contactos es proporcional al producto del nimero de in-
fecciosos y sanos (es la constante de proporcionalidad). La tasa de mezclado
proporcional

a1 = p1

dice que la tasa de contactos es proporcional al producto del nimero de suscep-
tibles y la proporcién de la poblacién infectada (N es la poblacién total).
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Una de las primeras complicaciones manejables desde la perspectiva ma-
tematica es el periodo de latencia de la enfermedad que definimos de manera
operativa como el tiempo que tarda la enfermedad en ser transmisible en un in-
dividuo dado. Si denotamos por E al compartimiento de los individuos en este
estado latente y por n a la tasa de paso a la etapa infecciosa, el modelo es el
siguiente:

% = uN—ﬁ%—uS
dE 1

T = OxE

% = nE—~I—pul
C;—If = vl —uR

como hemos observado en los modelos antes planteados, la complejidad de
los mismos se da conforme vamos integrando nuevas variables a nuestro modelo
de estudio, pero en ello radicara el hecho de que esté mas apegado a la realidad.

En los modelos de enfermedades transmitidas por vectores, implican que el
ciclo de transmisién es el producto de los contactos entre los dos hospederos del
agente infeccioso. En el caso del dengue, las nuevas infecciones en el mosquito
se producen cuando entran en contacto un mosquito susceptible y un humano
infectado (tasa «.) Las nuevas infecciones en el humano se producen cuando
un ser humano susceptible es picado por un mosquito infectado (tasa (8.) Las
ecuaciones entonces puden escribirse como:

/

o= g(v,i)=a(l —v)i—dv
i = hv,i)=al —i)v—"i

donde § y v son las tasas de curacién de mosquitos y humanos respectivamen-
te, con las condiciones iniciales v(0) = v0 , ¢(0) = 90, en donde la solucién del
sistema de ecuaciones diferenciales se dara en la intersecién de las curvas de g y h.

Los modelos antes descritos nos permitiran encontrar el niimero reproductivo
bésico que es, posiblemente, el concepto central de la epidemiologia matematica,
que por definicién es, es el namero de infecciones secundarias promedio de un
infeccioso en una poblacién totalmente susceptible, que se denota Ry; por con-
siguiente si Ry es mayor que uno, un brote epidémico puede ocurrir (cada caso
da lugar a mds de un caso). Esta propiedad convierte al nimero reproductivo
en un indicador de la invasibilidad de una poblaciéon hospedera y de la severidad
de la epidemia.

Noétese que aqui abordamos solo algunos ejemplos de cémo se elaboran los
modelos matemadticos, para hacer notar la diferencia en la complejidad de cada
uno de ellos, los Sistemas Dindmicos aportan las herramientas necesarias para
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poder resolverlos y en caso de no encontrar una solucién explicita, nos brindaran
las herramientas para su estudio analitico y también para poder interpretar el
comportamiento de las soluciones (puntos de equilibrio) de nuestro sistema de
ecuaciones diferenciales, entre otros.



Capitulo 2

Planteamiento del Modelo

Para responder a las preguntas antes planteadas, se deducird un sistema de
ecuaciones diferenciales que describe la propagacién o diseminacion de una en-
fermedad infecciosa dentro de una poblacién, se analizara el comportamiento
de algunas de sus soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales homogéneo
o puntos de equilibrio de nuestro interes. Una vez obtenidos estos resultados,
ellos nos ayudaran a predecir el comportamiento de dicha enfermedad infecciosa.

Una de las medidas que los gobiernos como Brasil, Malasia etc., estan to-
mando para erradicar al Ae. aegypti, es introducir en la poblacién de mosquitos
silvestres, vectores genéticamente modificados (VGM), lo que ocasionard una
disminucién importante en la poblacién de moscos silvestres, la idea de mani-
pular genéticamente dichos moscos es para que su descendencia muera antes
de llegar a su etapa adulta, esta medida de control va a ser considerada como
parametro para regular la poblacién de vectores en nuestro modelo de estudio.

2.1. Crecimiento Poblacional

A lo largo de la historia el ser humano ha tenido la necesidad de predecir
el crecimiento o descenso de la poblacién de una especie dada, P.F. Verhulst
matematico Belga, introdujo en 1838 la ecuacién logistica

z = z(a — bx) (2.1)

como modelo para el crecimiento de la poblacién humana, pero para ese en-
tonces Verhulst no pudo comprobar la exactitud de su modelo debido a que no
usé los datos adecuados de censo, mas sin embargo en 1930 R. Pearl demostré
que existia una concordancia razonable con los datos experimentales para las
poblaciones de mosca de la fruta.

13
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En la ecuacién (2.1) a representa la tasa de reproducion, b es la tasa de com-
petencia intraespecie, frecuentemente es conveniente escribir la ecuacién (2.1)
en su forma equivalente

i=2(1-kzx) con k:%,b;ﬁo. (2.2)

donde k se denomina razén de crecimiento intrinseco, es decir, la razén de cre-
cimiento en ausencia de todo factor limitante, la solucién a dicha ecuacién esté

dada por
axo

= bao + (a — bxg)e—at

a(t)

con z(0) = xg.
Observese que conforme pasa el tiempo, el

lim z(t) = k,

t—o0

luego k es el nivel de saturacién, dado que las soluciones tienden asintéticamente
a k ya sea por arriba o por debajo.

Figura 2.1: Representacion de la ecuacién 2.2 para diferentes valores de k.

2.2. Poblacion de vectores y vectores genética-
mente modificados (VGM)

En la actualidad los métodos de control son insuficientes, un reto clave en
el control de Ae. aegypti es encontrar y tratar a cada uno de los lugares de
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reproducciéon del mosquito, que oviposita en diversos recipientes naturales y
artificiales. El control quimico es cada vez mas restringido debido a la alta to-
xicidad para el ser humano, la mortalidad de otros organismos, la resistencia a
los insecticidas, y otros impactos ambientales.

La liberacién de los insectos que portan un sistema dominante letal (RIDL
Release of Insects carrying a Dominant Lethal genetic system, [2], [11]) es una
estrategia de control genético derivado de la técnica clasica del insecto estéril
(TIE), que proporciona una nueva solucién a los desafios que enfrentan los es-
fuerzos actuales de control.

El objetivo de dicha préctica es que los mosquitos transgénicos se crucen con
las hembras silvestres y produzcan descendencia y que esta descendencia muera
en su face larvaria. Por lo tanto se espera que la liberacién de un gran nimero
de VGM (mayor a la poblacién actual de mosquitos silvestres) con el tiempo
reduzca la poblacién total de mosquitos adultos, ya que muchas de las crias no
alcanzaran su etapa adulta, [2]. Estos mosquitos (machos) estériles al aparearse
con los insectos silvestres, reduce enormemente la reproduccién de dicha especie
y, si un numero suficiente de machos sexualmente competitivos son liberados,
podran lograr el control local o incluso su eliminacién.

Como medida de control se estdn introduciendo al medio ambiente mosqui-
tos genéticamentes modificados (VGM), es decir, son irradiados con la finalidad;
de que al aparearse su producto no alcance la edad adulta, esta medida a llega-
do a ser muy efectiva en las pruebas de laboratorio a grado tal que algunos lo
consideran genocidio genético.

2.3. Planteando el Modelo

Para empezar consideremos que la poblaciéon de huespedes se divide en sus-
ceptibles S(t) (clase de susceptibles), infecciosos I(t), (clase de infecciosos) y
recuperados R(t) (clase de recuperados), ahora supongamos que una vez adqui-
rida la enfermedad, ésta dota de inmunidad permanente a cualquier individuo
que se haya recuperado por completo, y que su periodo de incubaciéon es muy
breve. Este dltimo supuesto implica que el individuo que contrae la enfermedad
se convierte en agente de contagio, y siendo N(t) = S(¢) + I(t) + R(t) el total
de nacimientos en la poblacién de huespedes, para mayor comodidad solo los
llamaremos N, S, Iy R.

El estado susceptible S esta formado por los individuos que no son agentes
de infeccién pero que estdn en condiciones de adquirir la enfermedad y volverse
infecciosos, los individuos de la clase S se infectardn al tener contacto con la
proporcién de vectores infectados %, con una tasa de infeccién huesped-vector
o, es decir, saldran de la clase S para pasar a ser parte de la clase I. A la clase
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de recuperados la conforman los huespedes que se han recuperado, con un tasa
de recuperacién k y que adquirieron inmunidad permanente.

Si S = S(),I = 1I(t) y R = R(T) representan la poblacién susceptible,
infecciosos y recuperados respectivamente para la poblacién de huespedes y
Mg = Mg(t) la clase de vectores susceptibles, M; = M;(t) la clase de vec-
tores infecciosos y M = Mg + M el total de nacimientos de vectores, siendo
los primeros susceptibles al virus y que se infectardn al tener contacto con la
proporcién huespedes infectados %, con una tasa de infeccién vector-huesped A,
los segundos infecciosos (portadores del virus).

Se supone que la diseminacién de la enfermedad se rige por las siguientes
reglas:

i) En el intervalo de tiempo considerado, el total de nacimientos para la
poblacién de huespedes permanece constante (N), es decir, nacen tantos
como mueren por causas ajenas a la enfermedad, a una tasa nacimiento-
muerte p.

ii) S es la rapidez con la que varfa la poblacién susceptible con respecto a el
tiempo y ésta es igual a u/N, donde i es considerado la tasa de nacimiento,
menos la proporcién del nimero de miembros S y de la proporcién de
vectores infectados %, en este caso se considera a oS % como la tasa de
contactos es proporcinal al producto del nimero de huespedes infectados y
la proporcién de vectores infectados a una tasa de infeccion vector-huesped
o, menos la cantidad de muertes de susceptibles ajenas a la enfermedad,
denominada por uS.

iii) La velocidad de cambio de la clase de seres vivos infectados I, es oS %
menos la cantidad de seres vivos infectados que se mueren por causas aje-
nas a la enfermedad ul y la diferencia de los huespedes que se recuperaron
de la enfermendad kI, adquieriendo inmunidad permanente.

iv) Parala clase de seres vivos recuperados, sea R igual a kI menos la cantidad
de seres vivos que se murieron por causas ajenas a la enfermedad pR que
pertenecian a dicha clase.

v) Para la rapidez con la que varfa la poblacién de mosquitos sanos con res-
pecto al tiempo, consideramos Mg = a(l—{)M—ﬁMé—A%MS—BMSMI,
definiendo a a(1 — §)M como la cantidad nacimientos en la poblacién de
moscos la cual consideramos variable ya que la cantidad de moscos varia
segun la época del ano en la cual nos encontremos y ésta también de-
pende de la cantidad de mosquitos geneticamente modificados que seran
liberados en el medio ambiente, &, BM g representa la competencia entre
de vectores susceptibles, )\%M s es la la cantidad de mosquitos infectados
al tener contacto con la proporcion de seres vivos infectados % y BMgMy
representa la tasa de competencia entre vectores susceptibles e infectados.
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vi) Y para la rapidez con la que cambia la poblacién de vectores infectados
con respecto al tiempo, tenemos que M; = A%MS — BM? — BMgM;, de
donde SM? es la tasa de competencia entre vectores infectados.

Dado que factores como el clima, la zona geografica, las estaciones del ano,
influyen en la reproduccién del Aedes, consideraremos que dicha poblacién se
rige por la ecuacién (2.1), asf entonces

M = oM —BM?
= aM - B(Ms + M;)?
= aM — M —2MsM; — SM}

y para describir como cambia la poblacién de mosquitos susceptibles e infec-
tados con respecto un tiempo dado ¢, tenemos que

. I
Mg = aM—ﬁMg—ANMs—BMSMI
. I
M; = /\NMS — BM} — BMsM;
esto implica que ) . .
MS + MI - Ma

luego la poblacién de vectores es variable.

Considerando que oM es el total de nacimientos en la poblaciéon de vectores,
en nuestro modelo se introducird un factor que actuara como medida de control
y afecta directamente la poblacién de mosquitos silvestres, sea e M la cantidad
de mosquitos transgénicos o VGM que seran liberados en la naturaleza, entonces
la proporcién de VGM en el total de nacimientos de vectores transgénicos en
nuestra poblacion de mosquitos serd ae M, asi entonces

aM —aeM = a(l —e)M
con 0 < € <1, ya que si € =1 tendriamos que
a(l—e)M =0

con lo cual tendriamos ausencia de nacimientos de vectores susceptibles en nues-
tro modelo, es decir, todos son genéticamente modificados, en el caso conrario
cuando € = 0 tenemos que

a(l —e)M = aM,

es decir, todos son susceptibles y no hay presencia de moscos transgénicos, luego
el modelo planteado para la poblacion de mosquitos sera:

. I
Ms = a(l —e)M —BM3Z — )\NMS — BMgM;

: I
M; = )\NMS — BM? — BMs M.
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conservando asi nuestra poblaciéon de vectores variable.

Nuestro modelo a considerar es:

: M;
§ = uN—o0S— —puS
pN —oS—r —n
: M;
I = oS— —ul —kI
oS—F —H
R = kI-puR

para la poblacién de huespedes, y

. I

Ms = ol —&M —BM2Z— /\NMS — BMgM;
. I

M; = /\NMS — BM? — BMsM;

para describir la dindmica del mosquito transmisor del Dengue Clasico. Y queda
representado en el siguiente diagrama de flujo para la poblacién de huespedes

uN

osMr
S I M I I kI R ‘
wS ul uR

y para describir los cambios de estado para la poblacién de vectores
a(l—&M

AMs £

BMZ Ms |

@ BM?

BMs My BMsM

Sea N =S+ 1+ R >0, al derivar N obtenemos que N =S+1+R =0
por lo tanto la poblacion total de seres vivos es constante. Dado que N=0 y
expresando R = N — S — I podemos eliminar R del sistema anterior, con lo que
el sistema se reduce a un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales no lineales y
acoplado en dos sistemas, es decir, el sistema de ecuaciones para los seres vivos
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y de mosquitos comparten variables, por tanto tenemos que

: M;
S = uN-—o0S— —uS
p oSor —H
, M;
I = oS— —pul—kI
o K
, I
Ms = a(l —&M — M2~ /\NMS — BMgM;
, I
M; = )\NMS—BM?—BMSMI

es nuestro modelo de estudio.

19
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2.4. Analisis del Sistema

Para encontrar los puntos de equilibrio tenemos que resolver el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales homogéneo, resultante de igualar a cero las
derivadas de nuestro modelo planteado;

My
0 = uN—-06S——— —1uS 2.3
PN = oS T (2.3)
My
0 = S—— —ul — kI 2.4
St M (2.4)
1
0 = a(l—ﬁ)(Ms-l-Ml)—ﬁMg—/\NMs—BMSMJ (2.5)
I
0 = )\NMS—BMIQ—BMSMI (2.6)
De 2.3 y 2.4 obtenemos que
nu(Ms + M)
S = 2.7
puMs + Mi(p+ o) (27)
M

(k + p)(uMs + Mr(u+ o))

nétese que S e I atin estédn en funcién de Mg y My, es decir, S = S(Mg, M;) e
I=1(Mg, Mj).

Al resolver 2.6 con respecto a My, se sigue que;

VMs(v/o/BoMs(k + p) + 4p(p + 0) = VBYMsVEF p(BoMs + 2a(p + o))

2VBVE T f(p + o)

e — VMo /BoMs(k+ ) + A+ o) + VBVMsVE F p(BoMs + 20(u + 0)
” 2VBVE T alu+ o) ’

Mrps = 0.

Una vez obtenido las expresiones para las raices de 2.6 sustituimos cada una
en 2.5 y resolvemos para Mg.

Asi, para My tenemos que

Q?(k+p)(p+o)(e —1)°

Ms1 = = g thate = 1) + pla(e = 1) = V)

V Mgos =0

a Mo le asociamos;

APkt m(uto)(e—1)°
Bo(ka(e — 1) + plale — 1) — X))

\Y Mgy = Mga = 0,

Mgz = Mg =
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y para Mrs

a(l —¢)
Mgs = “—=
B
Dado que las expresiones para las raices de 2.6 atin dependen de las valores
obtenidos en las soluciones de 2.5, sustituyendo los valores de éstas tenemos que,

V Mgs = Mgy = Mgs = 0.

aple — 1)(kale = 1) + ape — 1) + o)
Bo(ka(e — 1) + p(a(e — 1) = )

Mp = \% My =0
ae = D(kau+0)(e = 1) + plau + 0)(e — 1) = Ao))
Bo(ka(e — 1) + plale — 1) — )
V. Mpy =M =0

My =

M5 =0 \Y Mpe = My = Mz = 0.

Una vez encontrado las expresiones para las raices de Mg y M, los puntos
de equilibrio seran:

E; = (8i,1;, Ms;, My;)  con  i=1,...,6
de donde
S; = S(Mgi, My;) e I;=I(Mg;,My;)) con  i=1,...,6.

Observese que la expresién 2.3 no permite que Ey4, E5, Eg sean posibles cuan-
do Mg + M; = 0, asi s6lo nos queda por analizar los puntos de equilibrio Ej,
E2 Yy Eg.



Capitulo 3

Analisis de los puntos de
equilibrio

Sean I' = {(S,I, Mg, My) : S,I,M;,Mg > 0} vy Q = {(u,0,k,,¢,8, ) :
w0,k a, 8,2 > 0,0 <e < 1} las regiones de nuestro interés, es decir, donde los
puntos de equilibrio tienen sentido bioldgico.

Para que los puntos de equilibrio obtenidos con anterioridad tengan sentido ca-
da valor (pardmetro) de las expresiones obtenidas para las raices deberdn estar
contenidas en nuestra regién de interés, 2.

Ya que Mgy = Mgs, anal