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Resumen

Las leyes de consercacion desempenan un rol importante en la ciencia y en la ingenieria.
La meta de esta tesis es proporcionar una revision y aplicacion de los métodos mas recientes
para la construccion de leyes de conservacion usando la teoria de grupos de Lie. Clasicamente
la derivacion de leyes de conservacion para problemas variacionales invariantes se basa en el
teorema de Noether. Sin embargo N. H. ibragimov propone un nuevo teorema de conservacion

el cual se aplica para EDP o sistemas de EDP sin lagrangianos.

La ecuaciéon de Kudryashov-Sinelshchikov describe los fenémenos de las ondas de presién
en mezclas de burbujas de liquido-gas bajo la consideracion de transferencia de calor y vis-
cosidad. En esta investigacion discutimos como encontrar leyes de conservacion a la ecuacion
antes mencionada, utilizaremos una version reciente del Teorema de Noether el cual se basa
en el concepto de una ecuacién adjunta para una EDP o sistema de EDP y la introduccion de
un lagrangiano formal. Especificamente encontraremos la adjunta de la ecuacién Kudryashov-
Sinelshchikov. Para esto tenemos que conocer sus generadores infinitesimales (que seran los
que nos proporcionan las simetrias de nuestra ecuacién), y el operador de Euler-Lagrange
asociado generalizado, para posteriormente poder calcular sus leyes de conservacion usando

el teorema de N. Ibragimov.



Abstract

Trade laws play an important role in science and engineering. The goal of this thesis
is to provide a review and application of the latest methods for constructing conservation
laws using Lie group theory. Classically the derivation of conservation laws for invariant
variational problems is based on Noether’s theorem. However N. H. ibragimov proposes a
new conservation theorem which applies to EDP or EDP systems without Lagrangians. The
Kudryashov-Sinelshchikov equation describes the phenomena of pressure waves in mixtures of
liquid-gas bubbles under the consideration of heat transfer and viscosity. In this investigation
we discuss how to find conservation laws to the aforementioned equation, we will use a recent
version of Noether’s Theorem which is based on the concept of an attached equation for an
EDP or EDP system and the introduction of a formal Lagrangian. Specifically we will find the
attached of the equation Kudryashov- Sinelshchikov. For this we have to know its infinitesimal
generators (which will be those that provide us with the symmetries of our equation), and the
generalized associated Euler-Lagrange operator, to later be able to calculate its conservation

laws using N. Ibragimov’s theorem.
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Introduccion

La simetria ha sido explotada durante mucho tiempo por su belleza y por su ciencia. Por
ejemplo, el antiguo Shang en China hizo uso de la simetria en sus vasijas de bronce. Las
mezquitas espanolas muestran muchas simetrias, ademas los patrones usados en la cultura
Islamica reflejan la simetria completa de reflexiones y rotaciones en un plano bidimencional.
Hasta ahora gracias a los trabajos de los matematicos G. Pélya y P. Niggli sabemos que

existen 17 grupos de simetria en los murales! antiguos musulmanes.

Desenredando la exploracién histérica de la simetria desde los griegos hasta la edad mo-
derna, Yang ganador del premio Nobel en Fisica (1957), mostré como el concepto de simetria

ha contribuido a el de invariancia.

Una simetria puede ser definida como la invariancia en el patron que es observado

cuando alguna transformacion es aplicada a esta.

Generalizando, asociamos una simetria con formas geométricas. Aunque el concepto de si-
metria tiene sus origenes en la geometria, es posible extender el concepto de invariancia con
respecto a las transformaciones de otros tipos, un ejemplo es la fuerza electromagnética la
cual permanece inalterada si las fuerzas positivas y las fuerzas negativas se intercambian. Es
sorprendente notar que Albert Einstein formulé su Teoria Especial de la Relatividad desde
la simetria en el espacio tiempo. Ademas, las leyes de electromagnetismo sobre las que se

apoya la teorfa especial de la relatividad se rigen por las simetrias de Lorentz?.

Los grupos de papel pintado son clases de grupos discretos de simetrias con dos traslaciones indepen-

dientes.
2De hecho Einstein rechazé la idea de las simetrias de Lorentz, pero después la acepté e incluso la generalizé

en la Teoria de la Relatividad.



El secreto de la Naturaleza es la simetria, pero la mayoria de las observaciones en ella no
exhiben simetrias®. Una manera profunda de esconder la simetria es por ejemplo, el fenémeno
de la ruptura espontanea de la simetria en Mecédnica cuantica.

Existen dos tipos de simetrias: Finitas e Infinitesimales. Las simetrias finitas pueden
ser discretas o continuas. La paridad y la inversién del tiempo son simetrias discretas* de
la Naturaleza, mientras que el espacio es una transformacién continua. Los matematicos
siempre se han fascinados por los patrones. Las clasificaciones de patrones y planos espaciales
comenz6 seriamente en el siglo XIX, desde ese momento se han desarrollado varios métodos
de clasificacién y en particular una de las maneras de estudiar patrones y redes es analizando
las transformaciones que dejan estos patrones invariantes a través del concepto de grupo
de transformaciones. Mdas precisamente para una dimensién, existen 7 grupos y para dos
dimensiones todas las teselaciones planas pueden ser clasificadas por 17 diferentes grupos de
simetria.

Como un asunto de interés en los descubrimientos hechos por matematicos, hacemos un

breve recorrido, exponiendo algunos resultados interesantes:

1. Los matematicos descubrieron la clasificacion completa de los patrones cristalogréaficos
tridimensionales antes de publicar los resultados para un problema bidimensional. La
lista completa de 230 patrones cristalograficos tridimensional fue completada en 1890

por Fedorov [4]. Un ano después elaboraron los detalles para los grupos bidimensional.

2. Cuando Hilbert se dirigié al Congreso Internacional de Mateméticos en Paris en 1900,
propuso una serie de problemas, en los cuales los matematicos podrian enfocarse y
posiblemente resolver. Uno de esos se relacioné con la comprensién de grupos crista-
lograficos de mayor dimensién. En 1910, Bieberbach probd que solo existe un niimero

finito de grupos en cualquier dimension [3].

3. En 1944 Miiller estudio patrones en el arte Islamico. Sucedi6 que los 17 tipos de patrones
bidimensionales repetidos fueron usados creativamente en la cultura Islamica. De hecho

ella solo pudo identificar once de las diecisiete clases de murales®. No fue sino hasta 1984

3Ya, que hacen de las simetrias un fenémeno dado por Dios.
4 Un patrén especifico se repite a intervalos finitos en diferentes direcciones; el patrén es el mismo y por

lo tanto invariante bajo transformaciones finitas.

5Miiller también investigé otro tipo de grupos, en particular los ochenta grupos de dos lados en el plano



que los matemaéticos pudieron documentar los diecisiete tipos de arte increiblemente

hermosos creados por los constructores en el Palacio de la Alhambra en Espana.

4. En 1948 Zassenhaus proporcioné un algoritmo para determinar el conjunto completo
de representantes para grupos especiales en dimensiones arbitrarias. Hoy en dia existen
4783 grupos de simetria conocidos en cuatro dimensiones. Sin embargo, el problema
de enumerar la cantidad exacta de simetrias en todas las dimensiones sigue siendo un

problema abierto y desafiante.

Durante el invierno de 1873, Lie comenzd a desarrollar su teoria de los grupos de trans-
formaciones continuas llamados Grupos de Lie®. Mostré que las simetrias de una ecuacién
diferencial forman un grupo (el grupo admitido de la ecuacién) y demostré que el conoci-
miento de este grupo es tremendamente 1til para comprender y construir soluciones de la
ecuacién diferencial.

Las aplicaciones de los grupos de simetria a ecuaciones diferenciales abarcan temas como
= Transformaciones de soluciones conocidas para obtener nuevas soluciones;
» Extensiones de métodos de integracién de ecuaciones diferenciales (ordinarias);

» Construccion de soluciones invariantes, es decir, soluciones que no se alteran bajo la

accion de un subgrupo del grupo admitido;
= Deteccion de una transformacion de linealizacion;

» Construccién de soluciones de ecuaciones diferenciales parciales (EPD) a partir de la

invariancia bajo los grupos de Lie de transformaciones puntuales.

= Proporcionar soluciones invariantes y leyes de conservacion.

Euclidiano. Estos son el tema de una nota corta por Miiller, donde incluye solo ilustraciones de mosaicos
de la Alhambra representando nueve diferentes grupos de murales. A pesar de los comienzos matematicos,
Miiller fue una astrénoma conocida y durante varios afios fue Secretaria General de la Union Matematica
Internacional. En una carta de 1984 mencioné que hay un interés continuo en su tesis y que habia un plan

para republicarla. Eso no sucedio.
6 Lie siempre escribié en términos de grupos mientras que en estos dias se distingue entre un grupo y un

algebra.



= Probar que las leyes de conservacion estan ligadas a simetrias del sistema fisico en
cuestion utilizando la definicién de lagrangiano clasico y generalizado asociado a la

ecuacion diferencial.

» Encontrar la conservacién de una magnitud fisica y que esta requiere (en virtud del
teorema de Noether) la existencia de simetrias del lagrangiano clésico generalizado;

entre otros.

Para realizar cualquiera de estas tareas es imprescindible encontrar un método confiable para
hallar simetrias de ecuaciones diferenciales. En principio, uno tiene que insertar el cambio
arbitrario de variables en la ecuacién diferencial y forzar las nuevas variables para satisfacer
la misma ecuacién diferencial. Esto generalmente produce un gran numero de ecuaciones
diferenciales” (generalmente no lineales), que la transformacién satisface. Sin embargo, esto es
demasiado engorroso para ser de gran utilidad, ya que produce un gran sistema de ecuaciones
cuya solucion estd fuera de cuestion por razones de tedio y no de dificultad. Una observacion
crucial de Lie fue considerar la accién infinitesimal de un grupo.

En el tratamiento de las ecuaciones diferenciales usualmente se requiere algo similar para
analizar una clase particular de ecuaciones. Por ejemplo, la clase de ecuaciones diferenciales

de segundo orden estaria representada por

d?y
=) (1
en donde, 3’ = j—g; y una ecuacion de difusién no lineal por

u = [D(u)u,], - (2)

En ambos casos w y D son funciones arbitrarias de sus argumentos, al menos en algin
dominio de interés. Por lo tanto, la clase es caracterizada completamente al permitir que las

funciones arbitrarias adoptan todas las formas funcionales posibles.

Una transformacion puntual es el cambio habitual de variables en ecuaciones diferenciales
dejando el orden sin cambios. Lie descubrié que existian estas transformaciones y comenzo

a considerar ecuaciones diferenciales en derivadas parciales (EDP’s), con la esperanza de

7Si una inyeccién no contrasta en la naturaleza de la simetria, el niimero de ecuaciones definitorias es
igual a el nimero de ecuaciones del sistema bajo andlisis. La especificacién de un tipo particular de simetrias

conduce a un mayor nimero de ecuaciones determinantes.



que se pudiera desarrollar una teorfa que fuera andloga a la teorfa de ecuaciones de Galois®.
Lie, examiné las transformaciones de contacto o tangentes y consideré cémo afectaban a
un proceso, debido a los trabajos de Jacobi quien generaba mas soluciones de ecuaciones
diferenciales a partir de una soluciéon ya conocida.

La teoria de grupos ha tenido un rol importante en diversos dominios de las ciencias:
matematicas, fisica, teoria de la relatividad, mecanica cuantica, entre otras. Esta teoria fue
introducida por la necesidad de encontrar una maquinaria matematica adecuada para estudiar
propiedades de objetos matematicos o fisicos. Despues de la invencion del calculo infinitesimal,
el concepto de grupo es considerado el descubrimiento mas importante en matematicas.

Como ya mencionamos estas ideas se las debemos a Sophus Lie. El grupo de simetrias
de un sistema de EDP es el grupo de Lie local mas grande de transformaciones que actian
sobre el espacio de variables independientes y dependientes del sistema, con la propiedad de
que se conserve el conjunto de soluciones. En la teoria de Lie este grupo consiste de transfor-
maciones geométricas que actiian sobre el conjunto de soluciones transformando sus gréficas.
El generador infinitesimal es un campo vectorial asociado al grupo local uniparamétrico de
transformaciones y a partir de este se sigue que el grupo de simetrias se describe por la

composicion de los grupos uniparamétrico basicos.

El método para encontrar el grupo de simetrias asociado a una EDP o a un sistema de
EDPs estd basado en el criterio infinitesimal de invariancia y en este caso la prolongacién o
extension del generador infinitesimal al espacio de funciones diferenciales (es decir, el espacio
compuesto de todas las derivadas de las variables dependientes del sistema).

Para precisar un poco la idea de Lie consideremos la rotacion del circulo en la Figura 1
en el plano (x,y), el cual forman el grupo de las transformaciones que son parametrizadas

por el angulo de rotacién 6

T = xcost — ysend,

y = xzsenb + ycosb.

Cuando # = 0, tenemos la transformaciéon identidad. Dado que 6 puede variar continua-

mente, estas rotaciones son transformaciones continuas y la apariencia del circulo no cambia

8 La teorfa de Galois, el producto final de muchos esfuerzos de los mateméaticos para representar soluciones

de ecuaciones algebraicas explicitamente por radicales, se ocupa de las transformaciones de un grupo finito.



A(B)

A

Figura 1: Rotacién en el plano (z,v).

y no importa que se evalie en cualquier angulo que sea rotado. La expansion en series de

Taylor en una vecindad de 6§ = 0 produce

T=x+ey+O(?), )

§=vy+ex+ O().

Lie considera la ecuacién (3) como una rotacién infinitesimalmente pequena del plano. El
teorema fundamental de Lie se refiere a que la accién de un grupo puede ser esencialmente
recuperada por completo desde la accién infinitesimal del grupo e implica la soluciéon de un
problema de valor inicial para un sistema finito de ecuaciones diferenciales ordinarias (Ver
Teorema 2).

Esto modera la tarea de resolver un sistema no lineal de ecuaciones diferenciales a un sistema
de ecuaciones diferenciales lineales, es decir, las ecuaciones determinantes para la accion de
grupo infinitesimal.

Por ejemplo, las tres ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden escalares del pro-
blema de Kepler tienen treinta y seis ecuaciones independiente, que es el mismo nimero que
se obtiene cuando se usan transformaciones infinitesimales. Una vez que se encuentran los
infinitesimales, es suficiente resolver el problema del valor inicial de las ecuaciones diferencia-

les ordinarias para recuperar el grupo de simetria. No se puede exagerar la importancia de

13 )

la “ infinitesimalizacion ” en el célculo de la simetria, como menciona Olver [10] pdgina 47:
“cast todo el rango de aplicacion de los grupos de Lie a las ecuaciones diferenciales depende

finalmente de esta unica construccion” .

El teorema de Noether muestra una relacién oculta entre dos conceptos basicos (simetrias
y cantidades conservadas) que hasta entonces se habian tratado por separado. El teorema

proporciona una férmula matematica explicita para encontrar la simetria que subyace a una

6



ley de conservacién dada y, por el contrario, encontrar la ley de conservacién que corresponde
a una simetria dada. Pero ;Quién fue Noether? (Ver Anexo 1 en el Apéndice para una breve

semblanza)

El teorema de Noether vincula lo que se habia reconocido como un hecho simple, de “cémo
son las cosas” con simetrias en la Naturaleza, alterando nuestra comprension de las Leyes de
la Naturaleza. Antes de 1916, las leyes del movimiento de Newton (incluidas las alteraciones
requeridas por la relatividad de Einstein) y las leyes de la termodindmica y la electrodindmica
se reconocieron como hechos empiricos, expresiones de cémo funcionan las cosas sin indicar
el por qué. Al mostrar que el comportamiento de la materia y las fuerzas esta dictado por la
geometria del espacio y el tiempo que ocupan, el Teorema de Noether cambié la forma en que
consideramos el tejido esencial de la realidad. Por ejemplo “la forma en que se comportan las
cosas no cambia con el tiempo” requiere la primera ley de la termodindmica que menciona:
la energia de un sistema no puede crearse ni destruirse, sino que simplemente puede cambiar
de forma; del mismo modo, la carga eléctrica total en un sistema no puede cambiar sin la
entrada/salida desde fuera del sistema, esto resulta de una simetria matemadtica discreta
(donde se menciona que el comportamiento de un sistema de cargas no se ve alterado por un
cambio de fase general); el “Modelo estandar de Fisica de particulas” estd construido con el
trabajo de Emmy Noether; los dos problemas principales que se abordan en los aceleradores
de particulas en este momento se plantean, en su nivel mas primordial, en términos del
Teorema de Noether. Como estos, existen muchos otros ejemplos que aborda el Teorema de
Nother, es decir, el teorema sigue desempenando un papel crucial en la vanguardia de la

investigacion en la Fisica.

En este tabajo examinemos un poco las ideas de Noether, y para esto mencionaremos
algunas definiciones y resultados que se han obtenido en los tltimos anos para poder aplicarlos
a las ecuaciones de Kuramoto-Sivashinsky y de Kudryashov-Sinelshchikov, enunciando asi sus

generadores infinitesimales para posteriormente definir sus leyes de conservacion.



Descripciéon de la tesis

En el Capitulo 1 discutimos los fundamentos y algunas aplicaciones de la teoria de Lie
de grupos de simetria de ecuaciones diferenciales. Se presenta el método basico infinitesimal
para calcular grupos de simetria, y se utiliza para determinar el grupo de simetria general de

algunas ecuaciones diferenciales particulares.

En Capitulo 2 hablamos de las simetrias en las EDO. Se presenta un algoritmo de reduc-
cion para una EDO de n-ésimo orden, admitiendo un grupo de transformaciones puntuales
de Lie r paramétrico y reduciéndola a una ecuacién diferencial de orden (n — 7). Mostramos
como encontrar simetrias de orden superior y como extender el algoritmo de reduccién para

incorporar tales simetrias.

El Capitulo 3 se refiere a las simetrias en las ecuaciones diferenciales en derivadas parcia-
les. Se muestra cémo encontrar simetrias puntuales y cémo construir soluciones invariantes
relacionadas. Hay una discusién completa de la aplicabilidad a los problemas que involucran

EDPs escalares y sistemas de EDPs.

En el Capitulo 4 definimos varios conceptos como leyes de conservacion y ecuaciones ad-
juntas, autoadjuntas, lagrangiano generalizado y también hablamos de una de las versiones
del teorema de Noether, descubierta por N. Ibragimov, la cual se basa esencialmente en las

propiedades de invariancia de las ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

El Capitulo 5 esté organizado de la siguiente manera. Presentamos las ecuaciones deter-
minantes generales para las componentes de los generadores de simetria de las ecuaciones

de Kuramoto-Sivanshinsky (KS) 2-dimensional y la de Kudryashov-Sinelshchikov (K-S) 3-



dimensional, también presentamos la condicién de autoadjuntes y establecemos las leyes de
conservacion correspondientes para las ecuaciones auto-adjuntas. Se escriben nuevos gene-
radores de simetria puntuales de Lie para las ecuaciones antes mencionadas y se establecen

algunas leyes de conservacién.

Cabe mencionar que los resultados sobre las simetrias de Lie y leyes de conservacion para
la ecuacién KS 2-dimensional se basaron en la referencia [29] y el objetivo de incluir estas
ecuaciones fue a manera de ejemplo de como aplicar la maquinaria matematica desarrollada
por N. H. Ibragimov y su grupo de investigacion.

Las simetrias de Lie de la ecuacion de K-S 3-dimensional se obtuvieron a partir de la
referencia [17] y destacamos que los resultados sobre las leyes de conservacién son, hasta

donde sabemos, nuevos.

Finalmente en el Capitulo 6 presentamos las conclusiones que obtuvimos en este trabajo

y mencionamos los futuros planes del mismo.



Capitulo 1

Fundamentos de los Grupos de Lie

1.1. Introduccion

En las ecuaciones diferenciales se presenté una amplia variedad de técnicas disenadas para
resolver particulares tipos de estas. Dichas ecuaciones parecian no estar relacionadas en todos
los aspectos, particularmente en los tipos de ecuaciones como las separables, homogéneas o
exactas. Por supuesto estas fueron el estado del arte al rededor del siglo XIX, hasta que Ma-
rius Sophus Lie hizo un descubrimiento profundo y trascendental, él decia que los métodos
de solucién especiales eran en realidad casos particulares de un procedimiento de integracion
basado en la invariancia de la ecuacion diferencial sobre un grupo de transformaciones con-
tinuas'. Esta elegante observacién? inmediatamente unificé y amplié significativamente las
técnicas de integracion. Estos grupos, ahora conocidos universalmente como grupos de Lie,
han tenido profundo impacto en todas las areas de Matematicas, Fisica, Ingenieria, Finanzas

y otras ciencias.

En este capitulo definiremos varios conceptos que nos seran de utilidad a lo largo de
este trabajo. Los grupos de Lie de transformaciones se caracterizan por sus generadores
infinitesimales. Mostraremos el algoritmo para encontrar todos los generadores infinitesimales

de transformaciones puntuales y, mas generalmente, transformaciones de contacto o tangentes

1'Una transformacién continua puede ser considerada como una sucesién de muy pequeiias transformaciones

desde la identidad.
2En realidad esta fue mas que una observacién, ya que Lie mostré cémo estos métodos estaban conectados.
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Figura 1.1: Las seis raices de la unidad.

admitidas por una ecuacion diferencial dada, asi como algunas aplicaciones de generadores

infinitesimales para transformaciones de Lie.

1.2. Transformaciones de simetrias: Un primer enfoque

Para prepararnos para las aplicaciones de la teoria de Lie de grupos continuos a ecuacio-
nes diferenciales definiremos las primeras nociones basicas. La clave para el estudio es una
compresion firme del término de simetria. Definimos una simetria como una transformacion

que satisface
1. Preservacion de la estructura

2. Invertibilidad;

3. El objeto (un conjunto o una ecuacién diferencial) es una transformacion que se le

puede asignar a si mismo otra transformacion.

Para obtener una mejor comprensién de los puntos anteriores empecemos considerando el

concepto de simetria en el contexto del algebra y geometria bésica la Figura 1.1 muestra

6

las soluciones de la ecuacion z° = 1 que se encuentran en el circulo unitario en el plano

complejo. La transformacién simétrica obvia de las seis raices de la unidad son rotaciones

2r

o v reflexiones en cada linea perpendicular a la linea

sobre multiples enteros del angulo
dibujada en la Figura 1.1. Cada una de estas operaciones conserva la estructura ya que el

circulo no se deforma de alguna manera, ademas el objeto se asigna a si mismo, ya que

11



cada solucion en el circulo unitario se transforma en otra solucién. Por otra parte, tanto
las rotaciones como las reflexiones son operaciones claramente invertibles, porque se pueden
girar en el sentido de las agujas del reloj y en el sentido contrario a estas y se puede invertir
todas las reflexiones.

Como un ejemplo similar al determinar las simetrias de la ecuacién z°

= 1, como antes,

notamos que esta ecuacién tiene simetria rotacional (dngulos de %’r) pero no existen reflexiones

que transforman soluciones a otras soluciones. Para expresar los resultados anteriores de una

manera matematica podemos representar solo las rotaciones multiplicando por z a A\g =
2me 2me

exrp (T) y A5 = exp (T)v respectivamente. Aparentemente estas operaciones no alteran las

soluciones de las dos ecuaciones dadas

(X62)8 = exp(2mi)2® = 25 = 1,

(As52)° = exp(2mi)z® = 2° = 1.
Lo mismo ocurre al multiplicar z n-veces con Ag y A5 respectivamente, ya que exp(2mni) = 1.
Las reflexiones se pueden escribir como multiplicaciones de z con p = exp(im) (aqui solo

es necesaria una reflexion, porque las demas pueden considerarse como una combinacion de

rotaciones adecuadas con la reflexién anterior)
(pz)° = exp(2mi)28 = 25 =1,
(pz)° = exp(2mi)2® = 2° # 1.

Las reflexiones no producen transformaciones de simetrias en el segundo ejemplo, porque
no dejan inalterado el objeto considerado. Vemos asi que diferentes objetos pueden tener
simetrias distintas, incluyendo la posibilidad de que no existan simetrias, excepto las triviales
(que se definirdn mds adelante).

En el ejemplo anterior uno puede realizar varias transformaciones de simetria sucesivamente
y aun asi obtener una transformacién de una simetria de nuevo, todas las transformaciones
son invertibles y no hacer nada también es una transformacién de simetria (la trivial). Por

lo tanto, satisface los axiomas de grupo que mencionamos a continuacién de manera precisa

y formal.

Definicién 1. Un conjunto G de elementos junto con una operacion llamada multiplicacion
m:GxG — G, m(a,b) — ¢, que se denota como ab = ¢, forman un grupo si cumple los

siguientes ariomas
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1. La multiplicacion: st a,b € G entonces ab € G;
2. La asociatividad: (ab)c = a(bc) = abe, Y a, b, ¢ € G;

3. El elemento identidad: Existe un elemento e € GG, con la propiedad

ea = ae = a,Va € G;

4. Los inversos: Para cada a € G existe un tinico elemento inverso denotado por a !, con

la propiedad: aa™' = a 'a = e.

1.2.1. Grupo de transformaciones

Sean ¢, ¢ funciones continuas, el conjunto de transformaciones con respecto a x y y

T = qﬁ(x,y,a), v = w($7y7a)7 (11)

en donde, cada una esta determinado por algin valor del pardmetro a, constituye un grupo

si asignando un valor definido al parametro a y dando cualquier valor b tenemos

Tg = ¢(I1,y1,b), Y2 = w(xhyl? b)7 (12>

que resulta de la sustitucion de cualesquiera dos transformaciones una en otra resultando
una nueva transformacién. Las transformaciones (1.1) forman un grupo si los resultados de

eliminar x; y y; de (1.1), (1.2), es decir, sustituyendo x1, x5 en (1.2)
Ty = ¢(¢<$7 Y, Cl), w<x7 Y, a)a b)a

To = w(¢(x,y,a),w(x,y,a),b),

se reduce identicamente a x5 = ¢(x,y, ¢), yo = ¥(z,y, ), donde ¢ estd en funcién de a y b.

Si (1.1) estd representado por T, y (1.2) T}, expresaremos simbélicamente lo anterior como

T, - Ty ="1..

Ejemplo 1.

a) Las traslaciones, con ©1 = x y y1 = y + a, después de haber fijado algin valor en el
parametro a a una sequnda transformacion correspondiente al valor b es xo = x1 Y

Yo =y1 = b, entonces xo =2 y yo =y + (a + b) forman un grupo.
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b) Consideremos el conjunto de las rotaciones,

Ty = TCosa—ysen a, Y1 = xsen a + ycos a,

To = x1c08b—y1sen b, Yo = x18€n b+ yicos b.

Asi, x9 = xcos (a+b) —ysen (a+0b) y yo = xsen (a+0b)+ycos (a+b). Que también

forman un grupo.

c) Las transformaciones afin también forma un grupo con x1 = x, y1 = ay, se observa

que o = x Y Yo = aby constituye el grupo.

En los grupos considerados en la teoria de Lie se presupone que las transformaciones se
pueden organizar en pares cuyos miembros son mutuamente inversos, es decir, si (1.1) se
resuelve para x y y entonces sus valores en términos de xq, y; asumen la forma

Ty = ¢(T1,Y1,0), Yo = VY(x1,11,0),

en donde, @ esta en funcién de a.

Ya que la realizacion de dos sucesivas transformaciones mutuamente inversas dan como
resultado la transformacén identidad, debe de existir un valor ag que reduce la transformacion
a una transformacién identidad. Como ¢ y v son funciones continuas del parametro a, si em-
pezamos con el valor ag y permitimos que varie continuamente, el efecto de la transformacion

correspondiente sobre x y y sera una transformacién continua.
Ejemplo 2.
a) En las traslaciones, @ = —a y ag = 0.
b) En el conjunto de las rotaciones
xg = cos(a+b) —y sen(a + b),
yo = x sen(a + b) +y cos(a+b),
a=—ayay=0.

Se puede observar que cuando x y y se toman como constantes mientras que z, y;
se toman como variables, entonces las ecuaciones de (1.1) son ecuaciones pardmetricas de la
curva o trayectoria que pasa a través de un punto fijo (x, y). Por lo tanto, la curva o trayectoria

correspondiente a algtin punto (x,y) se obtiene eliminando a a de las dos ecuaciones de (1.1).
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Observacion 1. El pardmetro puede aparecer de varias formas en las transformaciones que
determinan un grupo dado. Por ejemplo si v1 = x, y y1 = y + a® también determinan el
grupo de traslaciones, en este caso a toma wvalores imaginarios y reales para dar todas las

transformaciones de (1.1).
Estamos listos para enunciar la siguiente definicién y formalizar las ideas anteriores.

Definicién 2. Sea © = (x1,22, - -, x,) un punto en la region D C R™. El conjunto de
transformaciones

= X(z,¢), (1.3)

definido para cada x en D y e un pardmetro en S C R, con (e, d) una ley de composicion de

e ydenS, forma un grupo unipardmetrico de transformaciones en D si se cumple

1. Para cada € en S, las transformaciones (1.3) son inyectivas en D.
2. S con la ley de composicion ¢ forma un grupo G.

3. Para cada © en D, ¥ = x, cuando € = gy, corresponde a la transformacion identidad

1, es decir,

X(z",g) = .
4. Sixt =X(ze), * =X(x", ) entonces

™ = X(x, p(g,0)).

1.3. Transformacion infinitesimal

Definicién 3. Un grupo de transformaciones uniparamétrico define un grupo de Lie de
transformaciones unipardmetrico si, ademds de satisfacer los axiomas (1) — (4) de la

Definicion 2, se cumple

i) € es un parametro continuo, es decir, S es un intervalo en R y ¢ = 0 corresponde al

elemento identidad I, en el grupo de transformaciones;

ii) X es infinitamente diferenciable con respecto a & en D y es una funcion analitica de &

en S.
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i11) La ley de composicion ¢(e,0) es una funcion analitica de € y 6 con €,0 € S.
Consideremos un grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico
"= X(x,¢), (1.4)

en donde, = (z,y) y X = (¢,%) son funciones continuas dadas, escribimos las transfor-
maciones x1 = ¢(x,y,e0 + d€), 11 = ¥(x,y,e0 + d¢), donde g¢ es el valor del pardmetro que
determina la transformacion identidad y de es un infinitesimal.

Desarrollando x; y y; en series de Taylor al rededor de ¢(, encontramos, a primer orden

r1 = ¢(x,y,60) + (%> de + O((6¢)?),

02 ) |.—e,
n=viea)+ (G)| o+ 0022,

Notamos que ¢(x,y,e0) = z, ¥(x,y,e0) = ¥y, asi los cambios en = y y debido a las transfor-

maciones son

T — 1 =0xr = (%) . de + O((6¢)%),
0
n=v=y= ()| s+ 022

en donde, los términos en potencias superiores de d¢ estdn concentrados en O(g?). Como &,

es un valor fijo del pardmetro, las inicas variables presentes en (a_w) }5260 y (%—Z’

85 )‘5:50 Son x7

y. Escribimos

99 _ oy _
(%) =cew (5)|_ == (15)
luego las transformaciones anteriores toman la forma
bz = E(x,y)e + O((0)2), By = n(w,y)d= + O((3)?). (L6)

Las potencias mayores del infinitesimal de se pueden despreciar siempre que al menos uno
de ellos £ 0 n no desaparezcan de manera idéntica (es decir, que para todos los valores de
x y y ninguno de ellos sea infinito). En este caso la transformacién que produce un cambio

infinitesimal en las variables x, y y estd dada por

dr = &(x,y)de, Oy =n(z,y)oe. (1.7)
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Esto se conoce como una transformacién infinitesimal.
Dado que kde, con k una constante finita distinta de cero, es un infinitesimal cuando d¢ lo es,

si esto ultimo lo reemplazamos en (1.7), la transformacién infinitesimal que tendremos serd
dr = k&(x,y)de,

0y = kn(z,y)de.

Por otro lado si f(x,y) no es constante

ox = f(x,y)-&(w,y)de, oy = f(x,y) - n(z,y)de,

son distintas de (1.7).

Observacion 2. En caso de que (%)’E:EO Y (

)

)‘ sean ambos cero o si uno de ellos
88 E=¢€0

es infinito, el método para encontrar una transformacion infinitesimal del grupo debe ser

modificado.

A continuacion estableceremos la existencia de una transformacién infinitesimal y un

método para encontrarla.

Supongamos los casos cuando %gb(x, y,€)y %1/1(% y,€) desaparezcan de manera idéntica
para el caso especial de ¢ = ¢j o, si alguno de ellos es infinito para el valor de ¢, indepen-
dientemente de los valores que pueden tomar x y y. Se debe tener en cuenta que no pueden
desaparecer de manera idéntica para todos los valores de e, porque en ese caso ninguna de
las funciones ¢ y 1 podrian involucrar a € y tampoco puede una de ellas volverse infinito
para todos los valores de z, y y a, ya que se suponen que ¢ y @ son generalmente analiticas,
lo que implica la existencia de derivadas finitas, excepto quizas por valores especiales de los
argumentos.

Sea ¢ un valor del parametro para el cual % yg—f son finitos y al menos uno de ellos
distinto de cero. Denotamos a la transformacion T, determinada por el parametro e, esta
tiene inversa definida por 7= en el grupo correspondiente al valor € del parametro, donde
es una funcién que depende de € y como 1T, = Tj es la transformacién identidad, T:7Tj, . es

una transformacion infinitesimal. Si Tx es

1 :¢($,y,§), U1 :w(ﬂ%yf),
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la transformacién infinitesimal 1Ty, ., cuando se desarrolla en series de Taylor, se puede
escribir como

0
To = ¢($1, Y1, € + 56) =T+ %Qﬁ(‘rh Y1, 6)56 + O<(58)2)7

)
Yo = Y(x1,y1,€ +de) =2 + %1/}(%7 y1,€)e + O((d¢)?).

Debido a la forma en que se eligié a ¢, ninguno de los coeficientes de de es infinito para todos

los valores de x y y y uno de ellos no es idénticamente cero. Escribiendo

§5¢(x1 Y1, € )Z §5¢[¢(x Y, € )7 (IE Y, € )] £($7y76)7 (1 8)
305%0(951 Y1, € )Z 885 [gb(l‘ Yy, € )7 ("L‘ Y, )] 77<a77fya5)>
se sigue que una transformacién infinitesimal del grupo (1.1) es del tipo (1.7), asi
ox = Eoe, Oy = nde, (1.9)

siempre se puede encontrar.
Las formas para £ y 1 encontradas en (1.9) son exactamente las mismas que las anteriores,
para la opcién especial de € =€ = ¢.

De lo anterior se puede ver que £ y  en (1.9) depende de £. Queda mostrar como depende
de la eleccién del parametro.

Sea

dr = X(z,y)de, 0y = H(z,y)oe, (1.10)

11 = x+X(z,y)de,  yi=y+ H(z,y)de, (1.11)

alguna transformacion infinitesimal de el grupo (1.1), donde ¥ y H son no ceros y en general
ninguno de ellos es infinito. El resultado de buscar sucesivamente cualquier transformacion
infinitesimal es obtener alguna transformacién del grupo cuyo efecto en las variables z, y
difieren de T, por alguna cantidad infinitesimal. En otras palabras esta es una transformacion
T.. A, donde Ae es un infinitesimal que esta en funcion de € y de por la propiedad de grupo
de (1.1).

De la forma (1.11) de esta transformacién tenemos
Ty =T+ Z($1,y1)55 = ¢(I,y,€) + Z(¢7 w)&f

Yo = y1 + H(z1,y1)0e = (z,y,e) + H(p,¥)de
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mientras que de la expansién en series de Taylor obtenemos

xo = P(x,y,e + Ac) = ¢(x,y,¢) + %As + O((6¢)?),

b2 = (. + D) = (2, ,6) + SOAe +O((52)°),

por lo tanto,

¥ (p,1,0)e = %Ae + O((62)?),

(1.12)

H(p,9,0) = §2Ae + O((6¢)?),
para todos los valores de z, y, € y de, Ae estan definiendo una funciéon de € y de y un
infinitesimal junto con de. Por hipdtesis 3 y H no desaparecen idénticamente; supongamos
que X # 0, entonces x no puede estar fijo por todas las transformaciones del grupo (1.1). Por
lo tanto, ¢ debe involucrar a . Con una eleccién adecuada de x, y y €, los coeficientes de de
y de Ae en al menos la primera de las relaciones (1.12) son distintas de cero, ademés por el
teorema de la inversion de la serie de potencia, Ae es desarrollable en las potencias de de.
Por lo tanto, Ae = w(g)de + O((d¢)?), en donde w(e) # 0, asi Ae es del mismo orden que el
infinitesimal de. Poniendo este valor en (1.12), dividiendo por de y pasando al limite cuando

0 tiende a cero obtenemos

_ 99 _ o
(¢, 1) zw(f)g, H(o,v) :w(s)%, (1.13)
o recordando que x = ¢(x1,91,8), y = ¥(x1,y1, ) esto se puede escribir como
% _ 8@5(1‘1, Y1, O{)
Oe Oe
0 0
= % = 5—€¢[¢($1, Y1, 5)7 ¢(x17 y17§>7 8]
1
= —%
U}(E) (xbyl))
y %—f produciendo similarmente
oY 1
I — 1.14
S w<€> (x17y1>7 ( )
Usando (1.8) y remplazando z; y y; en las identidades para x y y tenemos
1
€($ay>€) = mz(:ﬁbyl)a (115)
1
77(5177%@) = w(g)H(xbyl)' (116)
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Asi, el efecto de usar diferentes valores del pardmetro para determinar una transformacion
infinitesimal mediante el método de la primera parte de esta discusion es obtener pares de
coeficientes de de en las dos férmulas que son proporcionales, siendo constantes los factores
de proporcionalidad. Por lo tanto, las transformaciones infinitesimales obtenidas son una y

la misma a la de nuestra hipdtesis. Asi hemos llegado al siguiente teorema

Teorema 1. Cada grupo uniparamétrico de transformaciones

T = Qb(l’,y,f), hn = ¢(x7ya€)7

tiene una y solo una transformacion infinitesimal

ox = f(l‘,y)d&, oy = 77(13 y)(SE,

en donde,

0

5 - % [¢($ayag)¢(%%§)=5] >

0 _ _
n= §¢ [¢(.I', y>5)¢(5€,?/,5):5] )
0 o

y € es algun valor del parametro tal que al menos uno de los valores Z2 y <= no son cero y
oe oe

ninguno de los términos es infinito para todos los valores de x y y.

Ejemplo 3. a) En el caso de las traslaciones

X = (¢,¢) = (¢(z,y,¢),¥(x, ye))

$1:¢(J;ay7€>:$7 Yy ylzd)(way&):y—i_é&::

entonces
ox =0, dy=de,
Y
[9J0) o
Oe Oe
ast la transformacion infinitesimal es
§=0, n=1
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b) Para el grupo de las rotaciones tenemos

x1 = x cos(de) —y sen(de) Y y1 = x sen(de) +y cos(de),

Dado que )

cos(de) =1 — % +O((d¢)?),
Y 3

sen(de) =1 — % +0((d¢)?),

ademds los infinitesimales de orden superior al primero pueden ser despreciados, en-

tonces cos(0c) puede ser reemplazado por 1 y sen(de) por de. Por lo tanto
oxr = —yde, oy = xde,
es decir, los infinitesimales estan dados por
5 =Y, n=ax.
Nuevamente consideremos el grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico paramétri-
zado por el parametro ¢
X" = X(x,¢), (1.17)
con la transformaciéon identidad cuando € = 0 y sea ¢ la ley de composicion del pardmetro

e. Expandiendo (1.17) al rededor de € = 0 en alguna vecindad de € = 0 obtenemos de forma

general,
. 0X (x,¢) 1, [(0*°X(x,¢) B 0X (x,¢) )
v _m+€( 85 50)+28 ( 852 e=0 + _m+€ 66 e=0 +O(€ )
(1.18)
Sea
00X (x,¢)
fla) = = - (1.19)

La transformacion « + £€(x) se llama transformacién infinitesimal del grupo de Lie de

transformaciones (1.17). Los componentes de &(x) se llaman los infinitesimales de (1.17).

Lema 1. El grupo de Lie de transformaciones uniparamérico
X*=X(z,¢) (1.20)
satisface la relacion
X(z, e+ Ae) = (X(X(z,¢), 0(c7 1, e + Ag))). (1.21)
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Demostracién. Sea X(z,e + Ac)

(X(X(m,¢),p(c e+ Ag))) = (X(m,0(e, 0(e e + Ag))))
= X(z,0(ple,e ), e + Ag))
= X(z,¢(0,e + Ae))

= X(z, e+ Ae).

Teorema 2. (Primer Teorema Fundamental de Lie)
Eziste una parametrizacion () tal que el grupo de Lie de transformaciones X* = X(x,¢)
es equivalente a la solucion de un problema de valor inicial para un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias de primer orden dado por

dx*
dr

=&(x*) con x* =z, cuando T =0,

en particular

cuando

y I'(0)=1

Demostracién. Consideremos el grupo uniparamétrico de transformaciones de Lie (1.3);

mostraremos que este grupo conduce a

d *
T ={(x), con x*=uwx, cuando T =0, (1.22)
dr
y O (x,y)
P,y
I'(e) = o |(@)=(c.c~1)- (1.23)

Ezpandimos el lado izquierdo de la relacion (1.21) en una serie de potencias de Ae, al rededor

de Ae = 0, obteniendo

0X(x,¢)

X Ae) ="
(x,e+ Ae)=a" + o

Ae 4+ O((Ag)?), (1.24)

en donde, = estd dado por (1.3). Entonces, expandiendo p(c™t e + Ae) en una serie de

potencias sobre Ae alrededor de Ae = 0, resulta que
o(e e+ As) = (et e) +T(e)Ae + O((Ae)?) = T'(e)Ae + O((Ae)?), (1.25)
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en donde, I'(e) se define por (1.23). En consecuencia, después de expandir el lado derecho

(1.21) en series de potencia de Ae, al rededor de Ae = 0, obtenemos

X(x e+ Ae) = X(m*, et e+ Ae))
(2e)?))

0X(x",0) 5
a5 60) +0((Ae)7)

= 2+ T(E)E(a)Ae + O((Ae)?). (1.26)

- X (az T(e)Ae + O(

= X(z",0)+ Acl'(e) (

Al igualar (1.24) y (1.26) vemos que =* = X(x, €) satisface el problema del valor inicial para

el sistema de ecuaciones diferenciales dado por

dx*
de

=T(e)&(x"), con x* =z, cuando e =0. (1.27)

A partir de (1.18) se sigue que I'(0) = 1. La parametrizacion 7(e) = [ I'(e')de’ conduce a

0
(1.22).
0%(2)

5. €s continua, i = 1,2,...,n, entonces, por el teorema de existencia y unicidad
1

Dado que
para un problema de valor inicial de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden
se deduce que la solucion, existe y es unica. Esta solucion debe ser (1.20), completando la

prueba del primer teorema fundamental de Lie.

Observacion 3. 1. El primer teorema fundamental de Lie muestra que la transforma-
cion infinitesimal contiene la informacion esencial que determina un grupo de Lie de

transformaciones uniparaméricas.

2. Dado que el sistema de EDO de primer orden es invariante bajo las traslaciones en T un
grupo dado siempre se pueden reparametrizar en términos de un pardmetro T =0 , tal
que para valores paramétricos T, y T, se produce la ley de la composicion se conuvierte

en p(T1,T2) =T + To.

3. El teorema fundamental de Lie también muestra que un grupo de Lie de transforma-
ciones uniparaméricas de la forma (1.17) define un flujo estacionario dado por (1.22)
y, ademds, que cualquier flujo estacionario de la forma (1.22) define un grupo de Lie

de transformaciones uniparamétrico.
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Ejemplo 4. a) Para el grupo de traslaciones

b)

r = T+e¢g,
y o= v, (1.28)

1

la ley de composicion estd dada por ¢(a,b) = a + b, ademds ss=' = —e. Entonces

% =1lyasil(e) =1

Sea escribimos = (x,y), entonces el grupo de traslaciones se puede escribir como

X(z,e) = (z,y,¢). Luego

0X(@.6) _ 0,1).
e
Por lo tanto,
~ 0X(=,¢) B
£(x) = Toe |, (0,1).

Es decir, nuestro problema de valor inicial estd dado por

dx*

=0
de ’
dy*

=1
de ’

conz* =z, y*=vy, enec=0.Lasolucion de este problema de valor inicial da las

expresiones ¥ =x +¢ yy* =1y.

Para el caso de las rotaciones tenemos

gy = XK=y,

85 e=0

asi nuestro problema de valor inicial estd dado por

dzr* L
de - y’
dy*
=z
de ’

conx* =z, y*=vy, ene=0.Cuya solucion da las expresiones x* = xcos(e) —

ysen(e) y y* = xsen(e) + ycos(e).
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1.4. Generadores Infinitesimales

En virtud del primer teorema fundamental de Lie, a partir de ahora, sin pérdida de
generalidad, supondremos que el grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico esta pa-
rametrizado de tal manera que su ley de composicién estd dada por ¢(a,b) = a + b, de tal

1

forma que e7! = —¢ y I'(e) = 1. Por lo tanto, en términos de sus infinitesimales &(x) el

grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico (1.17) se convierte en

d *
da; =&(x*), con x"=x enec=0. (1.29)

Definicién 4. El generador infinitesimal del grupo de Lie uniparamétrico de transfor-

maciones es el operador

X = X(a) = €(@)- T = Y 6w (130
2- z
en donde, © = (x1,...,x,) y V es el operador gradiente definido por
V= (@il’ ai"" ’ain) '
Para cualquier funcién diferenciable F(x) = F(x1, s, ..., 22), ¢ tiene
XF() = &) - V(@) = 3 tw) 2
2 Z

Note que Xx = £(x).

1.4.1. Meétodo para encontrar el grupo de transformaciones a par-
tir de una transformacién infinitesimal

Supongamos que tenemos una transformacién infinitesimal

_ 9F  OF

aqui & = (&,n) y ¢ = (x,y). Sea t nuestro pardmetro desconocido en la transformacion.

La transformacién finita del grupo z; = ¢(x,y,t), y1 = ¥(z,y,t) se puede encontrar, como

_ (%
o (@)

hemos visto de tal forma que

- (3)

t=0
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en donde &, 1 son los infinitesimales. La transformacion finita puede ser obtenida (expan-
diendo en potencias de t) sin integracién por las consideraciones de las secciones anteriores.
El efecto de cualquier transformacion al reemplazar x, y por xy, y; cambiara cualquier fun-
cién F(x,y) en F(xy1,y;). Si asumimos que F(z,y) es generalmente analitica y como F(x1,y1)

depende de t y puede ser desarrollando en serie de potencias por el teorema de Maclaurin,

0F, 0*F
e () (39
1 1 o 0752

ot
FEF(I’,Z/), Fle(xhyl)v

entonces

t2

—
o 2!

en donde,

escribiendo de la misma manera

0 0 OF; OF,
51(%9):%, 771(%@):%, y XF1($17?J1):§18—;+7I16—;,

tal que (&1(z,9))limg =& (m(z,9))lio =1y (XF1)|,_g = XF, se tiene

t2

xlzx—l-th—l—X%a—i—---:etX:v, (1.31)
t2

y1:y+th+X2y§+--~:eth, (1.32)

en donde, X F(z) =&y XF(y) =n. El caso general se enuncia a continuacién

Teorema 3. El grupo uniparamétrico de transformaciones de Lie (1.17) es equivalente a

m* — eaX T

1
= z+eXz+ 552X2:13—|—---

= — X"z, (1.33)

en donde, el operador X = X(x) estd definido por (1.30) y el operador X* = X*(x) estd
dado por X* = XX*1 con k = 1,2,.... En particular, X*F (x) es la funcién obtenida al
aplicar el operador X a la funcion X*'F(z), k=1,2,..., con X°F(z)= F (z).

Demostracién. Sea

0
81’2-’

X =X(@) =Y & (1.34)
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N O
X(z) =) &z )@,
i=1 i
en donde,
= X(x,¢),

es el grupo de Lie de transformaciones (1.17). A partir del teorema de Taylor expandimos
alrededor € = 0, obtenemos

ek [ OF X (z, e dFx*
;]?( ( ) 80) Zk'( de* e=0 ) (135>

Dada cualquier funcién diferenciable F'(x) tenemos

@ pa) = @gx . Zf @) _Xere): (1)
por lo tanto, se sigue
ddm; = X(x")x",
- (%) ~ X - X
y en general
d;;* = Xt )z, k=12,....

Consecuentemente, tenemos

dkx*
dek

= XMx)xr =Xz k=12,..

°

y esto es el grupo de transformaciones (1.33).

Observacion 4. La expansion en serie Taylor alrededor de ¢ = 0 de una funcion X (x,¢)
que define un grupo de Lie de transformaciones de la forma (1.17), con la ley de composi-
cion ¢(a,b) = a + b, estd determinado por el coeficiente de su término O(g), el cual es el

ifinitesimal
0X (x,¢€)
Oe

Existen dos formas para encontrar explicitamente un grupo de Lie de transformaciones uni-

= &(x).

e=0

paramétrico a partir de su transformacion infinitesimal
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(i) Ezpresar el grupo en términos de una serie de potencia (1.33), llamada serie de Lie,
que es desarrollada en términos del generador infinitesimal (1.30) correspondiente a la

transformacion infinitesimal; o

(ii) Resolver el problema del valor inicial (1.29) encontrando explicitamente la solucion

general del sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.

Corolario 1. Si F(x) es una funcion infinitamente diferenciable, entonces, para un grupo

uniparamétrico de transformaciones de Lie (1.17) con generador infinitesimal (1.34) tenemos
F(x') = F(e**x) = X F(x).

Demostracion.
. . ek (dFE(x")
F(e**x) = F(x*) = E il <—d5(’f

k=0

)

De (1.36) podemos ver que d25£(2;c*) = X?(x*)F(x*) y por lo tanto % = Xk(z*)F(x"),
e=0
conk=1,2,....
Ast,
d“F(a*) -
e=0
Consecuentemente
ok gk ok
N\ eX e¥ d"F(x) _ € vk eX
F(x') = F(eXz) = (k: e ; X (@) | F(z) = F(x)

Ejemplo 5. Algunos ejemplos son los siguientes

a) Supongamos que tenemos la transformacion

oF oF
XF(x) =€&— —
(z") = &5 +n 9y
con los infinitesimales &, 1, donde
§=0, n=1
entonces
F
XF(x') = 8—
dy
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Asi

Por lo tanto,

B =

es decir

rt({-0+0—---40)—y(0—---40) ==z,
z(0—--40) -yl —-0+4---—0) =y,
rn=e*r=1x y p=e 4ec=y+e.

b) Sea la transformacion infinitesimal

oOF OF
+r,

en donde, £(x,y) = —y y n(x,y) = x, entonces

XF(z) = -y,

X?F(r) = XF(~y) = —=z,

y ast sucesivamente. De forma andloga se tiene

XF(y) ==,

X*F(y) = XF(z) = —y,

Sustituyendo tenemos que x1 y Yy, Son

r, =

B =

1.5.

x sen(e) +y cos(e).

Funciones Invariantes

y ot

X3F(z)=F(—z)=y,..

X3F(z) = XF(—y) = —x, ...

(1.37)

Definicién 5. Una funcion infinitamente diferenciable F(x) es una funcion invariante

del grupo de Lie de transformaciones (1.17) si y sélo si, para cualquier grupo de transforma-

ciones (1.17)

(1.38)
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Si F(x) es una funcién invariante de (1.17), entonces F'(x) se llama un invariante de

(1.17) y F(x) se dice que es invariante bajo (1.17).
Teorema 4. F(x) es invariante bajo un grupo de Lie de transformaciones (1.17) y si sdlo si

XF(x) =0. (1.39)
Demostracién. =) Supongamos que F(x*) = F(x), por el Teorema 3 tenemos que

1
F(x*) = e F(x) = F(z) + eXF(x) + 552X2F(m) +- (1.40)

pero como F(x) es invariante nos obliga a que

L 5y

5XF(ac)+§6 X°F(x)+--- =0,

es decir X F(x) = 0.

Y

<) Ahora, supongamos que X F(x) = 0. Entonces X"F(x) =0, n = 1,2,..., por (1.40),

luego tenemos que F(x*) = F(x), es decir F(x) es invariante.

Teorema 5. Para un grupo de Lie de transformaciones (1.17), la siguiente identidad

Flx*)=F(x)+e¢ (1.41)

XF(x)=1. (1.42)
Demostracién. Supongamos que F(x) satisface (1.41), entonces por el Teorema 3
1
Flx)+e=F(x)+cXF(x)+ 552X2F(w) + -

FEsto implica que X F(x) = 1.
Finalmente, supongamos que F(x) satisface (1.42), entonces X"F(x) =0, paran = 2,3,. ...
Luego

F(z*) = e F(x) = F(x)eXF(x) = F(x) +¢.
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Capitulo 2

Simetrias de ecuaciones diferenciales Ordinarias

2.1. Introduccion

Los nuevos modelos mateméticos de las leyes fundamentales de la Naturaleza y de los
problemas tecnolégicos se formulan constantemente en forma de ecuaciones diferenciales no
lineales. El mateméatico noruego Marius Sophus Lie dedicé la mayor parte de su vida a la
teoria de los grupos continuos y su impacto en las ecuaciones diferenciales. Lie descubri6
que los métodos de solucién estandar utilizan grupos de simetrias de las ecuaciones para
obtener las soluciones. En consecuencia, se pueden encontrar soluciones exactas mediante el

uso sisteméatico de simetrias.

En este capitulo estudiamos las simetrias de Lie con enfoque en ecuaciones diferenciales
ordinarias no lineales. Los métodos de simetria son especialmente importantes al encontrar
soluciones para este tipo de ecuaciones, ya que la mayoria de los métodos de solucion estandar
se vuelven insuficientes en estos caso. La idea de los métodos de simetria es basicamente
encontrar un nuevo sistema de coordenadas, que haga que la ecuacion diferencial resultante

sea mas facil de resolver.
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2.2. Transformaciones puntuales

Para utilizar el concepto de simetria en una ecuacién diferencial, se tiene que especificar

la definicién de simetria. Pero primero definamos la nocién de una transformaciéon puntual.

Definicién 6. Un grupo uniparamétrico de Lie de transformaciones puntuales es de la forma

" = X(z,u,¢), (2.1)
u* =U(x,u,e), (2.2)

actuando sobre el espacio de n + m variables con
xr = ('Th I, '”7xn)7

que representa n variables independientes y

representa m variables dependientes.

Un grupo de Lie de transformaciones puntuales de la forma (2.1) y (2.2) admitido por P
(donde P es un sistema de ecuaciones diferenciales), puede transformar cualquier solucién u =
©(z) de P en una familia de soluciones uniparamétricas u = ®(x,¢) de P. Equivalentemente,
un grupo de Lie de transformaciones puntuales dadas por (2.1) y (2.2) dejan a P invariante,
en el sentido de que la forma de P no cambia en términos de las variables transformadas
(2.1) y (2.2), para cualquier solucién u = ©(x) de P.

Denotaremos por Ou a el conjunto de las nm coordenadas correspondientes a todas las

derivadas parciales de primer orden de u con respecto a x

1 1 1 2 2 m m
_ [Ou' Ou out Ou ou ou ou ) (2.3)

ou=\—,—,..., , ey ey ——
(8:(:1 0xo ox, 0x1 ox,, o0x, ox,,
En general para k > 1, sea 0*u el simbolo para denotar el conjunto de coordenadas

correspondiente a todas las derivadas parciales de orden k de w con respecto a x.

LA
oo 0"u
1112,...1 axilaxig . axzk )

k
u k= ir=1il, i=(irda ..., i) (2.4)
r=1
conpu=12....mi,=12....nyj=12... k.
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Resulta que la transformaciéon natural de derivadas parciales de las variables dependien-
tes conduce sucesivamente a extensiones (prolongaciones) de un grupo de transformacio-
nes de Lie uniparamétrico del tipo (2.1)-(2.2) que actian del espacio-(x,u) a los grupos de
transformaciones de Lie sobre el espacio-(z,u, du), el espacio-(x,u, du, d*u),. .., el espacio-
(x,u,0u,0u,...,0%u) para cualquier k& > 2. (Para un sistema dado P de ecuaciones di-
ferenciales, k serfa el orden de la derivada mds alta que aparece en P.) De esta forma la
transformacion infinitesimal de (2.1)-(2.2) se extiende naturalmente (se prolonga) sucesi-

lu)

vamente a transformaciones infinitesimales actuando sobre el espacio-(x, u, du, 0*u, ..., 0
[=1,2,... k.
En las siguientes secciones, debido a la importancia de las ecuaciones diferenciales escalares,
consideremos por separado los casos de una variable dependiente (m = 1) y una variable
independiente (n = 1); y de una variable dependiente (m = 1) y n variables independientes,
para definir las transformaciones infinitesimales extendidas o prolongaciones infinitesimales.
La motivacién para introducir transformaciones extendidas es que podemos formular el
problema de hallar grupos de transformaciones de Lie uniparamétrico del tipo (2.1)-(2.2),

admitidos por un sistema P dado de ecuaciones diferenciales, en términos de generadores

infinitesimales admitidos por P.

2.3. Grupo extendido de transformaciones puntuales

Al estudiar las propiedades de invariancia de una EDO de orden k con variable indepen-
diente x y variable dependiente y, el objetivo es encontrar grupos de Lie de transformaciones

puntuales uniparamétricos admitidos por dicha ecuacién diferencial de la forma

= X(z,y,¢), (2.5)

v = Y(x,y,¢), (2.6)

en donde, y = y(x).

2.3.1. Una variable dependiente y una independiente

Sea

po=y® =2 p>1, (2.7)
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Extendemos de forma natural (2.5)-(2.6) al espacio-(z,y,7/,...,y*), k > 1 pidiendo que
(2.5)-(2.6) conserven las condiciones de contacto o de tangencia relacionadas con los diferen-
ciales dx, dy, dyy, . .., dyx,

dy =y, dz, (2.8)

dyy = Yp1de k> 1. (2.9)

En particular, bajo la accién del grupo de transformaciones (2.5)-(2.6), las derivadas trans-

formadas de y;, k£ > 1 se definen sucesivamente por

dy* = yidz”, (2.10)

dyl;k = yl:—i—l dz”, (2'11)

en donde, z* estd definido por (2.5) y y* por (2.6). Luego

_0Y(z,y,¢) oY (x,y,¢€)

dy* =dY = d d 2.12
y (z,y,¢) ot W (2.12)

0X 0X
de* =dX(z,y,e) = (;;Ey’ €)dx + (g’yy’ 8>dy. (2.13)

En virtud de (2.10) y (2.12)-(2.13), se sigue que y; satisface
Y (2,y.¢) ,  OV(x,ye) 0X(z,y.¢) ,  0X(x,y,¢)

d dy = yj d dy| . 2.14

Sustituyendo (2.8) en (2.14) y resolviendo para yj obtenemos

BY(gg;y,s) + 8Y(gy,y,s)

(2.15)

yr = Yl('ra Y, Y1, 8) = X (2,9,€) X (z,9.6)
ox +u dy

De esta manera tenemos el siguiente resultado.
Teorema 6. El grupo de Lie de transformaciones puntuales uniparamétrico (2.5)-(2.6) que
actian sobre el espacio-(x,y) se extiende naturalmente al siguiente grupo de Lie de transfor-

maciones uniparamétrico que actian sobre el espacio-(x,y,y1)

= X(z,y,¢), (2.16)
y* = Y('r7y78>7 (2.17>
y; = 1/'1(337y7y17€)7 (218)

en donde, Y1(x,y,11,¢€) estd dado por (2.15).
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Demostracion. Mostraremos que la propiedad de cerradura se conserva en esta primera
extension o prolongacion de (2.5)-(2.6) al espacio-(x,y,y1). Las otras propiedades de un
grupo de transformaciones de Lie uniparamétrico se siguen inmediatamente para esta primera

extension. Sea ¢(e,9) la ley de composicion de los pardametros € y 6. Sea
(™, y™) = (X (", y,6), Y (2", y",0)).- (2.19)
Entonces, a partir de la propiedad de cerradura del grupo (2.5)-(2.6) se sigue
(@™, y™) = (X (2", 9", 0(€,0)), Y (2", 5", ¢(€,6))) . (2.20)

Pero yi* satisface dy*™ = yi*dx**. Consecuentemente

¥ (@ yip(ed) | o O¥ (@yo(ed))
i = Yi(2,y,0(,0)) = s &
1 132 Fh = OX(wy.p(ed) | ) OX(wy.p(ed)
ox hn dy

La segunda extension o prolongacion estd enunciada en el siguiente resultado.

Teorema 7. La sequnda extension o prolongacion del grupo de transformaciones puntuales
de Lie uniparamétrico (2.5)-(2.6) es el siguiente grupo de transformaciones de Lie unipa-

ramétrico actuando en el espacio-(z,y,y1,y2)

= X(z,y,¢), (2.21)

vy = Y(x,y,e), (2.22)

yi = Yi(z,y,y1,¢), ) ; ) (2.23)
vy vy vy

Yy = Yao(z,y,91,42,6) = Ex,—;jla_y . y(izz) : (2.24)

0X
ox + hn oy

en donde, Yy = Yi(x,y,y1,¢) estd definido por (2.15).

Demostracion. La prueba es andloga al Teorema 6.

La prueba del siguiente teorema se sigue por induccién.
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Teorema 8. La extension o prolongacion k-ésima del grupo de Lie de transformaciones

puntuales (2.5)-(2.6), k > 2, es el siguiente grupo de transformaciones de Lie uniparamétrico

que actian en el espacio-(x,y, Y1, ..., Yx)

= X(x,y,¢), (2.25)
y* = Y(x7 y7 8)7 (2.26>
y; = }/i(xayay1>€)a (227)

OYj,_ OY),_ OYj,_

F_y, or TY T T Uk
Y, = k(xa Ys Y1y - o5 Yk, 5) = X (z,y,€) X (z,y,€) ) (228>

ox + 1 oy

en donde, Y1 = Yi(z,y,y1,€) estd definido por (2.15) y Y: = Yi(x,y,y1,...,¥;,€), i =
1,2,.. . k.

Observemos que podemos extender cualquier conjunto de transformaciones inyectivas (no

necesariamente un grupo de transformaciones)

ot = X(x,y), (2.29)

y' = Y(x,9), (2.30)

de algtin dominio D en el espacio-(x,y) a otro dominio DT en el espacio-(z,y), en donde las
funciones X (z,y) y Y (z,y) son k-veces diferenciables en D. Naturalmente, podemos extender
las transformaciones (2.29)-(2.30) al espacio-(z,y,y1, .. .,yx) de tal manera que se conserven

las condiciones de contacto (2.10)-(2.11), es decir,

dyt =yl dat (2.31)
dyf = yl, daf, k>1 (2.32)
Aqui la k-ésima extensién o prolongacién de la transformacién del espacio-(z,y,y1, - - ., Yk)
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al espacio- (zf, y, yI, o ,y,i) esta dada por

= X(z,y), (2.33)
yT —_ Y(m,y), (2.34)
yl = Yi(z,y,m), (2.35)
Yi_ Y Y
f—y, _ oty kg,
Y = k(CL‘, Y, Yy - - 7yk) - 0X (x,y) 0X (z,y) ’
ox + 1 Oy
en donde,
aY (z, Y (z,
Y. =Y, _ Yéxy)—i_yl ngy)
i = 7;(.%', y7y1) T 0X(x,y) 0X(zy) "
ox + % Oy
y

}/i:}/i<$7yayla"'>yi)7 Z:17277k_1
Ejemplo 6. a) En el grupo de traslaciones

= X(z,y,e) =x+¢, (2.36)

Yo = Y(zr,y,e) =y, (2.37)

tenemos

c_ (N _dy . _dy _
N=\ae) T T

Y, en general,

Y (d:ck ) da*k BT ek~ e -
Por lo tanto, para el grupo de traslaciones la extension o prolongacion k-ésima estd
dada por
r = X(v,y,e) =z +¢, (2.38)
y. = Y(z,y.6) =y, (2.39)
yi = Y(x,y,v,...0,6) =y, i=1,2,... k. (2.40)

b) Para el grupo de rotaciones

¥ = X(z,y,e) = x cose +y sene, (2.41)

y* = Y(z,y,e) = —x cose + y sene, (2.42)
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obtenemos

0X 0X oY oY
—— = cose —— = sene, =
ox dy

Luego, usando lo anterior tenemos

—Ssene + y1cose
)/i($7y,y17€):1/i: :

cose + yysene

ay,  ov; oY, 1

Ox 8y Oyi (cose +yisene)?’
Consecuentemente a partir de (2.24)

Y2
(cose + y1sene)?’

Y'Q(l'ayaylay%e) = Y'Z =

Luego, también se tiene

oY,  0Y, 0 Yy  —3(sene)ys oYy 1

O Oy 7 Oy (cose +yrsene)t Oys  (cose + yisene)?
Ast, para Ys usando (2.28) obtenemos

(y1sene + cose)ys — 3(ys)?sene

Y x) 9 9 Y €)= Y =
3(Z, Y, Y1, Y2, Y3€) 3 (cose + yysene)’

Por lo tanto, la tercera extension o prolongacion de transformaciones de Lie correspon-
diente a (2.41)-(2.42) estd dado por

*

¥ = X = xcose+ y sene,

*

y" = Y = —xcose + y sene, (2.43)

. —sene + Y1 cose
Y1 = ) (2.44)
COSE + Y15ene

* Y2
= 2.45
Y2 (cose + y1sene)?’ (245)

v = (y18ene + cose)ys — 3(y2)256n5' (2.46)
(cose + y1sene)?

Observacion 5. La tercera extension o prolongacion de (2.41)-(2.42) es un grupo de trans-
formaciones de Lie uniparamétrico que actia sobre el espacio-(x,y,y1, Yo, y3). Por supues-
to, se puede continuar extendiendo este grupo de transformaciones de Lie a el espacio-
(T, Y, Y1,Y2, Y3, - - - Uk), k = 4,5,..., sin embargo los cdlculos se complican cada vez mas

cuando k va incrementando.
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A partir del Teorema 1, seccion 1.3, sabemos que un grupo de Lie uniparamétrico de trans-
formaciones puntuales esta caracterizado por su generador infinitesimal. Dado que la k-ésima
extension de un grupo de Lie uniparamétrico de transformaciones puntuales es también un
grupo de Lie uniparamétrico de transformaciones, se sigue que el estudio de los grupos de Lie
de transformaciones extendidas se reduce al estudio de las transformaciones infinitesimales
extendidas o prolongaciones infinitesimales.

En la siguiente seccion presentamos un algoritmo explicito para determinar las transfor-
maciones infinitesimales extendidas o prolongaciones infinitesimales (y su correspondiente

generador infinitesimal) de una transformacién infinitesimal.

Definicién 7. Definimos el operador de derivada total por

0 0 0 0
D=2 4y L L 2.47
8x+y10y+y23y1+ +y+1ayn+ ( )
Para una funcién diferenciable F'(z,y,y1, s, ...,y su derivada total estd dada, usando

la definicién anterior, por
DF(x7y7yl7y27"'Jyl) :Fx+yle+y2Fy1 +"'+yl+1Fy17

en donde los subindices denotan la diferenciacion con respecto a la coordenada correspon-
: _ OF

diente Fy, = 3.

En términos del operador de derivada total (2.47) la k-ésima extensién o prolongacién del

grupo de Lie uniparamétrico de transformaciones puntuales (2.25)-(2.28) esta dado por

r = X(x,y,¢) (2.48)
y© = Y(z,y.¢) (2.49)
D}/;Z—l(x7y7y17"‘7yi—17€) .
A Vs Ui E) = =1,2,...,k, 2.50
Y; i (x7y7yl> » Y 5) DX(.’IZ‘,y,é‘) 1 ( )
en donde,
Yo=Y (2,5,2) 2.51)

2.4. Transformaciones infinitesimales extendidas

El grupo de Lie uniparamétrico de transformaciones puntuales

¥ = X(1,y,¢) = v+ e€(x,y) + O(e?), (2.52)

y' =Y(z,y,€) =y +en(z,y) + O(?), (2.53)
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actuando sobre el espacio-(z, y), tiene infinitesimales £(x, y) y n(z,y) (ver Capitulo 1, seccién

1.3) con el generador infinitesimal correspondiente

) 0
X = £(x,y)% +n(z, y)a—y~ (2.54)

La extension o prolongacién k—ésima de (2.52)-(2.53) estd dada por

¥ = X(z,y,e)=x+cel(n,y) +O(?), (2.55)
y* = Y(z,y.e) =y+en(z,y) + O, (2.56)
yi = Yi(z,y,u1,¢) =y +enB(x,y,u1) + O(e?), (2.57)
y;l»c< - Yk(xvya Y1, 7yk7€) = Yk + 577(k)<xyy7 Yy - J/k) + 0(62)7 (258>

y tiene los k—ésimos infinitesimales extendidos

f(l’, y)a 77(% y)7 7](1)(% Y, yl)v s 7,’7(k)<x) Y, Yiy .- 7?Jk)7
con el correspondiente k—ésimos generador infinitesimal
0 0 0 0
x (k) — — _ ) — 4 ... (k) o — (2.59
g(xvy)ax _I_T/(xvy)ay +77 (xayayl)ayl + +77 (x7y7y1a 7yk)ayk7 ( )

para k=1,2....

2.4.1. Una variable dependiente y una variable independiente

Las férmulas explicitas para los k—ésimos infinitesimales extendidos n®) resultan del

siguiente resultado

Teorema 9. Los infinitesimales extendidos '™ que aparecen en (2.59) satisfacen la relacion

de recurrencia

n(k)('xay)yla s ayk) - Dn(k_l)(x7y7y17 s ayk—l) - ykD§7 k= ]-727 B (26())

en donde, n°) = n(z,y) y D es como en la Definicion 7. En particular,

k! ,
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Demostracién. De (2.50), (2.55)-(2.58) y (2.47) tenemos

DY;—1  Dlye—1 +en®* 7 +0(e?)]

Y, = =
k(xay7yla >yk> DX D[Q? ¥+ €£ I 0(82)] )
yr, + eDntk=D

=y + (DY — yDE + O(E?),

=y +en®™ 4+ 0(eY).

obteniendo asi (2.60). La segunda parte la obtenemos por induccion finita en k.

Las férmulas explicitas para n®) se siguen inmediatamente a partir del Teorema 9. En

particular,
W= et (ny — &y — &) (2.62)
1% = w2y — o)t + (Tyy — 260y) (11)? (2.63)
—&yy (1) + (1y — 26)12 — 3E 1112,
1% = Nzw + (3Nawy — Eona)¥1 + 3(Eayy — 2Euay) (1)

+(Nyyy — 3€:cyy)<yl)3 - Syyy(y1>4 + 3(Ney — Eax) Y2

+3(1yy — 3&ay) Y1y — 685y (11)*y2 — 3E(y2)* + (1, — 3&)ys — 46,193 (2.64)
Concentramos propiedades de los infinitesimales extendidos en el siguiente resultado
Teorema 10. Las extensiones infinitesimales n'®) tienen las siguientes propiedades
1. n'®) es lineal en vy, para k > 2.

2. 1™ es un polinomio en y1, Yo, ..., Ys, cuyos coeficientes son linealmente homogéneos en

&(x,y), n(x,y), y sus derivadas parciales hasta el orden k.
Demostracién. Consultar [14] pdg. 61. 0

Ejemplo 7. 1. Recordemos que en el grupo de traslaciones tenemos que &(x,y) = 0 y

n(z,y) = 1, entonces el infinitesimal k-ésimo es n®) = 0.
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2. En el grupo de rotaciones tenemos que {(x,y) =y, n(x,y) = —x. Asi; §, =1, n, = —1,
& =, =0, entonces, en virtud de (2.62)-(2.64) obtenemos

nt = —(1+ (11)?),
n® = =3y,
n® = —(3(y)? + 4y1ys),

y para k > 4 usando (2.60) tenemos que ' = Dn*=Y — g9, de tal forma que

n = —5[2y2y3 + y1y4]7
n® = —[10(ys)? + 15204 + Gy1ys), etc.

2.5. Transformaciones extendidas

Al estudiar las propiedades de invariancia de una EDP de orden k£ con una variable depen-
diente u y n variables independientes z = (x1,xs,...,x,), con u = u(x) nos lleva de forma
natural al problema de encontrar las extensiones o prolongaciones de las transformaciones del
espacio-(x,u) al espacio-(x,u,0u. ..,d%u), donde nuevamente 9*u denota los componentes

de todas las derivadas parciales de orden k de u con respecto a x.

2.5.1. Una variable dependiente y n variables independientes

Primero consideramos las transformaciones extendidas de una transformacion puntual

(ver seccion 2.2)

= X(x,u), (2.65)

u' = Uz, u). (2.66)

Supongamos que la transformacién (2.65)-(2.66) es uno a uno en algin dominio D en el
espacio (z,u), con funciones X (x,u), U(z,u) que son k veces diferenciables en D. La trans-

formacién (2.65)-(2.66) preserva las condiciones de contacto, es decir,

du = Oudx, (2.67)

dou' = ouFdx, (2.68)
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en algtin dominio D en el espacio—(x,u,du. .., 0%u) si y sélo si

du' = ouldal, (2.69)
do*ut = oFuldat, (2.70)
en el dominio correspondiente D en el espacio-(zf, ul, du' ..., dFu'). Con el fin de expresar

las condiciones de contacto de forma explicita, definimos

—au UT—a_UT—a_U ete
Son Mo oxo

Us

De ahora en adelante se asumira que la suma es sobre los indices que se repiten. Las condi-

ciones (2.67)-(2.68) estan dadas por el conjunto de ecuaciones

du = wu;dxj,
dui1i2u-ik_1 = Ujyig..ip_1j dxj’
coni;=1,2,...,nparal =1,2,... k—1. Similares representaciones se cumplen para (2.69)-

(2.70).

Introducimos, para esta situacion el operador de derivada total

0 0 0 0

D; = in- tuj— + ot Uiy, 0, 1=1,2...,n. 2.71
oz, +u 5 + ujauj + o Uiy . + i n ( )
Para una funcién diferenciable F(z,u,du,d*u...,0") tenemos
oF oF oF oF ,
DiF(x,u,ﬁu...,alu) = axl +Ui%—|—uija—uj+'"+Uii1i2milm+“' 5 1 = 1,2...,7”&,

parat=1,2,...,n.

Ahora determinemos la trasformacién extendida o prolongacion

u;:Uj(:p’u’au), j:1,2,...,n.

De (2.65)-(2.66) obtenemos
dul = uI alyc:;r = (D;U) dx;,

da;;r.:(Din)d:pi, j=12,...,n,
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en donde, D; estd definido por (2.71), 7 =1,2,...,n. Entonces

(D;X;)u

[
J

DiU, i:1,2,...,n.

Sea A una matriz de tamano n x n dada por

DXy -+ DX,
A— (2.73)
D, X, --- D,X,
y suponemos que A~ existe. Entonces
ui Uy DUy
u; UQ D2U2
= A : (2.74)
Esto nos conduce a la transformacién extendida en el espacio-(z, u, du) dada por
o' = X(x,u), (2.75)
u' = Uz, u), (2.76)
oul = oU(x,u,u). (2.77)
De esta forma no es dificil mostrar que la extensién al espacio-(x, u, Qu, 0*u, ..., 0%u) estd
dada por
= X(z,u), (2.78)
= U(zx,u), (2.79)
oul = oU(z,u,0ou), (2.80)
oFut = 0"U(x,u,0u,...,0%), (2.81)
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en donde, las componentes de 0*u' estdn determinados por

T
Witin.ip_11

T

uilig...ik_12

T

i1dg.ik_1n

con i = 1,2,..

(2.74) y A es la matriz (2.73).

.,mn, paral =1,2,...

Ui1i2...ik_1n

Uil’iz...ik_ll

Uivig..ij_12

DlUi

1920k —1

DyU;

1920k —1

DnUiliQ...ik_l

Jk—1, con k > 2; 0U(x,u,du) estd determinado por

Ahora en el caso en donde (2.65)-(2.66) define un grupo de Lie de trasformaciones puntuales

actuando sobre el espacio (z,u) se puede

Teoremas 6, 7, 8) que la extensién k—ésima al espacio (x,u, du, ..., %u), dada por
= X(z,u,e),
uw = Ulz,u,e),
ou* = 9oU(x,u,du,e),
v = U(x,u,0u,...,0%,¢),

= X(z,u,e),

u' = U(z,u,e),

(2.82)

(2.83)

demostrar, (siguiendo las demostraciones de los

(2.84)
(2.85)
(2.86)

(2.87)

define un k-ésimo grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico extendido. En (2.84)-

(2.87)

Ui

Us

DU,

DyU,

(2.88)
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*
Wiiig.ip_q1 Usyiy..i_11 D1Uiig...ir_,
*
Witig.if_12 Usyig...in_12 DoUs iy iy
1
= =A , (2.89)
*
| u’i1i2...ik_1’n ] L UiliQ---ik—ln i L DnUi1i2~~-ik71 i

*
21%2...0—1%

ponentes de OFu* = 9*U. En (2.89), iy = 1,2,...,n paral = 1,2,...,k — 1 con k > 2; los

en donde, u = U; son los componentes de du* = 0U y u = Ujyiy..ixi SON las com-

operadores D; estdn dados por (2.71); y A™! es la inversa de la matriz A dada por (2.73)
para X y U dados por (2.84)-(2.85).

2.6. Transformaciones infinitesimales extendidas

El grupo de Lie de transformaciones puntuales uniparamétrico

x;k - XZ'(ZL',’LL,E) =T —|—€§Z<JZ,U) +O(52)’ (290>
u* = Uz, u,e) =u+en(z,u) + O(?), (2.91)
i =1,2,...,n actuando sobre el espacio-(x,u), tiene el generador infinitesimal

0

0
X =&(r,u)— + n(m,u)%,

o i=1,2,...n. (2.92)

2.6.1. Una variable dependiente y n variables independientes

La extension k-ésima de (2.90)-(2.91) viene dada por

oy = Xi(x,u,6) = x;+e&(z,u) + O(e), (2.93)
ut = u(r,ue) = u+en(r,u) + O(e?), (2.94)
uf = Uj(x,u,0u,e) = u;+ 87]§1)($, u, Ou) + O(e?), (2.95)
u;iz...ik = Uiliz---ik (IE, u, au? s ’aku’ 5) = Uiyis..ig + 577@'(11?2...% (ZB, u, Gu, Tt 78ku> + 0(52)’
(2.96)
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en donde, 1 = 1,2,...,ny 4 = 1,2,...,n paral = 1,2,...,k con kK > 1. Sus k-ésimas

extensiones infinitesimales son
E(z,u), n(z,u),n(z,u,0u), . . . ,n(k)(m, u, 0u, . .., 0"u), (2.97)
con el k-ésimo generador infinitesimal extendido correspondiente

0 0 0 0
X =£¢%+n—+n§1)—+---+n(m

ou ouy 2 QUi iy

k> 1. (2.98)

Las férmulas explicitas para los k—ésimos infinitesimales extendidos 7®) resultan del siguiente

teorema

Teorema 11. Los infinitesimales extendidos n*) satisfacen la relacion de recursion

0’ = D (D, i=12...n, (2.99)
k k—1
772(11)2% = Dnz(uz)zk - (Dikgj)uillé---ik—lﬁ (2100)

u=12,...nparal =1,2,...,k con k > 2.

Demostracién. De (2.73) y (2.93) tenemos

Dy(xy +€&) Di(xa+¢e&) -+ Di(xn +€&)
Dy(xo + &) Do(xo +6&) -+ Do(z, +€5&,)

A= ‘ . _ ' +O0(e*) = I +eB + 0(&?),
Dn(Il + 5571) Dn(xZ + 852) T Dn(xn + 5571)

en donde, I es la matriz identidad n X n y

_D1f1 D& .- D1fn-
D& Dy -+ Do§,

B=| ] (2.101)
anl Dn£2 t ann
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Entonces

At =T+eB - 0(g?),

(2.102)

ya que (I +eB)(I —eB) = I + O(e?). Ahora de (2.88), (2.94)-(2.95), (2.101) y (2.102) se

stque
Ul + 87]51)
Up + 57751)
= [[ — eB]
Up, + 8?77(11)
Y, ast
SR -
n” Dun
1
ns” Do
1
| || D |

uy +eDn

Uy +€D9n

Up +€Dyn

Uy

U2

Unp

+0(£?), (2.103)

(2.104)

la cual conduce a (2.99). Luego, de (2.89), (2.95)-(2.96), (2.101) y (2.102) obtenemos

(k)

WUiyig..ip_11 + gnilig...ik_ll

(k)
Uilig...ik_ﬂ + 577@'17:2..@%,12

= [I —eB]

(k)

uilig...ikfl’n + Enilig...ik,ln

WUiyig..ip_,1 + D1

WUiyig..ip_ 2 + €D

uilig...ikfln + 5D7l?7

(k—1)
11211

(k=1)
119201

+0(e)* (2.105)

(k—1)
1192...0k—1
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Y por consiguiente

(k) 1 [ p&0

Nivin.ip_11 Mivig. iy Wiyig..ig_11

k k—1
ni(l’i)g...ik_12 D27]i(1i2...)ik_1 Wiin..ij_12
- - B , (2.106)
(k) (k=1)
| Tivig.ip_1n | Dty iy ] | Wirip.ipan |
w=12....nparal=1,2,....k—1 con k > 2, asi obtenemos (2.100).
O

Particularizando el Teorema 11 al caso de una variable dependiente u y dos variables

independientes x1 y x5 el grupo extendido de Lie de transformaciones uniparamétricas

x; Xi(z1, 29, u,€) = 15 + &(21, 29, u) + O(e?), i=1,2, (2.107)
u* U(xy, To,u,€) = u + en(xy, 29, u) + O(?), (2.108)
u; U(zy, T2, u,us, s, €) = u; + 5n§1)(x1,$2,u,u1,u2) +0(?), i=1,2, (2.109)
U;-kj Uij (21, T2, u, U1, Uz, U1, Uiz, Uz, €)
w;j + 87]1-(?)(51}1, T, U, Uy, U, Uty, Uz, Uo) + O(E%) 4,7 = 1,2, (2.110)
etc., tiene sus extensiones infinitesimales dadas por
(1) In [On  0& ] 08> &1 s 0& 211
o 2 Sy = Dy — () — 22 111
n 011 + | Ou O | t 8x1u2 ou (1) ou . ( )
) On  fon 0% - 04 - O0&, o O0& 2112
2 0wy * | Ou  Ozs 2 8x2u1 ou (u2) By 2 (2.112)
2 2 2 2
(2) ol Fn 9 & on 0& 3
S/ _gSh,, %2 I 9@y, — 9252
" 0x? * “0x0u 022 02 21 5, Dy | T T0m 2
01 0% 2 9*E P&, 5 P,
_9 _9 _ 75 _ 7582
[8u2 ékvlau} () = g gtk = gy ()" = (w)us
0 0 0
—3£U1U11 — %UQUll — Qa—%ululz, (2113)



@ +{ 9°n 0%, ]w +{ 9%n 96, 9

9 B B B _ 782
The = Ty = 01107 9200 D210 I R e . Uy 8x1u22

[On 08, 0, 0& 3252

on o0& 05 LS T RS B
+ | Ou  Oxy 8SE2:| 2 axgun Ox10u (u2)

—2%u2um - 2%@%12 - %muu - %ulum, (2.114)
—3%1@1@2 - 3%%1@2 - 2%1@“2, (2.115)

etc.

2.7. Transformaciones extendidas y transformaciones
infinitesimales extendidas: m variables dependien-

tes y n variables independientes

La situacién de m variables dependientes u = (u',u? u,...,u™) y n variables indepen-

dientes x = (z1,22,...,%,), u = u(zr), con m > 2, surge al estudiar sistemas de ecuaciones
diferenciales. Esto conduce a considerar transformaciones extendidas del espacio-(x,u) al
espacio-(x, u, Ou, 0%u, . .. ,0%u) en donde 9*u denota los componentes de todas las derivadas
parciales de orden k de u con, respecto a z. Estas transformaciones extendidas o prolonga-
ciones preservan las condiciones de contacto correspondientes.

Consideramos una transformacién puntual

= X(x,u), (2.116)

u' = Uz, u). (2.117)
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Sean

ou”
8567; ’

uf (W) = 2t = ete. (2.118)

_ 9 +uff 0 +ul 0 +ul! 0 +- - Ful;
O L oum ijauy ijkau;%k Giiz,ein g bt

1112,...1n
con la suma sobre indices repetidos. La extension k-ésima de la transformacién (2.116)-(2.117)

D;

+... ’i:1’27,__7n’ (2119)

esta dada por

ot = X(z,u), (2.120)
ul = Ulx,u), (2.121)
oul = oU(z,u,0u), (2.122)
out = oU(z,u,ou,...,0%), (2.123)

(2.124)

en donde, los componentes (uf')" de du' estdn determinadas por

(uf)! Uy DyU"
(uy)! Uy D,U*

= =A™ : (2.125)
(up)! Uy D,U"

A~ es la inversa (asumiendo que existe) de la matriz

D1X1 D1X2 et Dan
Do X1 D1 Xy -+ DaX,

A= , (2.126)
DnXl D1X2 tee Dan
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y los componentes (u T de 0%u' estan determinados por

01920 1)

I T H I3
(uilig..‘ikfll) U’LllQ ’Lk 11 DlUll’LQ Zk 1
I T 12
(uil’ig...ik,12) UZ1’LQ Zk 12 DQUZlZQ Zk, 1
= =A"! k=23...,n (2127)
H T H I
| (ui1i2‘..ik,1n) | Uzug dgp_1n | D Uzlzg Ak—1 |

Ahora nos especializamos en la transformacién puntual (2.116)-(2.117) a el caso de un grupo

de Lie uniparamétrico de transformaciones puntuales

X" = X(z,u,e), (2.128)
U = Ulz,u,e). (2.129)
Aqui, la transformacién k-ésima extendida (2.120)-(2.127), con { reemplazado por *, es un

grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico que acttia sobre el espacio-(x, u, Qu, . . ., 0%u).

Tenemos asi

vf = Xi(z,u,e) = i+ e&(ar,u) + O(e7), (2.130)
(") = UM (z,u,e) = ut+en(z,u) + O(e?), (2.131)
(uf)" = UM (x,u,0u,e) = ul+ 877( )“(x,u,f)u) +0(£?), (2.132)

(', )V =U" . (x,u,0u,... 0"ue) = u', . —|—€?7(k-)“ .k(x,u,au,...,aku)—1—0(82),

1102...0% 11%2...0% 1112...0% 1112...7
(2.133)
con las extensiones infinitesimales nz(m 4, dadas por
n* = Dt — (Dig ), (2.134)
y
(R _ (k=1)p
nilig...ik - lenzlzg A1 (legj) 1192...05—17" (2135>
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coni; =1,2,...,nparal =1,2...,k con k > 2. Aqui la extensién k-ésima del generador

infinitesimal estd dada por

0 0
+U“($au)%+U§1)M($ay7au)ﬁ+'” (2.136)
0]

K2
out' ’

0

B (e u, Ou, 0P, . .., )

11%2... 1%

k> 1. (2.137)
1112...0k

2.8. Grupos de Lie de transformaciones r-paraméricas

Hasta ahora, solo hemos considerado grupos de Lie de un parametro, pero no es dificil
generalizar los resultados anteriores a grupos de Lie r-paramétricos. En este caso, las trans-
formaciones continuas simplemente dependen de los r-pardmetros ¢;. Cada parametro de un
grupo de Lie de transformaciones r-paramétricas conduce a un generador infinitesimal. Los
generadores infinitesimales pertenecen a un espacio vectorial de dimensién r en el cual existe
una estructura adicional, llamada el conmutador. Este espacio vectorial especial se conoce
con el nombre de dlgebra de Lie r-dimensional.

Para nuestros propésitos, el estudio de un grupo de Lie de transformaciones r-paramétrico
es equivalente al estudio de sus generadores infinitesimales y la estructura de las correspon-
dientes algebra de Lie. La exponencial de cualquier generador infinitesimal es un grupo de Lie
de transformaciones uniparamétrico que es un subgrupo del grupo de Lie de transformaciones
r-paramétrico.

Consideremos un grupo r-paramétrico de transformacion de Lie puntuales
" =X(xz,e), (2.138)

con x = (x1,x2,...,T,) y pardmetros € = (e1,¢€9, ..., &, ), ademés de una ley de composicién

de los pardametros denotada por

90(69 0) = (p1(€,9), p2(€,9), ..., @T(E:? 6))7

con & = (41,02, ...,d,), en donde (e, d) satisface los axiomas de grupo, con € = 0, corres-
pondiendo a la identidad, es decir, e = g9 = -+ = &, = 0 y supongamos que (&,d) es
analitica en el dominio que sea definido.

Sea E(x) la matriz infinitesimal, una matriz de tamano r x n con entradas

_ ox _ 0Xj(x,€)
920 |oeo [

£0i() a=1,2....r, j=12 ..n (2.139)



Sea O (&) una matriz de tamafio r X r con entradas

Opg(e,
Ous(e) = 220 (2.140)
[e* =0

y denotemos a la inversa de la matriz @ (e) por
¥(e) =0 '(e). (2.141)

Con estas definiciones el Primer teorema fundamental de Lie para un grupo de trans-
formaciones r-paramétrico afirma que en alguna vecindad de € = 0, (2.138) es equivalente a

la solucién del problema del valor inicial para el sistema de nr EDPs de primer orden dado

por
0xy Ox; L oz,
Oeq 853 Oe1
oz Oz} . oz,
Oea Oea Oea
=W(e)=E(x"), (2.142)
orf oxy . om
Oer Oes Oer
con
=z en e=0. (2.143)

Definicién 8. El generador infinitesimal X, correspondiente al pardmetro €, del grupo

de Lie de transformaciones r—paramétrico (2.138), estd dado por
Xy = iﬁa-(w)i, con a=1,2...r (2.144)
= J 8xj

Se puede demostrar que el grupo de Lie de transformaciones r-paramétrico (2.138) es

equivalente a

r

x* = H eheXog = eiXignaa . ghrXrg (2.145)
a=1
en donde i, pto, ..., [ son constantes reales arbitrarias. [El orden de las operaciones en

(2.145) se puede reorganizar renumerando los generadores infinitesimales aunque no sea ne-
cesariamente cierto que eteXaetsXs = ehsXsertaXa para o # 3. Un reordenamiento corres-

ponderfa a una parametrizacién diferente, es decir, ¥(g) cambiaria. Un grupo de Lie de
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transformaciones r-paramétrico es equivalente a (2.138) si este puede expresarse en la forma
(2.142)-(2.143) con la misma =(x).]

También se puede demostrar que el grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico

3 oaXa
x* =N = eeagl x, (2.146)

el cual se obtiene aplicando la exponencial al generador infinitesimal

T n a

X = WX = () —, 2.147
> ot = Y la) (2147

a=1 J=1

en donde,
G(@)) ouaj(m), j=12,....n, (2.148)
a=1

en términos de cualesquiera constantes reales fijas o1, 09, ... 0,, define un e-subgrupo unipa-

ramétrico del grupo de Lie de transformaciones r-paramético (2.138).

Ejemplo 8. Consideremos el grupo de Lie de transformaciones (z1,x) = (x,y) 2— paramétri-

co (e = (51,52)> dado por

Tt = €'x+ e, (2.149)

yto= ey (2.150)
Luego

o = a4 5y = e ®V 4 py(e, b),

*% 6251 2¢1(€,0)

y* =e Y,

con la ley de composicion dada por
p(e,0) = (p1(g,0), p2(g,8)) = (1 + 01, ey + d2).

La familia de transformaciones (2.149)-(2.150) 2-paramétrico, con la anterior ley de com-
posicion es un grupo de Lie de transformaciones 2-paramétrico con x* = x, y* = y cuando
€ =(e1,69) =0.

Notemos que

ox* . oy* ox* oy*
= =z* — 9 = 2 fly = 2 * = 1) -
881 cr o 2 851 € Y 862 852
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Luego,

oz*  Oy* * *
O O 1 0
Oeo Oea
Entonces
ox* oy*
pu— pumy = pum— 2
€1l(m) (981 o z, 512(w) 851 o Y,
or* oy*
a1 () 93 |, ) §aa() 925 |y
De esta manera la matriz infinitesimal estd dada por
x 2
=(x) — Y
1 0
Ahora, para determinar ¥(x) tenemos
0 0 0 0
dov o Ve Om o Oe
001 001 009 04y
Y asi
8901 8802
O = — =1 O = — =
11 904 o ) 12 R 5o €2,
1 dpa
O = — =0 O = — =0.
2= s, o ) 2= 55, o
Por lo tanto,
1 E9
O(e) = :
0 1
Yy
1 1 —&9
¥(e) =06() =
0 1

Luego es facil notar
Tl
1 0
La cual es la matriz (2.151) cumpliendose asi (2.142)-(2.143). Por lo tanto, el problema

de wvalor inicial estd dado por el sistema de EDP de primer orden

ox* .

= Tr —¢&
881 2
oy*

= W*
881 y )
or*
o 1,
882
ou*
852
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con x = 2%, y = y*, cuando €1 = 0, 5 = 0. Cuya solucion nos lleva a la transformacion
(2.149)-(2.150).
Para el grupo de Lie de transformaciones 2-paramétrico (2.149)-(2.150), los generadores

infinitesimales correspondientes son

0 0
Xy = z2— +2y— 2.152
x, = 2 (2.153)
2T o ’

Para alguna funcion diferenciable F(z,y) tenemos

X F(z,y) = F(efz,e*y), (2.154)
2 F(2,y) = F(z+e,y). (2.155)

Ahora verificamos que las representaciones (2.145) y (2.146) conducen a (2.149)-(2.150). De

(2.154)-(2.155), se deduce que para cualesquier constantes reales ji1, ji2 tenemos

e X122 (g oY) = e (2 + o, y) = (M + pio, €21y), (2.156)

e X2 Xt (g gy = er2X2(eiiy o2y = (e (2 4 p1g), €*1y). (2.157)
Sea T = Mz + Xy. Entonces

5 el 4 A
e(AM1 X1+ 2 X  enidZ42eny 2 T— A [T A2 g0y
s Xt 2)(%1/) = € oz o )\—79 = )\—76 'y
1 1

A
— (edlx + A—Q (eM —1) ,emly) : (2.158)
1

Ast, (2.156) es idéntica a (2.149)-(2.150), con la misma ley de composicion ¢(g,08) = (&1 +
81,82 +€7%8,); y (2.158) es equivalente a (2.149)-(2.150) con la ley de composicion

€1+ 01 o [ €2, & 02 02
QO(E,(;): (61+51,m<6 (5_1<6 —1)+6—1) —5—1 .

2.9. Algebras de Lie

Definicién 9. Consideremos el grupo de Lie de transformaciones r-pardmetrico (2.138) con

generadores infinitesimales X, a = 1,2, ..., 7, definidos por (2.139) y (2.144). El conmutador
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(corchete de Lie) de X, y Xp es un operador de primer orden

(Xoy Xs] = XoXs— X5Xa
_ Z [(g(a:)ai) (1015 ) - ()5 ) (ewi@rpe )]

= Z n;(x 6% (2.159)

en donde,

— 0&s,(x 0¢qi(x
ni(@) =) (gai(m)% - 5&(:0)5—;)) - (2.160)

i=1 v ?
Se sigue de inmediato de la definicion que

(Xo, X5] = —[Xs, Xal. (2.161)

Teorema 12. (Segundo teorema fundamental de Lie). El conmutador de dos genera-
dores infinitesimales de un grupo de transformaciones de Lie r-pardmetrico también es un

generador infinitesimal. En particular,
[X., X5] = Z (2.162)

en donde, los coeficientes C”ﬁ son llamadas constantes estructurales, o, B,y =1,2,...,r.

Demostracion. La prueba de este teorema depende esencialmente de las condiciones de

integrabilidad
o’x; O%x;
0,025 Oepley’
aplicadas a (2.142). Para consultar detalles ver [62] - [64].

i=1,2,....n, a,8=12...,r (2.163)

O

Definicién 10. Las ecuaciones (2.162) se denominan relaciones de conmutacion del grupo

de Lie de transformaciones r-paramétrico (2.138) con los generadores infinitesimales (2.144).

Para cualquiera tres generadores infinitesimales X, , Xg, X, por cdlculo directo se puede

demostrar que se cumple la identidad de Jacobi, es decir
(X [X, X0 1] o [X 0 (X, Xol] [ (X, X)) = 0. (2.164)

A partir de (2.161), (2.162) y (2.164), se demuestra facilmente el siguiente teorema que

relaciona las constantes estructurales
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Teorema 13. (Tercer teorema fundamental de Lie). Las constantes estructurares de-

finidas por las relaciones de conmutacion (2.162) satisfacen las relaciones

= —Cl,, (2.165)

Ot

T

D o [ChsCo, + Ch 00, + CLLCo) = (2.166)

v pa Yo
p=1

En particular, (2.165) es equivalente a la propiedad antisimetrica del conmutador (2.161), y
(2.166) es equivalente a la identidad de Jacobi (2.164).

Definicién 11. Un dlgebra de Lie £ es un espacio vectorial sobre R o C con una operacion
corchete bilineal (el conmutador) que satisface las propiedades (2.161), (2.164) vy, lo mds im-
portante, (2.162). En particular, el conjunto de generadores infinitesimales { X, },=1,2,...,r,
de un grupo de Lie de transformaciones r-paramétrico (2.138) forma un dlgebra de Lie r-

dimensional sobre R.

Uno puede motivar la definicién del conmutador [X,, X 3] por el siguiente argumento. Sea
G" que denota el grupo de transformaciones de Lie r-paramétroico (2.138). Cualquier (¢)-
subgrupo uniparamétrico de G" tiene un correspondiente generador infinitesimal en £". Por
ejemplo, X, € £ corresponde a e**ex € G", o = 1,2,...,7r; aX, + bXjs € £ corresponde
tanto a e5(@XotXs)z € G" como a e#XeetXox € G, Si X, X5 € £ entonces ambos eXox
y X8z pertenecen a G" para cualquier real e. Consideremos el e-grupo de transformaciones

conmutador uniparamétrico

— — -1 -1
e sXae ngesXaengw — [BEXO‘} [€€X5:| esXaengw cqG.

Entonces

1 1
e Nagm Xt Na e X — (1 —eX, + 552()(&)2) (1 —eXg+ 582(X5)2)

X (1 +eXo+ %52(Xa) ) (1 +eXp+ ;5 (Xﬁ)Q) e%)
= (1—5(Xa+X5>+62 (X Xﬁ+;<X ))

1
5(Xa)

lix
x(1+5(Xa+X5)—I—52<XX5+ 5
= 1 22(2Xa X + (Xa)? 4+ (Xp)* — (Xa + Xp) )

))
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= 142 (XaXs — XpXo) + O()
= 1+¢&%[X,, Xg] + O(e%).
Por lo tanto, [X,, Xs] € £".

Se puede mostrar de forma directa que e¥X=e?Xs = ?XsesXe = eXat0Xs g v s6lo si [X,, X5] =

0.

Teorema 14. Sean Xék), Xék) los generadores infinitesimales k-extendidos de los generadores
infinitesimales X,, Xg, y sean [Xa,Xg](k) el generador infinitesimal k-extendido del conmu-
tador [ X, Xg] . Entonces [Xa, X5 = [Xc(yk),Xék)], k > 1. Por lo tanto, si [X,, Xs] = X,,
entonces [ X, ék)] =xP k>1.

Demostracién. Ver en [11], pag. 79.

O

Definicién 12. Un subespacio J C £ se llama subalgebra del dlgebra de Lie £ si [X,, Xp] € J
para todos los X, X € J.

Ejemplo 9. (Grupo de Lie de ocho pardmetros de transformaciones proyectivas en R?) Las
transformaciones proyectivas en R% asignan lineas rectas a lineas rectas. En particular, se

definen por el grupo de Lie de transformaciones de ocho pardametros

1
o o Ute)rteyt = (2.167)
e1rx+ey+1
1
= g6t + (L +e7)y + 58’ (2.168)
e1r+ey+1
con pardmetros €, € R, para l = 1,2,...,8. El generador infinitesimal de la correspondiente
dlgebra de Lie £8 estd dada por
0 0 0 0 0
X == — Xo=ay—+y*—, Xy=a—
0 0 0 0 0
Xo=y—, Xs=—, Xg=2—, Xo=y—, Xg=—. 2.169
4 yax7 5 axu 6 xaya 7 yayu 8 ay ( )

Es conveniente mostrar los conmutadores de un dalgebra de Lie a través de su tabla de con-
mutadores cuya entrada (i, j) es [X;, X;]. De (2.161), se deduce que la tabla es antisimétrica
con sus elementos diagonales todos cero. Las constantes estructurales se leen fdcilmente de
la tabla de conmutadores.

Para los generadores infinitesimales (2.169), tenemos la siquiente tabla de conmutadores
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Xy Xy X3 Xy X5 X X7 Xy
Xi 0 0 -X; =X 2X5- X 0 0 — X
X 0 0 0 0 —X, X Xy —X3-2X7
X X, 0 0 - Xy —X; X 0 0
X4 X 0 Xy 0 0 Xr— X3 —Xy —X;
X5 | 2X5+ X7 X4 X5 0 0 Xy 0 0
X 0 X1 -Xs Xs— X7 — X3 0 X 0
X7 0 X 0 Xy 0 — X 0 — X
Xs X X;+2X; 0 X5 0 0 Xs 0

Ejemplo 10. (Grupo de movimientos rigidos en R*)

El grupo de movimientos rigidos en R? conserva las distancias entre dos puntos enR? . Este

grupo es el grupo de Lie de transformaciones tres-paramétrico de rotaciones y traslaciones

en R? dado por

TCOSEL — YSeNneL + €a,

rsene| + ycose| + €3.

El correspondiente generador infinitesimal estd dado por

0 0 0 0
X = —y— — X5 =
1 yax—i-xay, 2

La tabla del conmutador de su algebra de Lie es

X Xs X3
Xy 0 —X3 Xs
X5 X3 0 0
X3 - X5 0 0

2.10. Superficies y curvas invariantes

or’ - oy’

(2.170)

(2.171)

(2.172)

Bajo la accién de un grupo de Lie de transformaciones puntuales uniparamétrico admi-

tido por una EDO, cada curva solucién es transformada en una familia de curvas solucion

uniparamétricas de la misma ecuacion diferencial o es invariante bajo la accién de grupo.

Comentarios analogos se aplican para las superficie solucion de las EDPs.
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Definicién 13. Una superficie F(x) = 0 es una superficie invariante para un grupo
de transformaciones uniparamétrico dadas por X* = X(x,¢), si y solo si F(x") =0 cuando

F(x) = 0.

Definicién 14. Una curva F(x,y) = 0 es una curva invariante para un grupo de Lie de

transformaciones uniparamétrico (2.52)-(2.53) si y sélo si F(z*,y*) = 0 cuando F(z,y) = 0.

Teorema 15. 1. Una superficie F(x) = 0 es una superficie invariante para un grupo de

Lie de transformaciones uniparamétrico dado por X* = X(x,¢), si y sdlo si
XF(zx) =0, cuando F(x) =0, (2.173)
en donde, X es el generador infinitesimal dado por (1.30).

2. Una curva F(z,y) = 0 es una curva invariante para un grupo de transformaciones de

Lie uniparamétrico (2.52)-(2.53) si y sdlo si
XF(z,y)=0, cuando F(z,y) =0,
en donde, X es el generador infinitesimal dado por (2.54).
Demostracién. Ver [11] pag 87. 0

El teorema anterior da un significado a la busqueda de superficies invariantes de un grupo
de Lie de transformaciones dado, es decir, resolviendo (2.173). Una curva escrita en forma

de ecuacion, F(z,y) =y — f(z) = 0, es una curva invariante para (2.52)-(2.53) si y sélo si
XF(x,y) =n(z,y) = &(z,y)f(z) =0
cuando F(z,y) =y — f(z) =0, es decir, si y sélo si
n(z, f(z)) = &z, f(2))f'(x) = 0.
Como ejemplo, consideremos el grupo de escalamiento, que escribimos a continuacion.
Ejemplo 11.

= e, (2.174)

Yyt o= ey. (2.175)
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El generador infinitesimal correspondiente estd dado por
0
X = o— +y—. (2.176)

Un rayo y — Ax = 0 & > 0, A =const., es una curva invariante para (2.174)-(2.175) ya que
X(y — Mx) =y — Az = 0 cuando y — Az = 0; una pardbola y — A\x*> = 0, con X\ = const.,
no es una curva invariante para (2.174)-(2.175) ya que X (y — A\z?) = y — 2\z* # 0 cuando
y — Mz = 0.

Para encontrar todas las curvas invariantes y — f(x) = 0 para (2.174)-(2.175), primero

encontramos la solucion general u(x,y) de la EDP

la cual es

en donde, F' es una funcidn arbitraria de y/x. Las curvas invariantes entonces incluyen las
curvas

y—Ax =0, A=const., x>0,0x<0.

Definicién 15. Un punto x es un punto invariante para el grupo de Lie de transforma-

ciones (1.4) si y sélo si ** = x bajo (1.4).

Teorema 16. Un punto x es un punto invariante para el grupo de transformaciones (1.4)
sty solo si

£(@) = 0.
Demostracién. Ver [11] pdg 90. O

Ejemplo 12. Definimos el grupo escalar como

y = €y, (2.177)

note que en este grupo &(x,y) = n(z,y) = 0 si y solo si v = y = 0. Asi, el inico punto

invariante es el origen (0,0).
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Definicién 16. La familia de superficies
w(x) =¢, con c¢ constante,

es una familia de superficies invariante para el grupo de transformaciones de Lie (1.4)
sty solo si

w(x')=c", con " constante, cuando w(x) = c.
Definicién 17. La familia de curvas
w(z,y) =¢, con c constante

es una familia de curvas invariante para el grupo de transformaciones de Lie (2.52)-

(2.53) si y solo si
w(z*,y*)=c", con ¢ constante, cuando w(x,y) = c.

Para las definiciones anteriores se sigue ¢* = C(c, ), para alguna funcion C' de la constante

c y el parametro € del grupo.

Ejemplo 13. Para el grupo de escalamiento

=X = ez, (2.178)

y' =Y =y,

tenemos

yr=Y = 6266(13) = 6266(6_6.7}*),

y por lo tanto, y = ©(z) se transforma en la familia de curvas

y = e*0(ez) = ¢(x,¢).
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Capitulo 3

Simetrias e invariancia en Ecuaciones Diferenciales en

Derivadas Parciales

3.1. Introduccion

Cuando hablamos de un grupo de simetria cldsico con un sistema de ecuaciones dife-
renciales parciales nos referimos a un grupo continuo de transformaciones que actian en el
espacio de variables independientes y dependientes que transforman las soluciones del sistema
en otras soluciones. Como es sabido, las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales
parciales que son invariantes bajo un grupo de simetria continuo se encuentran resolviendo
un sistema reducido de ecuaciones diferenciales que implican menos variables independien-
tes. Entre estas soluciones se incluyen las clases importantes de soluciones de onda viajera y
soluciones de similaridad, asi como muchas otras soluciones explicitas de importancia fisica
directa. Lo que no se sabe bien es que el método de reduccion basico se originé con el propio
Sophus Lie.

Lie estaba interesado en soluciones a sistemas de ecuaciones diferenciales parciales invariantes
bajo grupos de transformaciones de contacto (o transformaciones tangentes), pero sus resul-
tados incluyen las versiones locales del teorema de reduccién actual. En [30], Lie demuestra
que las soluciones a una ecuacion diferencial parcial en dos variables independientes, que
son invariantes bajo un grupo de simetria de un parametro, se pueden encontrar resolviendo

una ecuacién diferencial ordinaria “reducida”. La generalizacion a los sistemas de ecuaciones
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diferenciales parciales, en grupos multiparamétricos, se establece y se prueba en el mismo

documento, pero, hasta donde sabemos, nunca antes se habia remitido.

En [31], Bluman y Cole propusieron una generalizaciéon del método de Lie para encontrar
soluciones invariantes bajo el grupo, que llamaron el método no “clasico”. Mediante esta
maquinaria, una clase mucho mas amplia de grupos esta potencialmente disponible y, por
lo tanto, existe la posibilidad de encontrar mas tipos de soluciones explicitas mediante las
mismas técnicas de reduccién. En la practica, sin embargo, las ecuaciones determinantes
para un grupo de simetria no clasico de tipo Bluman y Cole pueden ser demasiado dificiles
de resolver explicitamente; sin embargo, como se muestra aqui, incluso encontrar grupos no
clésicos particulares puede conducir a nuevas soluciones explicitas del sistema. (Es cierto a
primera vista, el hecho de que se puede ampliar el rango de posibles grupos de simetria al

agregar mas ecuaciones).

En este capitulo discutiremos como se puede usar la invariancia bajo los grupos de Lie de

transformaciones puntuales para construir soluciones de EDP.

3.2. Invariancia de una EDP
Consideremos una EDP escalar escrita como
F(x,u,@u, 0%u, . .. ,8ku> =0, (3.1)

en donde, F : R" x R™"™" x --- x R® — R es una funcién con z = (1,22, ...,x,) denota
las coordenadas correspondientes a las n variables independientes, u denota la coordenada
correspondiente a la variable dependiente, y &’u denota las coordenadas con componentes
&u)Ow; Oxyy - - - OTi; = Uiy y,..i; con i = 1,2,....n, para j = 1,2,...,k, correspondiendo a

todas las j—ésimas derivadas parciales de u con respecto a x.

Definicién 18. Una funcién localmente analitica F(x,u,du,d*u, ..., 0%u) de un nimero
finito de variables x,u,0u,0%u, . ..,0%u es llamada funcién diferencial. Denotamos con

A a el conjunto de todas las funciones diferenciales.

El Anexo 2, en el Apéndice, colecta algunas propiedades de A.
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En términos de las coordenadas z,u, du, 0*u, . .., OFu la ecuacién diferencial parcial (3.1)
se convierte en una ecuacién algebraica que define una hipersuperficie en el espacio- (x, u, du, 9%u,
Pu, ..., 0%u). (Aqui el espacio-(z,u, du) es de dimensién 2n + 1, el espacio-(z, u, du, O*u) es

de dimensién 1 (n? 4 5n + 2), etc).
Para cualquier solucién u = O(z) de la EDP (3.1), la ecuacién
(z,u,0u, 0%u, ..., 0%u) = (x,0(x),00(x),0°0(x), . ..,0"0(x)),
define una superficie solucion que se encuentra en la superficie
F(x,u,0u,0%u, ..., 0%) = 0.

Supongamos que de la EDP (3.1) es posible extraer alguna componente especifica de las

derivadas parciales de u de orden [

F(x,u, 0u,0*u, ..., 0%) = w45 — flo,u,0u,0%u,...,0%) =0, k>2 1<k,

el "

Definicién 19. El grupo de Lie de transformaciones uniparamétrico
= X(z,u,e), (3.2)

u* =U(z,u,¢e), (3.3)

deja invariante la EDP (3.1), es decir, es una simetria puntual admitida por EDP
(3.1), si y solo si su extension k—ésima, definida por (2.84)-(2.87) y (2.88)-(2.89), deja la
superficie (3.1) invariante bajo el grupo de transformaciones (3.2)-(3.3).

Observacién 6. 1. Una solucion u = O(x) de la EDP (3.1) esta sobre la superficie (3.1)

con

uilig...ij :@]@(x)/ﬁxnaxm ...8$ij, ij = 1,2,...77,, para ] = 1,2,]{'

2. La invariancia de la superficie (3.1) bajo la extencion k—ésima de (3.2)-(3.3) significa
que cualquier solucion u = O(x) de (3.1) la transforma bajo la accion de grupo unipa-

ramétrico (3.2)-(3.3) en otra solucion v = ®(x, ) para algin .
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3. Mds atn, si una transformacion de la forma (3.2)-(3.3) transforma cualquier solucion
u=0(x,e) de (3.1) en otra solucion u = ®(z,¢e) de (3.1), entonces la superficie (3.1),
es invariante bajo (3.2)-(3.3) con uii,.i; = O P(x)/0x;,0xs, ... 0xy,, i; = 1,2,...n
para 3 = 1,2..., k. Consecuentemente el conjunto de todas las soluciones de la EDP
(5.1) es invariante bajo el grupo de Lie de trasformaciones puntuales uniparamétrico

(3.2)-(3.3) si y sdlo si (3.1) admite (3.2)-(5.3).

El siguiente teorema surge de la Definicion 19, el Teorema 15 sobre el criterio para una
superficie invariante en términos de un generador infinitesimal, y el Teorema 11 sobre los

infinitesimales extendidos.

Teorema 17. (Criterio infinitesimal para la invariancia de una EDP)

Sea

X = &(Lu)@iz + n(x,u)aﬁu, (3.4)
el generador infinitesimal del grupo de Lie de simetrias puntuales (3.2)-(3.3). Sea
X = o) )5, Ou) g
®  (poudu,. ) — O 3.5
+ nZlZQ.'.zk(x,u, u, ..., u>8ui1i2...ik7 (3.5)

la extension o prolongacion k-ésima del generador infinitesimal de (5.4), en donde ngl) esta

dado por (2.99) y ngj) i, bor (2.100), i; = 1,2,...,n para j = 1,2,... k, en términos de

1,12,

E(z,u) = (G(z,u),&(z,u),. .. & lz,w)),n(z,u). Entonces, el grupo de Lie de transforma-
ciones puntuales (3.2)-(3.3) es admitido por la EDP (3.1), es decir, es una simetria puntual
de la EDP (3.1), siy sdlo si

X(k)F(x, w, Ou, O*u, . .., 0%u) =0, cuando F(x,u,0u,0%u, ..., 0"u) = 0. (3.6)

Esta ultima ecuacién determina todas las simetrias infinitesimales de la EDP (3.1) y es

comun nombrarla ecuacion determinante.

3.2.1. Invarianza para EDPs escalares

Soluciones invariantes

Consideremos una EDP de orden & (3.1) (k > 2) que admite un grupo de Lie de trans-

formaciones puntuales uniparaméticas con el generador infinitesimal (3.4). Supongamos que
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E(x,u) #0.
Definicién 20. u = O(z) es una solucion invariable de la EDP (3.1) que resulta de la
simetria puntual admitida con el generador infinitesimal (3.4) si y sdlo si

i) u=0O(x) es una superficie invariante de (3.4); y

i) u=0O(x) resuelve (3.1).

Se deduce que u = O(z) es una solucién invariable de la EDP (3.1) que resulta de la

invariancia bajo la simetria puntual (3.4) si y sélo si u = ©(x) satisface

i) X(u—0O(z)) cuando u = O(z), es decir,

&ir,00) ) = oz, 0(0), 5.7

y
ii) F(x,u,0u,0u,...,0%) =0, cuando u = O(z), es decir,
F(z,0(x),00(x),0?0(z),...,0"0(x)) = 0. (3.8)
Observacion 7. La ecuacion (3.7) se llama condicion de la superficie invariante para
las soluciones invariantes que resultan de la invariancia de la simetria puntual (3.4). Lie

(1881) considerd por primera vez las soluciones invariables para las EDP y estas se pueden

determinar a través de dos procedimientos
1. Método de la forma invariante;
2. Método de solucion directa;
para mas detalles consultar [31] pag, 304.
Ejemplo 14. En el grupo de traslaciones tenemos la EDP de sequndo orden
Uge = [ (Ugt, Ut Uy, Ug, U, T, (3.9)

la cual admite el grupo uniparamétrico de transformaciones de Lie (con pardmetro €) dado

por
@ = (3.10)
= t+e, (3.11)
ut = u, (3.12)
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ya que por (3.10)-(3.12) tenemos

* k * *
ux*$* - Uxx, Uw*t* - uzt, Ut*t* - utt, Uw* - Ux, Ut* - ut,

es decir, la superficie definida por (3.9) es invariante en el espacio (z,u, Ou,d*u), con ¥, = x,
r9 = t. Entonces

u=¢(x), (3.13)
es invariante bajo (3.10)-(3.12) y define una solucion (invariante) de la EDP (3.9) siempre

que @ resuelva la EDO de seqgundo orden

¢"(x) = f(0,0,¢'(x),0,¢(x), ).

Notemos que

u=0(x,t),

define una superficie invariante de (3.10)-(3.12) si y sdlo si

X(u—0(x,t)) = % =0, cuando u=0O(x,t),

en donde, X = % es el generador infinitesimal del grupo de traslaciones de Lie (3.10)-(5.12).
Esto conduce a la forma invariante (forma de similitud) (3.13) para una solucion
invariante que resulta de la invariancia de la EDP (3.9) bajo (3.10)-(3.12).

Bagjo la accion del grupo de Lie de traslaciones (3.10)-(3.12), una solucion v = O(z,t) de
la EDP (3.9) se transforma en una familia de soluciones uniparamétricas uw = ®(z,t;¢) =
O(z,t + €) siempre que u = O(x,t) no sea una solucion invariante de la EDP (3.9) que

resulta de la invariancia bajo (3.10)-(3.12), es decir, u = O(z,t) depende esencialmente de

t.

Ejemplo 15. (Superposicion de soluciones invariantes para EDP lineales) La ecuacion de

onda

Ugge = U, (314)

admite un e-grupo de Lie de transformaciones puntuales uniparamétrico

=z, (3.15)
P=te, (3.16)
ut = e u, (3.17)
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para cualquier constante A € C. El generador infinitesimal de (3.15)-(3.17) viene dado por

ng—i-)\uﬁ.

En realidad, el grupo de Lie de transformaciones puntuales (3.15)-(3.17) define un grupo
de Lie de transformaciones dos-paramétrico (g,\) que corresponde a la invariancia de la
ecuacion de onda bajo traslaciones en t y escalamientos en w. Las soluciones invariantes

resultantes u = O(x,t) deben satisfacer la condicion de superficie invariante
X(u—0(x,y) =Au—0;=0, cuando u=0O(z,t),
es decir,
Uy = Au. (3.18)

Como en la situacion para las EDO (ver Observacion 7) podemos encontrar soluciones inva-
riables a través de dos procedimientos
Método (1) (Método de forma invariable). La solucion de la condicidn de superficie

invariante (3.18) viene dada por la forma invariante
u= ¢(x)eM, (3.19)

para una funcion arbitraria ¢(x). Luego, la sustitucion de (3.19) en la ecuacion de onda

(3.14) produce la EDO
¢'(x) = No(x). (3.20)

Por lo tanto, después de resolver esta simple ODE, obtenemos soluciones invariables
u=0(x,t) = CeMED, (3.21)

de la EDP (3.14), en donde C' es una constante arbitraria.
Método (II) (Método de sustitucion directa). Aqui sustituimos directamente la condicion
de superficie invariante (3.18) en la EDP (3.14) y evitamos resolver explicitamente (3.18).

Entonces, uy = iy = N2u. Por lo tanto, uz, = M\ de tal forma que
u = P(t)e™", (3.22)

para una funcion arbitraria ¥ (t). Luego, la sustitucion de (3.22) en la condicion de superficie

invariante (3.18) conduce a que (t) satisfaga la EDO ¢'(t) = Mp(t) y, por lo tanto, a las
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soluciones invariantes (3.21).
Dado que la ecuacion de onda (3.14) es una EDP lineal homogénea, se deduce que las super-
posiciones de soluciones invariantes
ZC MED N[O (AN 4 Cy(A)eN ] / C(N)M AN, ete.,
A

define soluciones de (3.14), en donde \ € C es un “valor propio”, y v define una trayectoria
en el plano complejo X. Las superposiciones especiales corresponden a representaciones de
soluciones en series de Fourier, la transformada de Laplace y la transformada de Fourier.

Como observacion general, notemos que el método de forma invariante es util si uno
puede encontrar la solucion general de la condicion de superficie invariante, mientras que el
método de sustitucion directa debe usarse si uno no puede resolver explicitamente la condicion

de superficie invariante.

3.2.2. Ecuaciones determinantes para simetrias de una EDP de

orden k

Consideremos una EDP de orden k (k > 2, k > 1)
Uiy iy.iy = f(2,u,0u,0%u, ..., 0%, (3.23)

en donde, f(z,u,du, d*u, ..., 0%u) no depende explicitamente de u;, 4, ;. Del Teorema 17 ve-
mos que la EDP (3.23) admite el grupo de Lie de transformaciones puntuales uniparamétricas
con el generador infinitesimal

X = fi(x,u)i

o (3.24)

+ 77(%“)%;

y con su extensién o prolongacién k-ésima dada por (3.5), si y sélo si &(x,u) y n(z,u)

satisfacen la ecuacidén determinante de simetria

o0 f af m of (k) of 39
= N .25
Mivig.is = Sy~ T 1 auj o Mg Oty iy g ( )
cuando u satisface (3.23).
Observacion 8. Es facil mostrar que
(i) n(-p). . es lineal en los componentes de las coordenadas OPu sip > 2; y

Jij2---Jp
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(1) n(p)» . es un polinomio en las componentes de las coordenadas du, du, . .., 0Pu con co-
J1J2---Jp ’ ’ ’
eficientes que son lineales y homogéneos en &(x,u), n(x,u) y sus derivadas con respecto

ax yu de orden p.

De (i) y (ii), se deduce que si f(x,u,du,du,...,0%u) es un polinomio en las componen-
tes de Ou, %u, . . ., 0Pu, entonces la ecuacién determinante de simetrfa (3.25) es una ecuacién

ku, con coeficientes que son lineales y ho-

polinomial de las componentes de Ou, d?u,...,0
mogéneos en &(x,u), n(z,u) y sus derivadas de orden k. Observemos que en cualquier punto
z, podemos asignar valores arbitrarios a cada componente de u,du, 0%u, . ..,0%u, siempre

que se satisfaga la EDP (3.23). En particular, después de que w;, 4, . ; se reemplaza por

I
f(x,u,0u,0%u, ...,0%) en la ecuaciéon determinante de simetria (3.25), la expresién resul-
tante debe ser valida para valores arbitrarios de los componentes restantes de las coorde-
nadas z, u, Ou, 0%u, . .., 0%u. Ademas, la expresién resultante es una ecuacién polinomial en
las componentes restantes de du, 0%u, . ..,0%u. Consecuentemente, los coeficientes de esta
ecuacion polinomial deben anularse por separado. Esto produce un sistema de EDPs lineales
homogéneas para las n + 1 funciones {(x,u), n(z,u). Este sistema de EDP lineales se de-
nomina conjunto de ecuaciones determinantes para los generadores infinitesimales (3.24)
admitidos por la EDP (3.23). El conjunto de ecuaciones determinantes es un sistema sobre-
determinado de EDPs para &(x,u), n(x,u), ya que en general, hay més de n + 1 ecuaciones
determinantes.

Cuando la solucién general del conjunto de ecuaciones determinantes no es trivial, surgen

dos casos:

a) Si la solucién general contiene como méaximo un numero finito r de constantes arbi-
trarias esenciales, entonces produce un Grupo de Lie de transformaciones puntuales
?

r-paramétrico admitidas por la EDP (3.23);

b) Sila solucién general no puede expresarse en términos de un nimero finito de constantes
esenciales (por ejemplo, cuando contiene un nimero infinito de constantes esenciales
o involucra funciones arbitrarias que dependen de las componentes de x, u), entonces
produce un grupo de Lie de transformaciones puntuales infinito-paramétrico admitido

por la EDP (3.23).
Se puede verificar que cualquier EDP lineal no homogénea, definida por un operador lineal
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Lu = g(x), (3.26)

admite un grupo de Lie de transformaciones puntuales trivial infinito-paramétrico

= (3.27)

Ut o= u+ew(x), (3.28)
en donde, w(z) es cualquier solucién de la EDP lineal homogénea asociada
Lw = 0. (3.29)

Dentro de este grupo de Lie de transformaciones puntuales trivial infinitos-paramétrico, el
grupo Lie de transformaciones puntuales admitidas por una EDP lineal generalmente tiene
como maximo un nimero infinitos-paramétrico.

A continuaciéon enunciamos algunos resultados sobre algunas formas de simetrias puntua-

les admitidas por algunos tipos de EPD de la forma (3.1).
Teorema 18. Supongamos que una EDP de sequndo orden del tipo (3.23) tiene la forma
Ajj(z,w)uy; = Crlx, w)ug + h(z, u),

y admite un grupo de Lie de transformaciones puntuales con el generador infinitesimal (3.24)

de modo que

9&;
ai =0, 1=12,...,n.
Entonces,
o*n
ou?

Teorema 19. Supongamos una EDP de la forma (3.23), de orden k > 2, es una EDP lineal
que admite un grupo de Lie de transformaciones puntuales con el generador infinitesimal

(5.24). Entonces

giz =0, 1=1,2,...,n
0%n
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Para n = 2, introducimos las notaciones

r1=x, wmy=1, &(r1,22) =¢&(x,t), &x1,20) =7(2,1),

y
du u o
ulzux:% u2:utzaa T :na(:)7 Ny =T ,etc.
Si g—i =0, % =0, % = 0, entonces un generador infinitesimal admitido para una simetria

puntual es de la forma

0 0 0
Se sigue que para un generador infinitesimal de la forma (3.30), tenemos
n = fu+ty, (3.31)
dg Of [ 0& or
L — 2770 _ s _ 2L
My o + 8xu+ _ 891;] Uz = Ut (3.32)
w _ 99 0f T, 0¢) 07
mo= gt gut Kty Up = 5l (3.33)
0?g 0*f of 0% 0*r o0& or
2 — 2y - 2—— — — - — —2—= —2— )
fIzs Ox? * 922" * { Ox? (’%2] Yo ™ g2 * {f ax} Haz Qﬁxum’ (3:34)
@ _ O  Of of 9% af  or
st = ot " ozat' " |or  owor) "™ ot owor) ™
o0& o0& Or or
@) _ @+ﬁu_8_2§u Qa_f_& _2% + f_Q& (3.36)
T T e Tort T et |Tar e M T ™ o |
Comparense con (2.111)-(2.115) del Capitulo 2, seccién 2.6.
Ejemplos
a) Ecuacién de calor
Consideremos la ecuacién de calor
Ugy = Up. (3.37)
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Del Teorema 19, se deduce inmediatamente que el generador infinitesimal de una simetria
puntual

0 0 0

X = t,u)— t,u)— t,u)—.

€, t,u) -+ 7o ) o+ ()

admitido por la EDP (3.37) debe ser de la forma (3.30). Ahora encontramos todos los gene-

(3.38)

radores infinitesimales de las simetrias puntuales (3.30) admitidas por la ecuacién de calor

(3.37) . Para la EDP (3.37), la ecuacién determinante de simetria (3.25) se convierte en

n® =pM cuando  ugp = w. (3.39)

Sustituyendo (3.33) y (3.34) en (3.39), y luego eliminando u,, a través de (3.37) obtenemos

0?g 0Og Pf  of of 0% o€
— - = — = |u+ 2= — — — = u,
J?x Ot ox? Ot or 0x?> Ot
or 0t o0&
La ecuacién determinante de la simetria (3.40) debe ser valida para todos los valores de
x,t,u, ug, U, Uy Por lo tanto, al hacer cero los coeficientes de w,, uy, uy, u y el primer término

entre paréntesis cuadrados de (3.40), obtenemos el siguiente conjunto de cinco ecuaciones

determinantes para &(x,t), 7(xz,t), f(x,t), g(z,t)

% ) (3.41)

2
2%—%+% = 0, (3.43)
%_% _ 0. (3.44)
%_% - 0. (3.45)

La solucién de la EDP (3.45) corresponde al grupo de Lie de simetrias puntuales trivial
infinito-paramétrico (3.27)-(3.28) con w(z) = g(z,t). Las simetrias puntuales no triviales
surgen de resolver el sistema de EDPs lineales (3.41)-(3.44). La solucién de las ecuaciones

determinantes (3.41)-(3.44) estan dadas por

E(z,t) = K+ PBx+ yat + ot, (3.46)
T(z,t) = 7(t) = a+ 28t + 12, (3.47)
flz,t) = —v (iﬁ + %t) - %&c + A, (3.48)
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en donde, «, 3,7,0,k, A son seis parametros arbitrarios. Por lo tanto, los generadores de

simetria puntuales admitidos por la ecuacién de calor (3.37) estan dados por

9, 0 0 0 0 0 1 1 9,
X = X = - X == _— 2 _— X = B — 2— — — 2 - -
LT or 2Ty T Teptilgy MT UG TG <4$'+2t)uau’
o 1 0 0

Los generadores infinitesimales (3.49) corresponden a un grupo de Lie de transformaciones
puntuales de seis pardametros no triviales que acttian en el espacio-(z,t,u). La tabla de con-

mutadores para el algebra de Lie que surge de los generadores infinitesimales (3.49) estd dada

por

Xi X X Xy X5 X
Xi| 0 0 X, X5 —1Xs 0
X,| 0 0 2X, X3—-1Xg X1 O
X; | -X1 -2X, 0 2X, X; 0
Xy | —Xs —Xs+1Xs —2Xy 0 0 0
X5 | 2 X6 —Xi —X; 0 0 0
Xs| O 0 0 0 0 0

A partir de la forma de los infinitesimales (3.46)-(3.47), vemos que los generadores infini-
tesimales (3.49) inducen un grupo de Lie de transformaciones puntuales de cinco pardmetros

(e, B,7,0, K, \) que actian sobre el espacio—(z,t)

% 9 o 0 o 50

Yi=—., YVo=—., Y3 = 20— +2%—. Y, =at— +t°— 3.50

1S 2Ty M3 T T, Ay s g Tl (3.50)
B,

Ve = t—. 3.51

> oz ( )

Este grupo de Lie de cinco parametros es un subgrupo del grupo de Lie de transforma-
ciones proyectivas en R? de ocho pardmetros definidas por (2.167)-(2.168) con generadores
infinitesimales dados por (2.169).

Consideremos el generador infinitesimal X, (pardmetro ) en (3.49). El correspondiente

grupo de Lie de transformaciones de simetrias puntuales es obtenido resolviendo el problema
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de valor inicial para el sistema de EDOs de primer orden,

dz* .
de ’
dt*
_ t*2
o= e
du* 1, .0 1.0 .
= {N)*ﬂ“’

con u* =u, x* =x,t* =1, en ¢ = 0. La solucién a tal sistema es

= X(z,tue) =

1 —et’
P T(atue) = —
= a u, ) =
) Uy Wy 1—€t7
ex?
U* = U(ac,t,u,é):\/l—atexp —m u

Se pueden encontrar soluciones invariantes u = O(z,t) de la ecuacién (3.37) que resultan
de la invariancia bajo X, usando los métodos mencionados en la Observacién 7; para mas

detalles consultar [36], pag 312.

Ejemplo 16. [52] Consideremos la ecuacion de difusion
U = Bty + Uyy) — Wally — Wy, (3.52)

en donde w, y w, son velocidades de conveccion, y B la constante de difusion que mide la
tasa de dispersion.

El generador infinitesimal del grupo de Lie de simetrias puntuales estd dado

La condicion de simetria puntual de Lie (3.6) (Teorema 17) se resuelve y proporcionar las

ecuaciones determinantes

(€)u = (&2)u = (&)u = (§1)y = (§1)z = 0,
2B(&)y +2B(&). =0, —2(&)y —2(&)e = 0, —Bnyy — Biga + 1 =0,
Mu = Biuw —2(&)y + (&)e = 0, 1y — Bijuw — 2(&2)e + (&) = 0,
(&) = 0, 2B(&)s — B(&) =0,
(&2)
(&)
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Las simetrias puntuales de Lie de (3.52) se obtienen resolviendo el sistema anterior, el cual

genera un dlgebra de 10 dimensiones

X, = 0y, Xo=0r, X3=0t, X4y=udu,
L u(tw, — x) 1 u(tw, — y)a

X — X‘: —
5 toxr + 9 B (9u, 6 t@y—{— 5 B u,
1u<wxx—wyy>
X; = ydr—ady— - )
7 yor — xoy 5 B u,

pu(((w)? + (,)2)t = woy — wya)

1 1
Xy = —z0x+ Zydy +tot — — 0
8 5T x + Y Y+ 1 B u,
X Ltedw + Ltyoy + Leon
= —ltxox — —
9 92 2 yoy 9 )
1 u(tz(ww)2 + 2 (wy)? — 2tw,y — 2tw,x + 4Bt + 2 + yz)
—= ou
8 B ’

X0 = F(z,y,t)0u,

en donde, F(t,x,y) una solucion a la ecuacion original da lugar a una simetria de dimension

infinita.

3.3. Invariancia para un sistema de EDPs

Consideremos ahora un sistema de N EDP (N > 1) con n variables independientes

x = (11,2s,...,2,) y m variables dependientes u = (u!,u? ..., u™), dada por

Fr(z,u,0u,...,0%) =0, con p=1,2,...,N. (3.53)
Definicién 21. El grupo uniparamétrico de transformaciones puntuales de Lie

= X(z,u,e), (3.54)

u* = Uz, u,e), (3.55)

deja invariante el sistema de EDPs (3.53), es decir, es una stmetria puntual admitida por
(3.53), si y sélo si su extension k—ésima, definida por (2.130)-(2.133), (2.125)- (2.127) deja

invariantes las N superficies en el espacio (x,u,u,d*u, ..., 0%u) definido en (3.53).
En anologia a la situacién para una EDP escalar se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 20. (Criterio Infinitesimal para la Invariancia de un Sistema de EDP).

Sea
X =&z, u)=— +n"( )_8 =1 =1 (3.56)
=&(x,u - n’(z,u > i=1,....n v=1,....m )

el generador infinitesimal del grupo de Lie de transformaciones puntuales (3.54)-(3.55). Sea

0 9 ’ 9
X(k’) = fz(x’ u) . + nu(l’, U) Juv + 771(1) (ZL‘,U, au) ou?
0

o ou, ..., 0" )
+n (z,u,0u, ..., u>8u” ,

i i ;.
11%2...1%

(3.57)

el k—ésimo generador infinitesimal extendido de (3.56), en donde nV" viene dado por (2.134)
ynl(fl);lk por (2.135), conv =1,2,...m, yi; =1,2,...,nparaj=1,2,... k, en términos de

f(l’, U) = (51(1;7 U), fg(l’, u)7 s fn(aja U)), 77(357 y) = (771<.’L', y)7 772(95, y)a te 777m(x7 y)) Entonces,
el grupo de Lie de transformaciones puntuales unipardametrico (3.54)-(3.55) es admitido por

el sistema de EDP (3.53), si y solo si

X®F(z,u,0u,0%u. .., 0%u) =0, cuando u satisface (3.53), (3.58)
para cada o =1,2,...,N.
Demostracién. Ver en [1}] pdg 330. 0

Observacion 9. Tenga en cuenta que el criterio de invariancia (sistemas de ecuaciones de-
terminantes de simetria (3.58)) implica la sustitucion de las N EDPs (3.53) y sus respectivos

diferenciales en cada una de las N ecuaciones determinantes dadas por (3.58).

La ecuacién (3.58) es llamada la ecuacién determinante de (3.53) porque esta determina

todas las simetrias infinitesimales de (3.53).

Definicién 22. Diremos que u = O(z), con componentes u¥ = O"(x), v = 1,2,...,m, es
una solucion invariante del sistema de EDP (3.53) que resulta a partir de una simetria

puntual admitida con generador infinitesimal (3.56) si y sdlo si
i) u” = O¥(x) es una superficie invariante de (3.56) para cada v =1,2,...,m;
it) u = O(x) resuelve (3.53).

De esto se deduce que u = ©(x) es una solucién invariante del sistema de EDP (3.53), que
resulta de su invariancia bajo el grupo de Lie de transformaciones puntuales (3.54)-(3.55), si

y s6lo si u = ©(x) satisface
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i) X(u” —©"(x)) =0 cuando u = O(x), v = 1,2,...,m, es decir,

00" (x)

6z, 0(x) =5

=n"(z,0(x)), v=12,...,m. (3.59)

i) F*(z,u,0u,...,0%u) =0 cuando u = O(x), u=1,2,..., N, es decir,
F'(z,0(x),00(x),0*0(x),...,0"0(x)) =0, p=1,2,...,N, (3.60)

en donde, ¢O(x) denotala O (x)"(x)/0x; 0xyy . .. Oxi;, v =1,2,...,myi; =1,2,....n

para j =1,2,..., k.

Las ecuaciones (3.59) son las condiciones de superficie invariantes para las soluciones
invariantes del sistema de EDPs (3.53) que resulta de la invariancia bajo la simetria puntual
(3.56). Como en la situacién escalar, las soluciones invariantes se pueden determinar por los

dos métodos mencionados en la Observacién 7, ver [36] pag. 332, para mas detalles.

3.3.1. Ecuaciones determinantes para simetrias de un sistema de

EDPs

Consideremos nuevamente el sistema de EDPs (3.53) con cada una de sus EDP dadas en

forma

U{j#- i f”($,u, 8U,82U,. N 78ku)7 (361>

en términos de alguna derivada parcial especifica de orden [, de u"* para algin v, = 1,2,...m,
en donde, f*(x,u, Qu, 0*u, . ..,0%u) no depende explicitamente de ninguno de las componen-

tes ul” , o0 =1,2,...,N, para cada ¢ = 1,2,...,N. Del Teorema 20, vemos que el

112,31,

sistema de EDPs (3.61) admite la simetria puntual

0

0
X:&(x,u) wa

a&:i

+ 1" (2, u) (3.62)

con la k—ésima extensién de (3.62) dada por (3.57) si y sélo si

v _ O O wnOft o we  OfF —1,2,....N, (3.63
2122,..., ”u 5_] ax] + 77 au” + 77] (9uj” + + n]lj2--'7jk au;{ljzl.-’jk7 /’l’ y < L) ) ( . )

con
iy, = [T (0,00, 0%, 0M), 0 =1,2,... N (3.64)
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Es facil ver que 77](‘17])" j, €s un polinomio en las componentes de ou, 0%u, . . ., OPu, con coeficien-
tes que son lineales y homogéneos en las componentes de &(x,u), n(z,u) y de sus derivadas
de orden p. Por lo tanto, £ y  aparecen linealmente en (3.63). Como es la situacién para una
EDP escalar dada, el sistema de ecuaciones determinantes de simetria (3.63)-(3.64) conduce

a un sistema de EDP lineales homogéneas para £ y n. Primero, eliminamos los com-

ponentes u;%, vy sus correspondientes diferenciales a partir de (3.63) sustituyendo (3.64)
y los diferenciales correspondientes de (3.64), o = 1,2,..., N. Consecuentemente, los com-
ponentes de z, u v las componentes restantes de du, 0u, . . ., OPu que aparecen en el sistema

resultante de las ecuaciones determinantes de simetria (3.63) son ya variables independientes,
es decir, toman valores arbitrarios. Como la expresién que resulta para (3.63) se cumple para
cualquier valor de estas variables independientes, se obtiene un sistema de EDPs lineales
homogéneas para & y 1 que constituye un conjunto de ecuaciones determinantes para los

generadores infinitesimales X admitidos por el sistema de EDPs dado (3.53).

En particular, si cada f*(x,u,0u,du,...,0%), p = 1,2,..., N es un polinomio en las
componentes de du, %, ..., 0%u, entonces el sistema ecuaciones determinantes de simetria
(3.63) produce ecuaciones polinomiales en las componentes independientes de du, 9%u, . . . , 0*u.
Esto implica que los coeficientes de estas ecuaciones polinomiales deben anularse por separa-
do. Esto produce el conjunto de ecuaciones determinantes lineales para £ y n. Tipicamente,
el nimero de ecuaciones determinantes es mucho mayor que n +m, de modo que el conjunto
de ecuaciones determinantes esta muy sobredeterminado.

Un sistema lineal no homogéneo de EDPs
Lu = g(x), (3.65)
admite un grupo de Lie de transformaciones puntuales trivial infinito-paramétrico

= (3.66)

Ut = u+ew(x), (3.67)
en donde, w(z) es cualquier solucién del sistema lineal homogéneo de EDPs
Lu = 0.

Dentro de este grupo de Lie de transformaciones puntuales trivial infinito-paramétrico, el
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grupo de Lie de transformaciones puntuales admitido por un sistema lineal de EDPs gene-

ralmente tiene como maximo un numero finito de parametros.

A diferencia del caso de las EDPs escalares, todavia parece que se conoce muy poco sobre
las formas de simetrias puntuales admitidas para los sistemas de EDPs. Se conjetura que
para un sistema lineal de PDE (3.65), un generador infinitesimal admitido por una simetria
puntual (mddulo el grupo de Lie admitido de transformaciones puntuales infinito-paramétrico

(3.66)-(3.67)) es tal que & no depende de u, y 7 es lineal en u, es decir,

51’ = £l<£lf), 1= 1,2,...,n, (368)
W= k@, (3.69)
para algunas funciones k%(x) para, o,v = 1,2, ..., m. Supongamos que las condiciones (3.68)-

(3.69) se cumplen para un grupo de Lie de transformaciones puntuales admitidas por un
sistema lineal de EDPs.

Para un sistema lineal con n = 2 y m = 2, escribimos x1 = z, zo = t, & = £(x,1),
H=T(x,t),ut =u, v =v,nt =0 = f(z,)u+g(z, t)v, > =n" = k(z,y)v+(z, t)u. Aqui
un generador infinitesimal admitido para una simetria puntual es de la forma

X = ¢(x, t)(% + 7(x, t)% + [f(z,t)u+ g(z,t)v] % + [k(x, t)v + 1(z, y)u] %, (3.70)

y una vez mas la extension de los infinitesimales estan dadas por

ni = %u + %V + {f - %} Uy — %Ut + gvs, (3.71)
M = %u + %IJ + lu, + {k‘ — %] Uy — %ut, (3.72)
p = %u + %V — %uw + {f — %1 U + g, (3.73)
M = %u + %1/ + luy — %Vx + {k — %} V. (3.74)

Ejemplo 17. [58] Consideremos las ecuaciones capa limite de la mecdnica de fluidos dadas

por

uy +v, = 0, (3.75)

Uy + VUy = Uyy. (3.76)
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La condicion de invariancia para cada ecuacion viene dada por

£x+77y = 07 (377>

u€y + 0§y + §uy +nuy = &y (3.78)

Sustituyendo las transformaciones extendidas en ambas condiciones de invariancia (3.77)-

(3.78) obtenemos

xt+my =0, &—X, = 0, (3.79)
Xo4+Yy,=0, nu—Y, = 0, (3.80)
Su—nw+Y, =X, = 0, (3.81)
Y
X, =0, Y,=0, &=0, Y, =0, (3.82)
20X, — Y, =0, & +2X,=0, Xyu— 2V =0, (3.83)
Wy +0E, — €y = 0, 20V, + 2Yy — Euu =0, (3.84)
_2uY, + vX, — Epp — 2X, = 0, (3.85)
Yy — 2 — Yy + 0¥y 5 =0, (3.56)
Y, + 2X 0 + 26 — 2Yyu — Y, = 0, (3.87)
Xyy — v Xy, —v&, —uX, + &£+ 2uY, + 2§, = 0. (3.88)
De (3.82), (3.83) y (3.87) tenemos
X, =0, X,=0, Y,=0,
que reduce (3.82)-(3.88) a
u, +vgy — €y = 0, (3.89)
—uYy — Eu+ Yy -0+ 0Y, =0, (3.90)
£+ 2uY, — uX, = 0. (3.91)
De (3.90) y (3.91) obtenemos
£ = (X, —2Y,)u, n=uY, —vY, —5Y,,. (3.92)
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De (3.79) y (3.89)
Xew =0, ny =0, Yvyy =0,

lo que nos lleva a
X =+ co, Y =3y + a(x),
en donde, a(x) es una funcion arbitraria. Esto a su vez da
£ = (a1 — 2c3)u, n=d(x)u— cv.
en donde, las ¢; son constantes arbitrarias.

Ejemplo 18. [9/ Simetrias para ecuaciones de evolucidén
Consideremos ecuaciones diferenciales parciales de evolucion de sequndo orden con una va-

riable espacial
OF

OUgy

w = F(x,t, u, Uy, Uy ), =+ 0. (3.93)

Definimos el grupo uniparamétrico G de transformaciones en las variables t, z,u
T=g(x,t,u,a), t=f(x,t,u,a), u=h(xtu,a). (3.94)
Como sabemos si (3.93) tiene la misma forma en las nuevas variables T, t, @
ur = F(Z,t, 1, Uz, Uzz ). (3.95)

entonces G es el grupo admitido por (3.93), o un grupo de simetria de (3.93). La funcion
F' tiene la misma forma en (3.93) y (3.95). Esto implica que las transformaciones (3.94)
del grupo G transforma cada solucion u = u(z,t) de (3.93) en una solucion v = u(z,z) de
(3.95).

Asi las transformaciones infinitesimales del grupo de transformaciones G (3.94) se escriben
como

Tr~x+al(r,t,u), txt+ar(x,t,u), u~u+an(r,t u), (3.96)
y proporciona el generador del grupo G

0 0 0
X = g(l‘7tau)% + T(l’,t,u)a + n(Iatau)%

El generador (3.97) del grupo G admitido por (3.93) es la simetria infinitesimal de una

(3.97)

ecuacion de evolucion. Las transformaciones (3.95) del grupo con el generador (3.97) se

encuentran resolviendo las ecuaciones de Lie, en virtud del Teorema 2
dz o dt o du o
= &(z,t,u), pr T(Z,t,u), == n(z,t,u), (3.98)
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con las condiciones iniciales

Ig=2, tl_o=1t U, =u

La forma infinitesimal de estas expresiones Uz, Ui Y Uz SON

Uz =~ U+ GCO(.T,t,U,Ux7Ut), (399>
ﬂ’f Rou+ a(l(xatvuau:mut)J (310())
aif N Ugy + aC2($7t7u7um;”tautx,umc)a (3101>

en donde, (y, (1 y (o estdn dados por las siguientes formulas de extension (ver Teorema 11)
Go = Da(n) — wDu(7) — us D1 (§),
G = Du(n) — wDy(7) — ua Dy (),
G2 = Dy(G1) — uat Do (7) — Uya Do ().

en donde, D, y D; son los operadores de derivacion total con respecto a x y a t, es decir,

usando (2.71) para nuestro caso tiene la forma

0 0 0 0
D, = P + uwa + Ugy Tu + Ugy Ta. (3.102)
0 0 0 0
D = Z 2,2 1
t 815 + Uta + Ut aUt + Uty aux (3 03)
(3.104)
Sustituyendo (3.96) y (3.99)-(3.101) en (3.95) tenemos
ﬂ'f - F(j7 fa T/ﬂ ﬂfa ﬂ'ii‘)
oF F oF oF
%Ut—F(%t,UaUm’Um)‘f‘a(CO_@TMCQ Cl ~ or —E )
Por lo tanto, la ecuacion (3.95) produce
OF OF OF  OF
_ —_— — —_— — = -].
A Cl "ot T Y (3.105)

en donde, reemplazamos u; por F(t, Ty Uy Uy, Ugy) €N Co, C1, (o La ecuacion (3.105) determina

todas las simetrias infinitesimales de (3.93). En forma compacta se escribe
X (ug — F(2, U, g, Uga))| ,—p = 0.
en donde, la extension del operador X (3.97) al espacio (x,t,u,du,d*u) se entiende como

X:T%ﬂLf%"‘U%ﬂL@%ﬂLQ%—F@ﬁL
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Capitulo 4

Leyes de Conservacion en ecuaciones en derivadas

parciales

4.1. Introducciéon

Las leyes de conservacién describen las propiedades fisicas de los fenémenos que son
modelados por EDPs. Estas leyes son una de las caracteristicas mas importantes de un
proceso fisico real, el cual se describe por ecuaciones diferenciales o sistemas de estos. Al
principio, la prerrogativa del descubrimiento de las leyes de conservacién ha estado en las
manos de los experimentadores, pero poco a poco la iniciativa ha pasado a los tedricos. El
boom de dichas leyes comenzé después de los trabajos fundamentales de Emmy Noether [20],
quien establecio la relacion entre las leyes de conservacion y las simetrias de las ecuaciones
diferenciales. La segunda ola, la cual es actual todavia, ha surgido en relacién con el estudio
de las ecuaciones del tipo Korteweg de Vries. La mayoria de los investigadores han seguido
por el camino indicado por E. Noether, tratando de generalizar su teoria a nuevas clases de las
simetrias y nuevos tipos de ecuaciones diferenciales en derivadas parciales de tipo elipticas,

parabdlicas, etc.

En este capitulo, la atencién principal sera concedida a la técnica de construccion de las
leyes de conservacién para cierta clase de EDP, usando un teorema nuevo descubierto por

Ibragimov [5].
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Es bien sabido que el teorema de Noether establecié una estrecha conexién entre las
simetrias y las leyes de conservacion para las EDPs que poseen una estructura variacional.
Sin embargo, la aplicaciéon del enfoque de Noether se basa en las siguientes dos condiciones

que influyen fuertemente en la construccién de las leyes de conservacion de esta manera

1. Las EDPs bajo consideracién deben derivarse de un principio variacional, es decir, estas

ecuaciones pueden resolverse como ecuaciones de Euler-Lagrange.

2. Las simetrias utilizadas deben dejar el operador de Euler-Lagrange invariante, lo que
significa que no cada simetria de las EDPs puede generar una ley de conservacion a

través del teorema de Noether.

Buscaremos leyes de conservacion asociadas a ciertas EDPs no lineales de interés en la fisica-

matematica. Para tal fin requerimos un poco de teoria y maquinaria matemaética.

4.2. Preliminares y denotaciones

Nuevamente x = (1, Zs, ..., ,) son n variables independientes y u = (u!,u?...,u™) son
m variables dependientes. Usaremos la notacién, para a« = 1,2,...,m
_ a _ e’ _ «a _ «
Uy = {u1}7 U2) = {uij}v U3y = {uijk;}7 sy Us) = {uil ..... i5}7 (41)
con
e 2,0 ]
Y S S— Yy N3}
Oxi c"):vﬁx] e 8[Ei1, s ,8[Ei5

[t =>"_1i,ya=12,...,n, en donde

U% = D,(u?‘) = DiDj(Ua), (42)

ugy, = Di(ufy) = DiDj(uy) = DiD;Dy(u®),
u?l-u,is = Di1 D12, ey D’is (ua) e (43)

D; denota la diferenciacion total con respecto a x;, 1 =1,...,n,
0 0 0 0

D, = a O & —— e i=1,2,...,n. 4.4
oz T un T i gug T ok gus, T ! " (4.4)

Las variables u® o = 1,2, ..., m se conocen como variables diferenciales.
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Observacién 10. 1. Aclaramos que u(yy denota la coleccion de todas la derivadas de pri-
mer orden, u§ (la a-ésima componente de u con respecto a la i-ésima variable de x). De

forma andloga, las colecciones de todas las derivadas de orden superior serdn denotadas

PorT U2y, U3y, - .- -

0 a - . o . .
2. Dado que uf; = uj; para o = 1,2,...,m, w@) contiene solo a uj; para i < j. De la
misma manera ue) contiene solo términos ugy, para © < j < k, y asi sucesivamente

para cada término mayor.

Definicién 23. Una funcion f(x,u, upy, we), .. .) de un nimero finito de variables x,u,u),
u(), ... se dice que es una funcion diferencial si esta es localmente analitica, i.e. es
localmente expandible en una serie de Taylor con respecto a todos sus argumentos. La derivada
de orden mds alto que aparece en la funcion diferencial se conoce como el orden de esta

funcion.

El conjunto de todas las funciones diferenciales de todos los ordenes finitos se denotara

por A. Los siguientes resultados son verdaderos, (ver Anexo 2, del Apéndice).

Proposiciéon 1. El conjunto A es un espacio vectorial con respecto a la suma usual de
funciones y se convierte en una dlgebra asociativa si identificamos la multiplicacion como la

multiplicacion usual de funciones.

Proposicién 2. FEl espacio A es cerrado bajo las diferenciaciones totales, es decir, si f € A,

entonces D;(f) € A, i=1,...,n.

Definicién 24. Sea F : Q C R® — R" al menos de clase C1. Se define la divergencia de

F = (F\,F, F3...F,) como el campo escalar
Div(F):QCR"—=R

dado por
oxt’

=1

div(F(x', 2*,...,2")) =

4.3. Operadores diferenciales lineales adjuntos

Para dar una idea clara y sencilla del concepto de ecuaciones adjuntas empezaremos con-

siderando ecuaciones adjuntas lineales. Consideremos el caso escalar (m = 1) de ecuaciones
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diferenciales parciales de segundo orden
Llu) = a¥(2)us; + b (@) + e(x)u = f(2), (4.5)
en donde, L es el siguiente operador diferencial lineal
L = a"(z)D;D; + b'(x) D; + c(), (4.6)

Aqui la suma es sobre 4,5 = 1,2,...,n y los coeficientes a”(x) son simétricos, es decir,
a’(z) = a’'(z) y b'(x) y c(x) son funciones. El operador adjunto a L es un operador

diferencial lineal de segundo orden L* que cumple
vL*[u] — uLl*[v] = D;(p") = divP(x), (4.7)

para todas las funciones u y v, donde P(z) = (p'(z),...,p"(z)) es cualquier vector. El

operador adjunto L* es determinado de forma tnica y tiene la forma
L*[v] = D;Dj(a"v) — Di(b'v) +cv, j=1,2,...,n. (4.8)

El operador L es llamado auto adjunto si L[u] = L*[u] para cualquier funcién u(z). Recor-

demos que el operador (4.6) es autoadjunto si y sélo si
Vi(z) = Dj(a”), i=1,2,...,n. (4.9)
La ecuacién lineal homogénea
L*[v] = D;D;(a"v) — D;(b'v) + cv = 0, (4.10)

es llamada la ecuacién adjunta para la ecuacién diferencial (4.5), L{u] = f(x).

Observacion 11. La definicion del operador adjunto y la ecuacion adjunta son las mismas
para sistemas de ecuaciones de sequndo orden. Se obtienen asumiendo en (4.5) que u es un
vector funcional m-dimensional y que los coeficientes a(x), b'(z) y c(x) del operador (4.6)

son matrices del tamano m X m.

Sin =m = 1 tenemos la definicién del operador adjunto para las ecuaciones diferenciales

ordinarias lineales. Sea u = y y consideremos las ecuacién diferencial de primer orden

Lly] = ao(z)y + ar(x)y = f(x).
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El operador adjunto L*[z] a L[y] tiene la forma
L*[z] = —(apz)" + a; 2.

La definiciéon del operador adjunto para las ecuaciones de orden superior es similar. Por

ejemplo, en el caso de las ecuaciones de segundo orden tenemos
L*[y] = aoy” + ary + azy = f(2),
con coeficientes variables ag(x), a1(x), az(x), el operador adjunto L*[z] a Ly| es
L*[z] = (apz)" — (a12)" + azz.
[gualmente en el caso de la ecuacién de tercer orden
L*[y] = aoy” + ary” + agy’ + asy = f(x),
el operador adjunto L*[z] a L[y| esta dado por
L*[z] = (ap2)" — (a12)" — (agz)" + azz.
La ecuacién homogénea L*[z] = 0 es llamada la ecuacién adjunta a Lly] = f(x).

De manera mas general, el operador adjunto F* para un operador lineal F' en un espacio

de Hilbert H donotado con un producto escalar (u,v) se define por
(Fu,v) = (u, F*v), wu,v e H. (4.11)

Consideremos, el caso de una variable dependiente u y denotamos por H el espacio de
Hilbert de las funciones de valor real u(z), de modo que u?(z) es integrable. El producto
escalar estd dado por (u,v) = [5, u(z)v(z)dz. Sea F un operador diferencial lineal en H . Su
accion sobre la variable dependiente u se denota por F'[u]. La definicién (4.11) del operador
adjunto F* a F|,

(Flul,0) = (u, F*[o]),

se puede escribir, usando el teorema de la divergencia, en la forma simple

vFu] — uF*[v] = Di(p;), (4.12)
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en donde, v es una nueva variable dependiente, y p* son algunas funciones de , u, v, w1y, vy - . . .
Aqui v(;), son funciones diferenciales [ver Definicién 23]. Se puede ver a partir de (4.12) que

los operadores F' y F™* son mutuamente adjuntos,
(F*)" =F. (4.13)

En otras palabras, el que se aproximen los operadores lineales F* y F' se convierte en una
relacién simétrica. Se dice que el operador lineal F' es autoadjunto si F* = F. En este
caso, decimos que la ecuacién Fu] = 0 es autoadjunta. Por lo tanto, la auto-adjunta de una

ecuacién lineal Fu] = 0 se puede expresar mediante la ecuacién

F*[vl]| _. = Flul. (4.14)

v=u

Teorema 21. El operador adjunto L* a L dado por (4.6) estd determinado de forma inica
y tiene la forma

L*[v] = D;D;(a"v) — D;(b"v) + cv. (4.15)
Demostracion. Sean u,v dos funciones diferenciales. Entonces

vL[u] = wva”(z)D;Dju+vb'(x)Diu+ ve(z)u

b 3 —
1
= D;(va”(x)Dju) — Di(va”(z))D;u

1

+ \Dz(vb’(x)u) — uDi(vbi(x))J—l— ve(x)u .
? \\3/—/

El seqgundo término en 1 puede reescribirse como
D;(va”(z))Dju = —D; (uD;(va”(z))) +uD;D;(a” (z)v)
= —D;(uD;(va"(x))) +uD;D;(a" (x)v).

En el ultimo paso cambiamos el indice ©,j y utilizamos el hecho de que los coeficientes son

simétricos. Por lo tanto,

v L[u) D; (va”(z)Dju) — Dy(uD;(va”(z))) + uD;D;(a” (z)v)
+  D;(vb'(z)u) — uD;(vb'(x)) + ve(z)u

= u [D;D;j(a" (x)v) — Di(vb'(x)) + c(x)v]

+ D, [va(z)u; — uDj(va” (z)) + vb'(z)u]
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es decir,
vL[u] —u [D;D;(a” (x)v) — Dy(vb' () + c(z)v)] (4.16)
= D; [va” (z)u; — uD;(va” (z)) + vb'(z)u] . (4.17)

Comparando lo anterior con (4.8) vemos que el operador adjunto L* tiene la forma (4.15) y

se sigue que p'(x) = va" (x)u — uD;(va’ (x)) + vb' (zu).

Teorema 22. FEl operador L = a"(z)D;D; + b'(x)D; + c(x) es autoadjunto si y sélo si
V'(z) = D;(a"). (4.18)

Demostracion. Primero sabemos que si L* es autoadjunta, es decir, de acuerdo con la
definicion L{u] = L*[v] cuando tomamos v = u, debemos hacer que D;(P") desaparezca. Por

lo tanto, para v = u tenemos

Di(P") = Dj;(ua”(z)u; — uD;(ua" (x) + ub'(z)u) (4.19)
= Dula’Dju— Dj(ua”) + b'u] (4.20)
= Dulad"Dju— a” Dju — uD;a" + b'u] (4.21)
= Dufu(t) — D;a")] =0, (4.22)

tiene que ser cierto para cualquier u, y la ecuacion (4.18) sigue.

4.4. Ecuaciones adjuntas a ecuaciones diferenciales no
lineales.

Ahora consideremos ecuaciones adjuntas para ecuaciones diferenciales arbitrarias, las cua-
les seran usadas en la construccién de lagrangianos clasicos, seguimos las ideas de [5] y [6].

Empezamos definiendo el operador de Euler-Lagrange en el espacio A.

Definicién 25. FEl operador de Euler-Lagrange se define por la suma formal

) 0 - s 0
o = 8ua+z(_1> Dil"'Dis—auq - a=1,...,m, (4.23)
s—1 01,05
en donde, la suma es sobre todos los términos con indices repetidos iy, ... ,1s para cada s.
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Ejemplo 19. En el caso de una variable independiente x y una variable dependiente y, el

operador de Fuler-Lagrange es

4] - 0 0 0 0 0
— = —1)*D! —=—-—D, + D? -D? 4. 4.24
53/ ;( ) xdy ay ay(s) Jzay// xgy/// ( )
en donde D, es la diferenciacion total con respecto a x, que para este caso es
0 0 0
Da: _ 1 Y n <
ox +y8y+y Yy’ +

Ejemplo 20. Consideremos el operador de Fuler-Lagrange que actia sobre una funcion
[ = f(@,u,upy, u@) donde x = (,y,z) son las variables independientes y u es la tinica
variable diferencial.

Es decir, en esta situacion tenemos

) 0 8 0 0
0 0 0
1)? | D? D2 D?
+ (=17 [ T OUgy + Y Ouy, + *0u,,
0 0 0
D.,D D,D,— +Dy,D,—|.
H e e et Zauyj

Lema 2. El operador de derivada total D; y 8% conmuta, es decir,
u®  Ou®

B o 0
{D,;, %} =Dig o~ 5 Di=0. (4.25)

Demostracion. Esto se verifica por cdlculo directo

0 0 o 0 0 0
D.— = ( +u _|_)_

s ox; 8 i u ou
0? 0? 0?
— a a .. 49
Ox;0u™ T 0%u> R duGdu~ * (4.26)

EI N T R
oue " ou \ Oz; Ui e ’(‘3u]0‘

B 0? N ous 0 Lo 0? N ouy 0 Lo 0? N
 Qu®dx;  Ou® du® R W A e I
el gl ’
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0? 0? 0?
_ o o 4.2
Ox;0u® Tt 0%u> U duG ou~ * (4.27)

y se sigue de (4.26)-(4.27) la ecuacion (4.25) es verdadera.

o
Lema 3. M%Di =0, VYVa=1,...,m.
Demostraciéon. Se verifica por calculo directo.
o
El siguiente teorema es una consecuencia directa de Lema 3.
Teorema 23. Una funcion f(x,u,uqy,...,ue) € A con variables independientes x =
(21,...,2,) y las variables diferenciales v = (u',...,u™) es la divergencia de un campo
vectorial H = (h', ... k™), donde h; = hi(x,u,uqy . .., ue—1) € A, es decir,
f =div(H) = D;(h'), (4.28)
sty solo si
4]
# = 0. (4.29)
o
Ahora, consideremos un sistema de m ecuaciones diferenciales (lineales o no lineales)
Fo(z,u,uqy, .., ue) =0, a=1,...,m, (4.30)
con m variables dependientes u = (u,...,u™). El sistema (4.30) involucra las derivadas
parciales u, uy), . .., U el orden s.
Definicién 26. Las ecuaciones adjuntas a las ecuaciones (4.30) estan dadas por
F(z,u,v,u0), 01, - -, U V() =0, a=1,...,m, (4.31)
con
FJ (2, u, 0,001y, 0(1); - - - Us), U(s)) = ;%, (4.32)
en donde, L es el lagrangiano formal para las ecuaciones (4.30) definido por
L=1F; = Xm:vﬁFﬂ(x, Uy UL,y - -5 Us))s (4.33)

p=1

Y a‘%a es la derivada variacional u operador de Euler-Lagrange dado por (4.23).
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Aquiv = (v',...,v™) son las nuevas variables dependientes y v(y), . . . v(s) son sus derivadas

es decir, pertenecen a A.
Usando la definicién de operador Euler -Lagrange (4.23), aplicado a (4.33) se tiene
L SF, SF, SF, PF,
0L _ o(Fy) _ 0 F) (5("0 6)>+Dka (a(v ,6’))_.__

- @ @
ous ou$,

du ou® ou” !
El operador de diferenciacién total (4.4) se puede extender a nuevas variables dependientes

D~—i—|—u°‘a —|—v°‘8 us 0 vaa
T Ony C Ou L Qv gl 6u§‘ gl 81}?

+ e (4.34)
En el caso de una séla variable dependiente, se tiene la ecuacién diferencial
F(IL’, U, U(1)y - - - ,U(S)) = 0, (435)

con cualquier niimero de variables independientes. En este caso la Definicion 26 de ecuacion

adjunta se escribe como

F*(x,u,v,u(l),v(l),. .. ,u(s),v(s)) = 0, (4.36)
en donde,
. O(vF)
F (:L', Uy Uy U(1), V(1) - - -5 U(s), U(s)) = Su , (437)

La adjunta de las ecuaciones no lineales no es una relacion simétrica. En otras palabras, las
ecuaciones no lineales, a diferencia de las lineales, no obedecen la condicién (4.13). En efecto
la siguiente igualdad se cumple

~

(F*) = F, (4.38)

en donde, Fes la aproximacién lineal a F' como sigue. Consideremos el caso de una sola
ecuacién diferencial de la forma (4.35) tomamos a F'[u + w] considerando que w < 1. Luego,

ignorando los términos no lineales en w definimos F' a través de la ecuacion

A

Flu+ w] = Flu] + Flw]. (4.39)

Notemos que para las ecuaciones lineales F=F , y por consiguiente la ecuacién (4.38) es
idéntica a (4.13).

[lustremos esta situacion en el siguiente ejemplo.

Sea la ecuacion

F = uyy — senu = 0. (4.40)

96



Usando (4.37) obtenemos

J
F* = E(U(uw — Senu)) = Uy, — VCOSU,
' J
() = E(w(vmy — VCOSU)) = Wyy — WCOSU. (4.41)

Ahora encontremos a F' usando la ecuacién (4.39). Dado que senw ~ w y cosw ~ 1, cuando

w < 1, tenemos

Flu+ w)

(U + W)y — sen(u + w)

= Ugy + Wyy — SENUCOSW — SENWCOSU

Q

Ugy — SENU + Wyy — WCOSU

= Flu] 4+ wyy — weosu.

Luego por (4.39) y (4.41) se tiene

A

Flw] = wyy — weosu = (F*)*,

la cual coincide con (4.38).

4.5. Construccion de ecuaciones adjuntas a ecuaciones

lineales.

Proposicién 3. [7] En el caso de las ecuaciones y sistemas de ecuaciones diferenciales

lineales, las ecuaciones adjuntas (4.32) y (4.12) coinciden.
Demostracién. La prueba se basa en que una funcion Q(u,v) es una divergencia, es decir,
Q = D;(h"), si y sélo si

0Q 0Q B
@—07 Su —0, a—l,...,m. (442)

Sea F* el operador adjunto construido de acuerdo con (4.12). Consideremos el caso de muchas

variables dependientes y escribamos la ecuacion (4.12) como
v Falu] = w’Fj[v] + Di(p'). (4.43)
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Aplicando a (4.43) las diferenciaciones variacionales y utilizando las ecuaciones (4.42) ob-

tenemos
8(v” Fa[u])

ou®

Por lo tanto, (4.32) coincide con FX[v] dado por (4.12).

= 00 F3[v] = FZ[v).

Ahora supongamos que F*[v] estd dado por (4.32)

(v F u))

] =

Consideremos la expresion @) definida por

207 Fyfu])

Q:UﬁFg[U]—uﬁFE[U] = 07 Fs[v] —u S0

Aplicando a la primera expresion de Q las diferenciaciones variacionales (4.42) obtenemos

5Q _ §(v" Fylu))

— 08 F*[v] = F*[u] — 8°F*[v] = 0.
e = st = OLF ] = FYlu] — 00Fz o] = 0

Y al aplicar §/6v* a la sequnda expresion para Q) se tiene

0Q 5 P[] ) { 55(07Fv[u])} = B — ) [uﬁ‘S(WFv[“])] .

spe o PUT e ouP o ouP
El calculo muestra que
J (VY F[u])
/8—7 p—
Soa [u e F,[u]. (4.44)

Por lo tanto Q, resuelve la ecuacion (4.42) y, asi, la ecuacion (4.43) se cumple.

Observacién 12. Consideremos el caso del operador lineal de sequndo orden para una va-
riable dependiente.

Flu] = a”(z)u;; + b'(x)u; + c(z)u.
Entonces (4.44) implica

“w =u [cv —vD;(b') + vD;D;(a”) — bv; + 20;D;(a”) + a”] .
Uu

De donde, después de algunos calculos obtenemos

(;iv [ué(%y[u])} = [cu + biui + aijuij] + {DiDj(aijU) - Di(aijuj) —D; [UDj(aij)} }7

y, notando que la expresion entre llaves desaparece, se obtiene a la ecuacion (4.44).
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Ejemplo 21. Consideremos la ecuacion de calor
Flv] = uy — tuge = 0, (4.45)

y construyamos el operador adjunto para el operador lineal

F=D,— Dz, (4.46)
usando (4.12). Observamos que
vug = Dy(uv) — uwy,
Vige = Dg(vug) — vty = Dp(Vuy — uvy) + Uy,

luego, usando lo anterior
vEF[u] = v(up — Ugs) = u(—vr — Vgp) + Di(uv) + Dy (uv, — vuy,),

es decir,

vF[u] — u(—v; — vy) = Di(uv) + Dy (uv, — vuy).

Por lo tanto, denotando por t = x1 y x = xy, oblenemos la ecuacion (4.12) con F*[v] =

—Vp — Vgp Y Pt = uv, p* = uv, — vu,. Asi el operador lineal adjunto asociado (4.46) es
F*=—-D,— D?, (4.47)
y la ecuacion adjunta para la ecuacion de calor (4.45) se escribe —vy — vz =0 0
Vg + Vpy = 0. (4.48)

Otra forma de obtener la ecuacion adjunta (4.48) y el operador adjunto (4.47) es usar (4.37),

lo cual es mucho mds simple. En efecto

)
F* = @(Uut — VUgy) = —Dy(v) — D2 = —(v; + Vpy).

4.6. Autoadjuntas y cuasi autoadjuntas

Recordemos que un operador diferencial lineal F' se llama operador autoadjunto si es
idéntico a su operador adjunto F' = F*. Entonces, la ecuacién F[u] = 0 también se dice que

es autoadjunta. Por lo tanto, la autoadjuntes de una ecuacién diferencial lineal Flu] = 0
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significa que la ecuacion adjunta F*[u] = 0 coincide con Flu| = 0 cuando llevamos a cabo la
sustitucion v = u. Esta propiedad se ha extendido a ecuaciones no lineales en [5]. Se llamard

aqui la autoadjuntes estricta y se define de la siguiente manera.

Definicién 27. Decimos que la ecuacion diferencial (4.35) es estrictamente autoadjun-
ta si la ecuacion adjunta (4.36) se vuelve equivalente a la ecuacion original (4.35) tras la

sustitucion

v =u. (4.49)
La definicion significa que la ecuacion
Fr(z,u,u, .. U, Us)) = AF(x,u, .. u), (4.50)
se mantiene salvo cierto coeficiente \ (que en general, es variable).

Ejemplo 22. La ecuacion de Korteweg-de Vries (KdV) dada por

es estrictamente autoadjunta. En este caso Flu] = u; — gy — uuy y por (4.37)

)
F* = — (0[uy — Ugge — Utz]) = =04 + Vpge — VU + Dyp(uv) = =04 + Uy + 00,

ou

Es decir, la ecuacion adjunta asociada la ecuacion KdV tiene la forma
UVt = VUgze + UV,

que coincide con la ecuacion de KdV al cambiar v = u, es decir, por la Definicion 27 la

ecuacion KdV es estrictamente auto-adjunta.

En el caso de sistemas de ecuaciones con varias variables dependientes u = (uq, ..., up)
no es tan directo porque la ecuacién (4.49) no se determina de forma exclusiva, como queda

claro en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 23. Consideremos el sistema de dos ecuaciones

uy + u’ul —ui =0, (4.52)
ul —u, =0, (4.53)
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con dos variables dependientes, u = (u*,u?), y tres variables independientes (t,z,y).
Usando el lagrangiano formal (4.33) obtenemos

L =0 (uy, + vu, —u;—) +0*(u—y* —u

2

luego, usando (4.32) escribimos las ecuaciones adjuntas (4.31), con o = 2 cambiando su
signo, en la forma

(4.54)

entonces el sistema adjunto (4.54) se convierte

2 2,1 1 _
Uy, +utu, —up =0,

(4.55)

que no estd relacionado con el sistema (4.52)-(4.53) por la relacion de equivalencia (4.50).
Pero st establecemos

el sistema adjunto (4.54) coincide con el sistema original (4.52).

4.6.1. Cuasi-autoadjuntes

El concepto de cuasi-autoadjuntes generaliza la Definicién 27 y es mas conveniente para
tratar con sistemas de la forma (4.30). Este concepto fue formulado en [6] de la siguiente ma-

nera. El sistema (4.30) es cuasi-autoadjunto si el sistema adjunto (4.30) se vuelve equivalente
al sistema original (4.30) después de la sustitucién

v = p(u), (4.56)
con ¢ tal que su derivada no desaparezca en un cierto dominio de u, es decir
a @
¢'(u) #0, endonde ¢'(u)= ( g (f}u)) : (4.57)
U
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Observaciéon 13. La sustitucion (4.56) define una transformacion

desde el espacio m-dimensional de las variables u = (u',...,u™) al espacio m-dimensional de

las variables v = (v',... V™). Se supone que esta transformacion es continuamente diferen-
) b

ciable. La condicion (4.57) garantiza que es invertible y, por lo tanto, las ecuaciones (4.31) y
(4.30) son equivalentes. La equivalencia significa que las siquientes ecuaciones se mantienen

salvo ciertos coeficientes \?
Fi(z,u, @, ... 0, 9s) = N Fs(x,u, ... JU)), a=1,...,m, (4.58)

en donde,
Y = {@a(u)}7 90(0) = {Dh"'Dia(@U(u))}’ 0= 17"'75 (459>

Se puede demostrar que la matriz ()\g) es invertible debido a la condicion (4.57).

Ejemplo 24. La cuasi auto-adjunta de las ecuaciones de onda no lineales de la forma
Uy — U = (T, T, U, up, ), (4.60)
fue investigada en [8]. Los resultados de este articulo muestran que, por ejemplo la ecuacion
Ugy — Ugg + U; — u2 =0, (4.61)
es cuasi-autoadjunta y en este caso la sustitucion (4.56) tiene la forma
v=e". (4.62)
De hecho, la ecuacion adjunta a la ecuacion (4.61) estd escrita como
Vgt — Vg — 20Uz — 2UgVp + 20Uy + 2uv, = 0. (4.63)
Después de la sustitucion (4.62), el lado izquierdo de la ecuacion (4.63) toma la forma (4.58)
Vgt — Uy — 20U — 2UVp + 20Upy + 22UV, = —e [utt — Uy + UF — ugﬂ ) (4.64)

Se manifiesta a partir de la ecuacion. (4.64) que v dada por (4.62) resuelve la ecuacion

adjunta (4.63) si se reemplaza u por cualquier solucion de la ecuacion. (4.61).
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Al construir leyes de conservacién, uno puede relajar la condicién (4.57). Por lo tanto,

una generalizacién de la definicién previa de cuasi auto-adjuntes es como se sigue

Definicién 28. Se dice que el sistema (4.30) es cuasi-autoadjunto si las ecuaciones ad-
Juntas (4.31) se satisfacen para todas las soluciones u del sistema original (4.30) después de
sustituir

vt =*(u), a=12,...,m, (4.65)

en donde, ¢ es tal que

o(u) #0. (4.66)

En el ejemplo 23, las ecuaciones (4.55) se mantienen después de la sustitucién (4.65), en

donde no todas las p*(u) desaparecen simultdneamente.

Observacion 14. La condicion (4.66), a diferencia de (4.57), no garantiza la equivalencia

de las ecuaciones (4.31) y (4.30) ya que la matriz ()\g) puede ser singular.

Ejemplo 25. Es bien sabido que la ecuacion de calor (4.45) lineal no es autoadjunta (no
es estrictamente autoadjunta en el sentido de la Definicion 27). Esto es claro a partir de
las las ecuaciones (4.45) y (4.48). Veamos si la ecuacion (4.45) es cuasi auto-adjunta. Sea

v = @(u), obtenemos

Uy = QU Uy = QU Vge = Q' Uge + gp/lufw (4.67)

y la condicion (4.50) toma la forma

' (w)ur + toe] + " (Wi = @ (W) [ty — g (4.68)

De donde, comparando los coeficientes de u; en ambos lados de (4.68) obtenemos que N =

¢©'(u). Entonces las ecuaciones anteriores toma la forma
@' (W) + ] + " () = ¢ (u)[ur — tgs]. (4.69)

Estas ecuaciones dan que ¢'(u) = 0. Por lo tanto, la ecuacién (4.45) es cuasi-autoadjunta
con la sustitucion v = C, en donde C' es cualquier constante no nula. Notemos que la

sustitucién no satisface la condicién (4.57).
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4.7. Autoadjuntes estricta a través de multiplicadores

Se sabe comunmente que numerosas EDP lineales que se usan en la practica, por ejemplo,
las ecuaciones de evolucién lineal no son autoadjuntas en el sentido clésico de la autoadjuntes.
Del mismo modo, las ecuaciones no lineales 1tiles como la ecuacién de calor no lineal, la
ecuacion de Burgers, etc., no son estrictamente autoadjuntas. Veremos aqui a través de
algunos ejemplos que estas y muchas otras ecuaciones pueden reescribirse en una forma

equivalente que las hace estrictamente autoadjunta mediante el uso de multiplicadores.

Ejemplo 26. La ecuacion de Kompaneets
1
U = §DI [2*(up +u + u?)], (4.70)

proporciona un ejemplo de una ecuacion que no es cuasi autoadjunta. En efecto, la ecuacion

(4.70) tiene el lagrangiano formal
L = v[—uy + 22Uy + (2% + 42 + 20%0)u, + 42 (u + u?)].

El cdlculo arroja la siguiente ecuacion adjunta a (4.70)

0L

5y = U + 220 — 22(1 4 2u)v, + 2(z + 22u — 1)v = 0. (4.71)
u

Definiendo v = ¢(u) obtenemos

0L

> = (W) + PPugs — 2 (14 20)u,]

v=p(u)

+ " (w)2*u + 2(z + 2zu — 1)p(u). (4.72)

FEscribiendo la condicion de cuasi autoadjuntes (4.58) en la forma

0L

Su = M—uy + 2%Upe + (2% + 42 + 20%0)uy + da(u + u?)], (4.73)
u

v=p(u)

y comparando los coeficientes para u, en ambos lados obtenemos que N = —¢'(u), asi la

condicion de cuasi adjuntes, en este caso, toma la forma

@' (w)[uy + gy — 2% (1 + 2u)uy] + " (u)z*u? 4 2(x + 220 — 1)@(u)

= ¢ (u)[us — 2Upy — (2 + 4z + 22%0)u, — dz(u + u?)]. (4.74)

104



La comparacion de los coeficientes para u,, en ambos lados de la ecuacion anterior implica
que ¢'(u) = 0. Entonces se obtiene que (4.74) se convierte en (x + 2zu — 1)p(u) = 0, lo
cual implica que p(u) = 0. Por lo tanto, la ecuacion de Kompaneets no es casi auto-adjunta
porque la condicion (4.66) no se cumple.

Sin embargo, podemos reescribir la ecuacion (4.70) en la forma estrictamente autoadjunta

mediante el uso de un multiplicador mds general que el anterior, a saber, el multiplicador

= —. (4.75)

u

En efecto, al multiplicar por este  a (4.70) se obtiene

22 1 4 9
—up = — D[ (uy + v+ u?)]. (4.76)
u u
Su lagrangino formal
L= E{—xQut + Dot (uy + u + u?)]}, (4.77)
U
satisface la condicion de auto-adjuntes estricta (4.50) con A = —1
0L 1
Su = ——{—2u; + D,[z*(u, + u + u?)]}. (4.78)
Uy u

Observacién 15. Notemos que v = x? resuelve la ecuacion (4.71) para cualquier u.

4.7.1. Concepto general de auto-adjuntes no lineal

El concepto general de auto-adjuntes no lineal para sistemas de EDP’s que consisten de
cualquier nimero de ecuaciones con m variables dependientes abarca la Definiciéon 27 de

auto-adjuntes estricta y la Definicién 28 de cuasi auto-adjuntes.

Definicién 29. El sistema de T ecuaciones diferenciales (compdrese con las ecuaciones

(4.30)

F@(IB,U,U(U,...,U(S)) =0, a=1,...,m, (479)
con m variables dependientes u = (u',...,u™) se dice que es no lineal auto-adjunto si
la ecuaciones adjuntas
S(vPF;
FJ (2, u,0,u1), (1), - - -5 Ugs), U(s)) = % =0, a=12,...,m, (4.80)
uOé

se satisfacen para todas las soluciones u del sistema original (4.79) tras una sustitucion

a _

v* =% z,u), a=1,...,m, (4.81)
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tal que
o(x,u) #0. (4.82)

En otras palabras, que se cumpla la siguiente ecuacion
F(z,u, o(x,u), ... ugs), o) (T, u) = )\EFB(L U, U1y -5 UGs)), a=1,2,....m, (4.83)
en donde, Aé son coeficientes indeterminados y @) (x,u) son las derivadas de (4.81)
o) (@, u) ={Dy, - D; (¢*(z,u)}, o=1,2,...,s. (4.84)

Aqui v y ¢ son los vectores m-dimensionales

y la ecuacion (4.82) significa que no todos los componentes ©*(x,u) de ¢ desaparecen si-

multaneamente.

Observacién 16. 1. Si el sistema (4.79) es sobredeterminado, es decir, m > m, entonces
el sistema adjunto (4.80) es subdefinido ya que contiene m < T ecuaciones para m
nuevas variables dependientes v. Y wviceversa, si T < m, entonces el sistema (4.79) es

subdefinido y el sistema adjunto (4.80) es sobredeterminado.

2. El sistema adjunto (4.80), al sustituir cualquier solucion u(z) de las ecuaciones (4.79),
se convierte en un sistema lineal homogéneo para las nuevas variables dependientes v®.
La esencia de las ecuaciones (4.83) es que para el sistema autoadjunto (4.79) existen
funciones que proporcionan una solucion no trivial (no idénticamente cero) al sistema
adjunto (4.80) para todas las soluciones del sistema original (4.79). Esta propiedad se

puede tomar como una definicion alternativa de la auto-adjuntes no lineal.

Definicién 30. El sistema (4.79) es autoadjunto no lineal si existen funciones v* dadas por

(4.81) que resuelven el sistema adjunto (4.80) para todas las soluciones u(x) de las ecuaciones

(4.79) y satisfacen la condicion (4.82) .
Proposicién 4. Las definiciones 29 y 30 anteriores son equivalentes.

Demostracién. Sea el sistema (4.79) autoadjunto no lineal segin la Definicion 29. Luego,

de acuerdo al punto 2. de la Observacion 16, el sistema (4.79) cumple la condicion de la
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Definicion 30.

Inversamente, sea el sistema (4.79) autoadjunto no lineal segin la Definicion 30. Es decir, las
funciones v* dadas por (4.81) que satisfacen la condicion (4.82) resuelven el sistema adjunto
(4.80) para todas las soluciones u(z) de las ecuaciones (4.79). Esto es posible si y sélo si

las ecuaciones (4.83) se cumplen. Entonces, el sistema (4.79) es autoadjunto no lineal por la

Definicion 29.

Ejemplo 27. Sea

la ecuacion KdV, esta es estrictamente autoadjunta (Ver Ejemplo 22). En términos de la

Definicion 30, esto significa que v = u resuelve la ecuacion adjunta
UVt = Ugax + UV, (486)

para todas las soluciones de la ecuacion de KAV (4.85). Se puede verificar que en general la

sustitucion de la forma (4.81), v = ¢(t,x,u), que satisface la ecuacion (4.83), estd dada por
v=A; + Ayu+ As(x + tu), (4.87)

en donde, Ay, Ay, Az son constantes arbitrarias. También se puede verificar que v dada por la
ecuacion (4.87) resuelve la ecuacion adjunta (4.86) para todas las soluciones u de la ecuacion
KdV. La solucion v = x + tu es invariante bajo la transformacion Galileana de la ecuacion
KdV y aparece en diferentes enfoques (ver [9], Seccion 22.5). Por lo tanto, la ecuacion de

KdV es autoadjunta no lineal con la sustitucion (4.87).
Proposicion 5. Cualquier ecuacion lineal es auto-adjunta no lineal.

Demostracion. FEsta propiedad es la consecuencia directa de la Definicion 30, ya que la

ecuacion adjunta F*[v] =0 a una ecuacion lineal Fu] = 0 no involucra la variable w.

O
4.7.2. Autoadjuntes no lineal via multiplicadores
Teorema 24. La ecuacion diferencial
F(ZL’, Uy U(1)y - - - ,U(s)) = O, (488)
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es autoadjunta no lineal ver (Definicion 29) si y solo si se vuelve estrictamente auto-adjunta

(ver Definicion 27) al reescribirla en la forma equivalente
plx, w)F(z,u,uaqy, .., ue) =0,  p(z,u) #0, (4.89)
con un multiplicador p(x,u) apropiado.

Demostracién. Escribiremos la condicion (4.83) para la auto-adjuntes no lineal de la ecua-
cion (4.88) en la forma

d(vF)
ou

= M, u)F(z,u,uay, . - Us))- (4.90)

v=p(,u)

Ademds, usando que las ecuaciones (4.89) y (4.88) son equivalentes, escribiremos la condicion
(4.50) para la auto-adjuntes-estricta de la ecuacion (4.89) en la forma

S(wuF)

5 = 5\(31:, w) F (2, u,ugy, .. us))- (4.91)
u

Como w es una variable dependiente y p = u(x,u) es cierta funcion de x, u, la derivada

variacional en el lado izquierdo de (4.91) se puede escribir de la siguiente manera

—5(qu) = wa—#F + uwa—F —D; < QF) + D;D; <,uw§F ) —

o S(vF)
= w—F 4.92
“ou + ou ’ (4.92)
en donde, v es la nueva variable dependiente definida por
v = p(x,u)w. (4.93)

La expresion (4.93) es la nueva variable dependiente en lugar de w. Ahora el lado izquierdo
de la ecuacion (4.91) es escrito en la forma

S(wuk) :u(?_,uF+ d(vF)

ou |- ou ou

=u v=up(z,u)

(4.94)

Supongamos que la ecuacion (4.88) no es linealmente autoadjunta. Entonces la ecuacion

(4.90) se cumple para cierta funcion dada @(x,u). Por lo tanto, tomamos el multiplicador

plx,u) = @, (4.95)

y reducimos la ecuacion (4.94) a la siguiente forma

S(wuF)
ou

B dp
= <)\ + 5 ) F (4.96)
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FEsto demuestra que la ecuacion (4.91) se mantiene con
A=—=—-IZ 4 (4.97)

Por lo tanto, la ecuacion (4.89) con el multiplicador v dado por (4.95) es estrictamente
autoadjunta.

Supongamos ahora que la ecuacion (4.89) con un cierto multiplicador u(x,u), es estric-
tamente autoadjunta. Entonces (4.91) se cumple. Por lo tanto, si tomamos la funcion ¢
definida por (ver (4.95))

oz, u) = up(z,u), (4.98)

la expresion (4.94) da
d(vF)

ou

= (X — u?—“) F. (4.99)
v=gp(a,u) u

Se sigue que la ecuacion (4.90) se satisface con

5
A=A—us (4.100)

Concluimos que la ecuacion. (4.89) es autoadjunta no lineal, completando asi la prueba.

Ejemplo 28. El multiplicador (4.75) utilizado en el Ejemplo 26 vy la funcién ¢ = x* que
proporciona una solucion de la ecuacion adjunta (4.70) a la ecuacion de Kompaneets estin

relacionadas por la ecuacion (4.100).

4.8. Identidades que conectan a los operadores de Euler-
Lagrange, Lie Backlund y Noether

Los operadores de Euler-Lagrange, Lie Béacklund y de Noether juegan un papel muy

importante en el estudio de simetrias y leyes de conservacion.

Definicién 31. Sean &, n® € A funciones diferenciales que dependen de cualquier nimero

finito de variables x,u,uny, ). ... Un operador diferencial de primer orden
. 0 0 0 0
X=¢— ‘— > p 4.101
f ﬁxz + " 8u°‘ + CZ auz + C“ZQ 8@61‘12‘2 + ’ ( )
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en donde, los coeficientes son determinados de forma unica a través de las formulas de ex-

tension (ver Teorema 11 para todas las formulas)

Gt = Di(n® = &§uf) + §ug,

o = DilDiQ (77a - ij?) + fju?ilig,v (4102)

1112
es llamado operador de Lie-Backlud.

Observacién 17. El operador (4.102) es formalmente una suma infinita, pero se trunca
al actuar sobre cualquier funcion diferencial. Por lo tanto, la accion de los operadores Lie-

Backlund estd bien definida en el espacio A.

Proposicién 6. [6] El conmutador [ X1, Xs] para cualesquiera dos operadores de Lie Bicklud,

0 0

=G

+--- (v=1,2),
es idéntico con el operador Lie-Backlud dado por

(X1, X = (X(Eh) — Xa(€D) s + (Xa(0) — Xl s+ (4.103)

en donde, los términos denotados por los puntos suspensivos se obtienen extendiendo o pro-

longando los coeficientes de 0/0z" y 0/Ou® de acuerdo con las ecuaciones (4.102).

Proposicién 7. [16] El conjunto de todos los operadores de Lie-Bicklund es un dlgebra de
Lie de dimension infinita con respecto al conmutador (4.103). Esta se denomina dlgebra de

Lie-Bdacklund y se denota por Lg. El dlgebra Lg estd dotada de las siguientes propiedades

1. D; € Lg. En otras palabras, la diferenciacion total (4.4) es un operador Lie-Bdicklund.
Ademas,

X, =¢D; € Ly, (4.104)
para cualquier £ € A

2. Sea L, el conjunto de todos los operadores de Lie-Bdicklund de la forma (4.104). En-

tonces L, es un ideal de L., es decir,

[X7 X*] = (X<£:<) - X*<€Z>) D; € L,
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3. De acuerdo con la propiedad anterior, 2., se dice que dos operadores Xy, Xs € L, son
equivalentes ( X1 ~ Xo) si X1 — Xy € L. En particular, cada operador X € Lz es
equivalente a un operador (4.101) con & =0,i=1,...,n. Es decir, X ~ X en donde,

5 A . P
X=X-¢&D;,=n*—&%) + - (4.105)
ou®
Los operadores de la forma
Xl fpea (4.106)
- 77 aua 777 ) N

son llamados operadores canonicos de Lie-Bdacklund. Por lo tanto, la propiedad

3. significa que cualquier operador X € Lg es equivalente a un operador candnico de

Lie-Backlund.

4. Los generadores de los grupos de Lie de transformaciones puntuales son los operadores

-0 0
X =& o _ ce 4.107
Com Tt (4.107)
con los coeficientes & y n® dependiendo sélo de x y u, es decir,
, 0 0
X=¢ @ —_— 4.1
€' (o) g+ (o) 5 (4.108)

El operador de Lie-Bécklund (4.101) es equivalente a un generador (4.108) de un grupo

de transformacion puntual si y solo si sus coordenadas tienen la forma

¢=q@u)+&, 1t =nzu)+ (&@,u) +&)uf,

en donde, £ € A son funciones diferenciales arbitrarias y £, £, n¢ son funciones arbitrarias

de z y u.

Ejemplo 29. Sean t, z las variables independientes. El generador de la transformacion
Galileana, y de la forma candnica de Lie-Bdcklund (4.105) se escriben como

0 0 ~ 0
X_%—t%NX—(lthux)%jL---

Definicién 32. Sea X = &2~ + no‘% cualquier operador de Lie-Bdcklund (4.107). Aso-

dz;

ciamos con X los siguientes n operadores N'(i = 1,....,n) conocidos como operadores de

Noether a través de las sumas formales

4]

dul ’

101,15

‘ . 5 o]
_ gl o D. ...D, (W> 4.1
N =g Wega+ 2 Dy D (V) (4.109)
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en donde,

We=n*=&ul, a=1,...,m, (4.110)

y los operadores de Euler-Lagrange con respecto a las derivadas de u® se obtienen de (4.23)

remmplazando u® por las derivadas correspondientes, por ejemplo

) 0 > 0
— = -1°’D; ---D; ——— =1,... =1,... . 4.111

Proposicién 8. [1] El operador de Euler-Lagrange (4.23), el operador de Lie-Bdicklund y

los operadores asociados (4.111) estan conectados por la siguiente identidad fundamental

X + D€ = W“(si + D;N". (4.112)
uOl

Observacion 18. Recordemos que el Teorema de Noether [18] que relaciona las simetrias y
las leyes de conservacion para ecuaciones de Euler-Lagrange es una consecuencia directa de

la identidad (4.112) (ver [9]).

4.9. Leyes de conservacion, un nuevo enfoque

Las leyes de conservacion y simetrias siempre han sido de considerable interés en la ciencia.
Son importantes en la formulacion e investigacion de muchos modelos matematicos. Fueron
utilizados, por ejemplo para probar teoremas de existencia global [69]- [71], en problemas
de estabilidad [72], [73], en elasticidad para estudiar grietas y dislocaciones [74], [75], en
astrofisica [76] - [78], en el diseno de nuevas antenas de radio [79] y asi sucesivamente (ver
también [80]). Concentrémonos el uso de simetrias y leyes de conservacién, por ejemplo en
mecanica celeste. En 1609, J. Kepler formul6 dos leyes importantes conocidas como la primera
y segunda ley de Kepler. Su primera ley establece que la 6rbita de un planeta es una elipse
con el Sol colocado en un foco. La segunda ley dice que si unimos al Sol y al planeta por
una linea recta, la linea barrera areas iguales en momentos iguales. Lo importante en estos
descubrimientos es que Kepler explicé como se movian los planetas. El siguiente paso, la
explicacién de por qué se movieron de esa manera, fue dado por I. Newton [81] en 1687.

Formul6 su ley de gravitaciéon universal

: (4.113)
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en donde, F' es la fuerza de gravedad entre dos particulas, G' es una constante gravitacional,
my y meo son las masas de las particulas y r es la distancia entre ellas. Al principio Newton
traté de usar una férmula con r® en lugar de 2. Sin embargo, descubrié que no era fructifero.
Cuando Newton usé la fuerza de gravedad (4.113) en su segunda ley de movimiento, obtuvo
que los planetas se movian en elipses. Esto le demostré que estaba en el camino correcto. Por
lo tanto, la forma de como obtuvo su descubrimiento fue por ensayo y error.

P.S. Laplace demostré que el movimiento de los planetas a lo largo de las elipses se seguia
a partir de la ley de conservacién calculada por él, es decir, la ley de conservacién para el

vector (véase [82], Vol.1, Libro II, Capitulo III, Seccién 18):
x
A=vx M+uZ (4.114)
r

en donde, v es la velocidad de un planeta, M = m(x X v) es el momento angular, m es la
masa del planeta, « es un vector posicién del planeta y r es la magnitud de a. Laplace utilizo
la definicién formal de una ley de conservacion para el calculo de este vector conservado.
En 1983, N. H. Ibragimov [83] demostré que era posible calcular el vector (4.114) utili-
zando una cierta simetria del campo gravitacional de Newton, una simetria de Lie-Béacklund.
Esta simetria es mas complicada que, por ejemplo las rotaciones, depende no solo del vec-
tor posicién x sino también de la velocidad v. Por lo tanto, la idea de simetria y la ley
de conservacion correspondiente ayuda a explicar el movimiento de los planetas en torno a

elipses.

La segunda ley de Kepler, la conservacion de areas, se deriva de la conservacion del mo-
mento angular. Esto fue establecido en [84] independientemente por L. Euler y D. Bernoulli.

El momento angular corresponde a la simetria central del campo gravitacional de Newton.

Hay varias ideas para construir leyes de conservacion. Una de ellas es utilizar el método
directo, cuando se deriva una ley de conservacién para una ecuacion diferencial utilizando su
definicién. Como se mencioné anteriormente, Laplace fue el primero en utilizar esta idea en
1798. Otra idea, es que ciertas leyes de conservacién para ecuaciones diferenciales obtenidas
de un principio variacional podrian surgir a partir de sus simetrias, idea que se basa en
los trabajos de Jacobi, Klein y Noether. En 1884, Jacobi [85] mostré una conexién entre las
cantidades conservadas y las simetrias de las ecuaciones del movimiento de una particula en la

mecanica clasica. Klein [86] obtuvo un resultado similar para las ecuaciones de la relatividad
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general. El predijo que podria encontrarse una conexién entre las leyes de conservacion y las
simetrias para cualquier ecuacion diferencial obtenida de un principio variacional y le sugirié
a Emmy Noether que investigara la posibilidad. Ella mostré [87] en 1918 que las leyes de
conservacion estaban asociadas con la invariancia de integrales variacionales con respecto
a los grupos de transformacién continua. Noether obtuvo la condicién suficiente para la
existencia de leyes de conservacion. Sin embargo, no hay expresiones explicitas para dichas
leyes resultantes en el trabajo de Noether. En 1921, siguiendo la observacion oral de Noether,
Bessel-Hagen [88] aplico el teorema de Noether con la llamada condicién de “divergencia” a

las ecuaciones de Maxwell y calculd sus leyes de conservacion.

En 1951, Hill escribié un notable articulo de revisién [89] en donde discutié el teorema
de Noether y presenté la férmula explicita para las leyes de conservacién en el caso de
un lagrangiano de primer orden. La férmula estd escrita en términos de variaciones (ver
[89], ecuacién (43)). En 1969, inspirado en el articulo de Hill, Ibragimov [90] demostrd la
version generalizada del teorema de Noether. En este teorema, las leyes de conservacion
estan relacionadas con la invariancia de los valores extremos de las integrales variacionales. El
derivo la condicion necesaria y suficiente para la existencia de leyes de conservacion. También
presenté las expresiones explicitas para calcular dichas leyes en el caso de un lagrangiano de
cualquier orden. Sobre la base de estos teoremas, se calcularon muchas leyes de conservacion
para ecuaciones diferenciales que tienen un Lagrangiano (ver ejemplos recopilados en [91]-

[93]).

Definicién 33. Consideremos un sistema de ecuaciones diferenciales.

Fi(x,uu',...)=0,.., Fx(z,u,u,...) =0, (4.115)
donde v = (x1,....7,), u = (ul,...,u™) y v’ es la coleccion de las derivadas parciales de
primer orden

o k
ufz Y 1=1,....n k=1,....m.

8.%‘1'
Se dice que el sistema de ecuaciones diferenciales (4.115) tiene una ley de conservacion

si existe un vector n-dimensional A = (AL, ..., A™) con las componentes
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que satisface la condicion

divA = Dy(A") =0, (4.116)
para alguna solucion u(x) de (4.115). El vector n-dimensional
A= (A", .. AM), (4.117)

definido por
0L

A =804 (n* — §Zuj‘)aufé i=1,...,n, (4.118)
o de una manera mas general
; o | 08 0L 0L
A = L+ W a—w—DjW%—FDjDk%—"']
oL 0L oL
D;(W< - D DD (W* — ..., 4.119
+ ( ) [au% kaugk + + J k( ) au%k ] ( )

en donde, W< es como (4.110)es llamado un vector conservado para el sistema que satis-

face (4.116).

Teorema 25. [6/(Ibragimov)

Cada simetria puntual de Lie o simetria de Lie-Backlund

0 0
X =&(x,u,upy, . - *(z,u, c )y =, 4.120
Gl wuq, g+t @ w50 (4.120)
ast como la simetria no local, de ecuaciones diferenciales
Fo(z,u,uay, .., ue) =0, a=1,...,m, (4.121)

proporcionan una ley de conservacidn no local para las ecuaciones (4.121). La cantidad con-
servada correspondiente involucra las variables adjuntas v (es decir, no locales) dadas por
las ecuaciones adjuntas (4.32) y, por lo tanto, las leyes de conservacion resultantes son, en

general, no locales.

Observacion 19. Note que la ley de conservacion (4.116) se puede escribir de la forma
Di(A") = v*Fs(z,u, 0u, 8u, . .., 0%u), (4.122)

con
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Definicién 34. Diremos que los vectores conservados son triviales si
1. La divergencia es igual a cero.

2. Las componentes del vector se anula en la solucion de la ecuacion requerida.

4.9.1. Concepto de ley de conservacién

Consideremos una ecuacion diferencial ordinaria

F(t,u,u',u") =0, (4.123)
describiendo un movimiento de un sistema dindmico. Aqui ¢ es tiempo, u = (u!,...,u*) son
- e, . 2
las coordenadas de posicién, u = u(t), y v =u' = % es la velocidad, v’ = Cclng.

Definicién 35. Una funcion A = A(t,u,v) es llamada una cantidad conservada de la ecua-

cion (4.123) si

dA
— = 4.124

sobre cada solucion de la ecuacion (4.123).

En otras palabras, la cantidad conservada A(t,u,v) es constante sobre cada trayectoria
u = u(t) y, por lo tanto, se denomina constante de movimiento.

En mecanica clasica, la ecuacion (4.123) tiene la forma
mi = 0, (4.125)

y describe el movimiento de una particula libre con la masa m y un vector posicién & =

(21, 22, x3). La ecuacién tiene varias cantidades conservadas, por ejemplo la energia £ = %mv2
y el momento lineal p = mw.
Consideremos ahora una ecuacion diferencial parcial de orden p

F(:L‘, U, U1), U(2)y -y U(p)) = O, (4.126)
en donde la funcién F' depende de n variables independientes z, x = (x1, ..., x,), m variables
dependientes u, u = (u',...,u™), y la primera, segunda, ..., p-ésima derivada de u con respecto
a x denotadas como uqny = {uf},up = {ual,...,up = ug,, ; respectivamente, a =
1,...m y otros indices cambian de 1 a n (ver Seccién 4.2 para mas detalles).
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Una ley de conservacién para un sistema de ecuaciones diferenciales parciales se define como
en la Definicion 33.

En lugar de tratar con las funciones u* = u®(x) y sus derivadas, que también son fun-
ciones de z, se pueden tratar todas las variables, x, u y derivadas de u, como variables
independientes, llamadas variables diferenciales (ver Definicién 23). Usando la idea de varia-
bles diferenciales [94], se puede reformular la definicién de una ley de conservacién usando el
operador de diferenciacién total con respecto a £ dado en (4.4). Por lo tanto

divA = Di(A") | (4126 = 0, (4.127)

(4.126)

en donde la notacién | (4.126) significa que la relacién se mantiene sobre cualquier solucién
de la ecuacién (4.126). Si una de las variables, por ejemplo xi, es el tiempo ¢, entonces la

componente A' se denomina densidad de la ley de conservacién.

Observacion 20. En los cdlculos practicos, la ley de conservacion (4.127) puede reescribirse

en una forma equivalente. Si
A, ppg = A"+ Da(h?) + -+ Dy (h7).

entonces, uno obtiene la siguiente ley de conservacion

Dy(AY) + Dy(A%) 4 -+ + D, (A") = 0.
en donde,
A% = A% 4 Dy(h?),..., A" = A" + D,(h"), (4.128)
porque DyD;(h') = D;Dy(h).

Al emplear variables diferenciales también se puede reescribir (4.124) en la siguiente forma

dA

dt = Di(A) [(4123 = 0, (4.129)
(4.123)

Por lo tanto, las cantidades conservadas y los vectores conservados se pueden calcular con la
ayuda de la ecuacion (4.129) y la ecuacion. (4.127), respectivamente (ver, por ejemplo, [95]-

[99]).
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4.9.2. El principio de Hamilton y las ecuaciones de Euler-Lagrange

Considere nuevamente el movimiento de un sistema dindmico con una energia cinética

T(t,q,q) y una energia potencial U(t,q). La funcién

'C’(ta q, U) = T(ta q, Q> - U(tv Q>7

es el lagrangiano del sistema.
El principio de Hamilton, o el principio de minima accién, establece que el verdadero
movimiento del sistema entre dos tiempos elegidos t; y t5 se describe por el hecho de que las

trayectorias de las particulas proporcionan un extremo del funcional accién

to
/ L(t, q,v)dz, (4.130)
t1
Este requisito es equivalente a la afirmacion de que se cumplan las ecuaciones de Euler-
Lagrange gTLa — Dy (gv—ﬂ) =0, a=1,2,...,s. Esto da una condicién necesaria para que ¢(t)

proporcione un extremo de la integral (4.130).
En el caso de varias variables independientes x = (xy,...,x,) y variables dependientes

u = (u',...,u™), una integral de accién tiene la forma

/ L(z,u,uqy, ..., up))d, (4.131)
v

en donde, V' es un volumen n-dimensional arbitrario en el espacio de las variables x y el
lagrangiano £ es una funcion que depende de un niimero finito de variables diferenciales. Las

ecuaciones correspondientes de Euler-Lagrange tienen la forma

%, a=1,....m (4.132)
Noether demostré su teorema mediante la aplicacion del procedimiento variacional a la
integral de la accién.
Supongamos que las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.132) admiten un grupo de Lie de

transformaciones uniparamétrico G
T =d(z,u,a), u=1(x,ua), (4.133)

en donde ¢ = (¢',...,¢"), v = (Y'...¢") v d(x,u,0) = x, ¥(r,u,0) = u. El generador
infinitesimal del grupo G tiene la forma

A 0 0
X=¢ —
S(x’U)aml 8ua

+ %z, u) (4.134)
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Definicién 36. Se dice que el funcional (4.131) es invariante bajo el grupo G si la siguiente
ecuacion se cumple para cualquier dominio V' y cualquier funcion u(x)
/ L(:f, U, Uy - - - ,ﬁ(p))dl_], = / L(l’, U, U1y - - - ,U(p))dl’, (4135)
1% %

Aqui V' es el dominio obtenido de V' por la transformacion (4.133).

Lema 4. [15] El funcional (4.131) es invariante bajo el grupo G con el generador (4.134)
sty solo si

XW(L) + LD;(€) =0, (4.136)

aqui XY es la primera extension o prolongacion del generador X, la cual estd dada por

-0 0 0 0
X = 52%—%7)“%—1—(?8“‘ +H'+<g""isaU‘ ) + ..., (4137)

en donde

Gt = Di(n® = &§uf) + §ug,

O = Dy D (= )+ Gud, (4.138)

Distingamos los lagrangianos de los funcionales invariantes por la siguiente definicién.

Definicién 37. El funcional £(x,u,uq) ..., up)) que satisface la ecuacion (4.136) se deno-

mina un lagrangiano invariante para el grupo G con el generador dado en (4.134).

Observaciéon 21. Para p = 1 los lagrangianos invariantes son, en general, invariantes

diferenciales de primer orden F(x,u,u) definidos por la ecuacion

en lugar de la ecuacion (4.136).

El teorema de Noether [18] establece, por ejemplo que en el caso de los Lagrangianos de
primer orden £ y los grupos de transformacién puntuales (4.133), si la integral (4.131) con

p =1 es invariante bajo el grupo G con el generador (4.134) entonces las cantidades

, ) . oL
Az, u,uqy) = L&+ (n* — §Ju‘;‘)ﬁ, i=1,2,...,n, (4.139)
U,
definen un vector conservado
A= (Al,...,A”),
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para las ecuaciones de Euler-Lagrange
0L 0L
——-D;{=— )] =0, =1,...,m. 4.14
e ( 8uf‘) 0, a=i m (4.140)
En otras palabras, la ecuacién conservada
D;(AY) =0, (4.141)

se aferra a las soluciones de las ecuaciones (4.140).

Si la integral (4.131) es invariante bajo r operadores linealmente independientes X, ..., X, de
la forma (4.134), entonces la férmula (4.139) proporciona r vectores conservados linealmente
independientes Aj,...A,. La prueba original de Noether se basd en cédlculos que implican
integrales variacionales [ Ldx. Una prueba alternativa del teorema de Noether se di6 en [2]
(ver también [9] o [1] para una presentaciéon mas detallada). El nuevo enfoque permitié no
solo simplificar la prueba del teorema de Noether, sino también obtener un nuevo teorema
mas general que establece que las formulas (4.139) proporcionan una ley de conservacién para
las ecuaciones de Euler-Lagrange (4.140) si y s6lo si iy sélo si los lagrangianao que definen

las integrales variacionales son invariantes bajo el grupo con el generador (4.134).

Teorema 26. Sea la integral variacional (4.131) invariable con respecto a un grupo G con

generadores (4.134). Entonces un vector A con componentes
A"=N(L), i=1,2,...,n, (4.142)
es un vector conservado para la ecuacion de Euler-Lagrange (4.132), es decir
Di(A%) | 159 = 0- (4.143)
Aqui N* son los operadores de Noether-Ibragimov dadas por (4.109).

Demostracién. Ver [2].

Corolario 2. Las leyes de conservacion se obtienen incluso cuando la condicion de inva-

riancia (4.136) se reemplaza por la condicion de “divergencia”
XO(L) + LDi(E") = Di(BY), (4.144)
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en donde los B' = B'(x,u,uy,...,uy) con B" € A. Entonces las componentes del vector

conservado (4.139) son reemplazadas por

0L

A'= L8+ (n* —u) =~ —B'=N(L) - B, i=1,...,n.

I o0uy

Ejemplo 30. El generador de traslaciones de tiempo

0
X ==
1 at7
satisface la condicion de invariancia
oL , 0L
AV =L+ W=, A =L+ W
g + a®t’ 5 + a(bl7

La cantidad
W= n— goq)t - qu)]v
es igual a
W= _(I)t7
y la ecuacion (4.146)
1 .
A=L -, = 3 VO[*, A= —,0,
Por lo tanto,
1
A = 3 IVO|*, A=—-0,V0.

Ahora eliminamos V® obtenemos el vector conservado

1 1
A = 3 w)*, A <§ |v[2—i—p> .

La ecuacion de conservacion correspondiente
tiene la forma
Dy(1) + div(tv + X) = 0.
con
Sl A
T = — |V = PV.
5 ) p

Escribiendo la ley de conservacion en forma integral

d

— Tdw = —/ A-v)dS,
dt Jou sm( )

(4.145)

(4.146)

(4.147)

(4.148)

(4.149)

(4.150)
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obtenemos la conservacion de energia

d 1

— ~ vl dw = —/ pv - vdS. (4.151)
dt Jou 2 S(t)

Observacion 22. Tenga en cuenta que la aplicacion del teorema de Noether a los flujos
potenciales nos da la conservacion de energia (4.151) que es vdlida para todas las soluciones

de ls ecuacion.

4.9.3. Ejemplo en Mecanica Clasica

Consideremos nuevamente la ecuacién
m& =0, x=(r1,%2,13), (4.152)

que describe el movimiento libre de una particula de masa m. La ecuacién tiene lagrangiano

1
L=om EE (4.153)

y admite un grupo de transformaciones puntuales 10-paramétrico que consiste de traslaciones

espaciales con los generadores

0
X, =— =1,2,3 4.154
1 axu’ :u ) Sy Iy ( )

la traslacion con respecto a el tiempo con el generador

Xy = %, (4.155)

las rotaciones de el vector & con los generadores
X ::U,,aixu —a:uaixy, v, =1,2 3, (4.156)

y la transformacion galileana con los generadores
X = ti, pw=1,23. (4.157)

oz,

Por lo tanto, de acuerdo con el Teorema de Noether la ecuacién (4.125) tiene 10 leyes de

conservacion de la forma

Di(A) |(4125 =0, (4.158)

122



definidas por las siguientes cantidades conservadas: el momento lineal

p =mz,
la energia
o %m @,
el momento angular
M =px ez,
y el vector
q = m(x — xt).
X1 Xo Xz Xy X Xos X1z X Xog Xy
Xi 00 0 0 0 —-X, 0 -X; 0 0 0
X5 0o 0 0 X5y -X; 0 0 0 0
X3 0 0 0 X5 X1 0 0 0
X4 0 0 0 0 X1 X X3
X12 0 —Xi3 Xog Xog —Xu 0
Xo3 0 —Xi2 0 X3s  —Xu
X3 0 Xy 0 — X1y
X14 0 0 0
Xo4 0 0
X3y 0

Tabla 4.1: Tabla de conmutadores en ejemplo de Mecanica clasica

4.9.4. Ecuaciones sin lagrangianos

Muchas ecuaciones diferenciales no pueden formularse como ecuaciones de Euler-Lagrange
ya que no tienen lagrangianos. Por lo tanto, es imposible aplicar el teorema de Noether para
calcular las leyes de conservacién. Sin embargo, segtin [107] y [6], es posible introducir un
lagrangiano formal si se tiene en cuenta cualquier sistema de ecuaciones dado junto con el
sistema adjunto. En [6], Ibragimov ha demostrado que el sistema adjunto hereda las simetrias

del sistema dado y ha sugerido un nuevo teorema sobre las leyes de conservacion no locales.
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Consideremos un sistema arbitrario de ecuaciones diferenciales de orden s definido por

(4.30). También consideremos el sistema adjunto a (4.30) dado por la Definicién 26.

Observacién 23. Las variables v = (v!,...,v™) que aparecen en la Definicién 26 se llamaron

segin [6] variables no locales de acuerdo con el concepto general de simetrias no locales. Por
lo tanto, las leyes de conservacion que involucran a v fueron llamadas leyes de conservacion

no locales.

Usando la nueva definicién del sistema adjunto, se puede demostrar que cualquier sistema
de ecuaciones diferenciales de orden s (4.30) considerado junto con su ecuacién adjunta (4.32)
tiene un Lagrangiano. A saber, las ecuaciones de Euler-Lagrange con Lagrangiano (4.33)
proporciona el sistema de ecuaciones simultaneo (4.30), (4.32) con 2m variables dependientes

u=(ul, - um) yv= (vl 0m).
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Capitulo 5

Aplicaciones. Ecuaciones de Kuramoto-Sivashinsky

(KS) y de Kudryashov-Sinelshchikov(K-S)

5.1. Introduccion

Las simetrias puntuales de Lie de las ecuaciones de evoluciéon se han estudiado en varios
contextos, por ejemplo con una variable espacial

ou 8"u>’ (5.1)

ut:F<t,x,u,%~--,%

con n > 2, ha sido estudiado por muchos autores, algunos de ellos son [32], [45], [56]. Por
ejemplo, si n = 2, la ecuacion. (5.1) incluye la ecuacién de calor no lineal, la ecuacién de
Burgers, la ecuacion de Fokker-Planck, la ecuacién de Black-Scholes y, més generalmente, las
ecuaciones de reaccion-difusién-conveccion, etc.

La ecuacién de Korteweg-de Vries (KdV), la ecuacién KdV cilindrica y KdV modificada son
ejemplos de ecuaciones de evolucién de tercer orden.

Cuando n = 4, la ecuacién. (5.1) incluye la ecuacién modificada de Kuramoto-Sivashinsky,
la ecuacién de Cahn-Hilliard entre otras.

Sin embargo, la ecuacion de primer orden
u + F(t,x,u,u,) =0, (5.2)

parece haber recibido poca atencion.
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Hasta donde sabemos, el trabajo més reciente que estudia ecuaciones de evolucion de
primer orden y la simetria del puntual de Lie se encuentra en [26].

Siguiendo el enfoque estandar de Lie (ver [9], [11], [36]), si se tiene en mente el problema

de encontrar leyes de conservacion una EDP o un sistema de EDPs, esta o este debe poseer
una estructura variacional, ya que entonces se puede emplear el teorema de Noether direc-
tamente para establecer leyes de conservacion, (ver [23], [22]). Sin embargo, es bien sabido
que las ecuaciones de evolucion no poseen una estructura variacional. Entonces, no se pueden
obtener de las ecuaciones de Euler-Lagrange y no se les puede aplicar el teorema de Noether
diectamente para obtener leyes de conservacion.
Afortunadamente, existen algunos métodos alternativos para obtener leyes de conservacion
para ecuaciones sin lagrangianos clasicos: el método directo, el método caracteristico, el en-
foque variacional, las condiciones de simetria, la férmula de construccion directa y el enfoque
parcial de Noether. Para una discusién més detallada, ver [20], [6].

En este capitulo consideraremos el problema de encontrar simetrias y cémo calcular
leyes de conservacién para las ecuaciones Kuramoto-Sivashinsky (KS) y de Kudryashov-

Sinelshchikov (K-S). De aqui en adelante se supondra que todas las funciones son suaves, se

__ Ou

entiende la suma de los indices repetidos, u, = % Y u = %

Usaremos resultados recientes desarrolladas por Ibragimov [6] para construir leyes de
conservacién para ecuaciones sin un lagrangiano formal. Nos referiremos al nuevo teorema
de conservacién establecido en [6] (ver Teorema 3.5 en la referencia) como el teorema de

Ibragimov.

El Teorema de Ibragimov sobre leyes de conservacién se puede resumir mediante el si-
guiente algoritmo (ver [6] para mas detalles).

Dado una EDP F = F(z,u,0u,...,0%u) = 0 donde d*u denota el conjunto de todas las

derivadas de orden k de u (ver Capitulo 4).
I) Construir un Lagrangiano £ = vF.

IT) A partir de las ecuaciones de Euler-Lagrange, se obtiene el siguiente sistema:

F(z,u,0u,---,0"u) = 0, (5.3)
F*(z,u,v,0u,0v--- ,0"u,d"v) = 0. (5.4)



Por lo expuesto en el Capitulo 4, la segunda ecuacion del sistema (5.3)-(5.4) se llama ecuacién
adjunta a F' = 0. La ecuacién (5.4) es casi autoadjunta si el sistema (5.3)-(5.4) es equivalente

a la ecuacion original (5.3) tras la sustitucién v = ™ tal que ¢'(u) = 0, es decir
F*(z,u,v,0u,0v--- ,0"u,0"v) \U:@(u) = ¢F(x,u,0u,---,0"u), (5.5)

para alguna funcién ¢ = ¢(z,u,du, -+ ,0"u).

Si la ecuacién (5.5) es verdadera con ¢(u) = u entonces (5.3) se dice que es autoadjunta.
III) El vector conservado es A = (A?), en donde A’ estd definido por (4.119)

Es decir, aplicando este algoritmo a las ecuaciones de evolucién no lineal (KS) 2-dimensional

y (K-S) 3-dimensional, obtenemos:

= Lagrangianos generalizados;
= Ecuaciones adjuntas, asociadas;

= Componentes del vector conservado.

A continuacion aplicaremos este algoritmo a dos ecuaciones de evolucion fuertemente no

lineales.

5.2. Ecuaciéon de Kuramoto Sivashinsky

La ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky (KS) surge como una ecuacién de amplitud, como
un modelo para las inestabilidades interfaciales en muchos contextos fisicos. Kuramoto y
Tsuzuki (1976) la derivaron en el contexto de la turbulencia de fase angular para un sistema
de ecuaciones de reaccion-difusién que modela la reaccion de Belousov-Zhabotinskii en tres
dimensiones espaciales. Sivashinsky (1977) la derivé para modelar pequenas inestabilidades
de difusion térmica en frentes de llamas laminares en dos dimensiones espaciales. También
se ha derivado en el contexto del flujo de una pelicula viscosa delgada por planos verticales
o inclinados, asi como en el contexto de ondas en plasmas. Es interesante saber que también
se puede derivar bajo argumentos de escala y simetria para flujos celulares cerca de una
bifurcacién [67].

Consideremos la familia de ecuaciones de evolucién no lineales de cuarto orden de la forma
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en donde, f,g,h,d,p y q son funciones suaves de u. Esta ecuacion abarcar varios modelos
matematicos particulares discutidos intensamente en la literatura. Los siguientes casos son
de gran interés debido a aplicaciones significativas.

Si en la ecuacién (5.6)
F(u) = g(u) = h(u) = d(u) =0, p(u) = k(u), q(u) = K (u), (5.7)
obtenemos la conocida ecuacién de calor no lineal
up = (k(u)ug )z (5-8)
La ecuacién de calor cldsica u; = u,, se obtiene de (5.8) dejando k = const.

La ecuacién

conocida como la ecuacién Kuramoto-Sivashinsky (KS) se obtiene de (5.6) estableciendo

flw)y=1 g(u)=h(u) =d(u) =0,  plu)=-1 q(u)=1

Cuando f(u) =1, g(u) = d(u) =0, h(u) = A, p(u) = =1y q(u) =1 — A, (5.6) se convierte

en la ecuaciéon modificada de Kuramoto-Sivashinsky (KS)
Up = —Uggy — Uge + (1 — N2 + A2, (5.10)

propuesta por Bernoff y Bertozzi [33] como un modelo que describe el movimiento de una
interfaz que separa dos fases durante la transicion de estas.

Cuando

f=M(u)R(u), g=2M(u)R'(u)+ Mu)R(u), h=MuR (), d=(M@u)R (),
p=QwM(u), q=(Mu)Q(u)).

La ecuacion (5.6) se convierte en

M) 2 (B~ Q)| (5.11)

U =

la cual surge al modelar la dindmica de las peliculas liquidas delgadas, (ver [57], [35]). Sea
h(u) = d(u) = p(u) = q(u) = 0. Si f(u) = vy g(u) = f'(u), tenemos la ecuaciéon de
evolucion 1-dimensional
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obtenida mediante el andlisis de la evolucion de una pelicula delgada de un liquido viscoso
dominado por los efectos de tensién superficial [54]. Si f(u) = v y g(u) = 0 tenemos una
versién modificada de este modelo

Uy = unuararazxa (513)

Estas ecuaciones se consideran en [55] donde se estudia la formacién de singularidades.
Ademas, la aproximacion analitica a las soluciones se obtiene en [55] para el caso 0 < n < 1

mediante la aplicaciéon de métodos de perturbacion.

Las simetrias clésicas de las ecuaciones generalizadas.

up = f(u)Upppe, (5.15)

se clasifican en [39] y [32]. Se encuentra alli, mediante el uso de reducciones de simetria,
que para algunas funciones particulares f(u) el modelo de lubricacién unidimensional admite
ciertas soluciones invariantes de interés fisico tales, como soluciones de tipo onda viajera, de
tipo fuente y sumidero, soluciones de tiempo de espera y soluciones explicitas. Estas soluciones
estan definidas por EDO de orden inferior y algunas de ellas pueden obtenerse explicitamente.
En algunas situaciones fisicas, una fuerza desestabilizadora hace que la pelicula liquida se
acumule en gotas aisladas. Tal instigador puede ser una fuerza externa, como la gravedad en
el caso de una pelicula delgada que cuelga del fondo de una superficie horizontal, o intrinseca
al sistema, como las fuerzas de Van der Waals repulsivas de largo alcance que entran en
la evolucién de la ecuacién en forma de presién disjunta (ver [66], [67]). En tal situacién,
una aproximacién de la lubricacién reduce la ecuacién de evolucién (5.11) a la ecuacién de

difusién inestable de onda larga, ver [57], [35].
up = (U Ugzz)e — (WU ) 4 (5.16)

Las ecuaciones anteriores son fisicamente importantes y han sido consideradas en la literatura.
La ecuacién KS

1
Up + Ugppze + Plze + 5%20 =0, (5.17)
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es una ecuacién diferencial parcial no lineal de cuarto orden, que ahora también se utiliza para
modelar medios continuos que muestran un comportamiento cadtico, como una turbulencia

débil en las interfaces entre flujos complejos.

Generalizando la ecuacién (5.17) a dos dimensiones tenemos

1
Uy = Eui + h(u)ui + 7 (W)Ugy + 9(UW)Uyy — Ugzzs — 2Ugayy — Uyyyy + f(0), (5.18)

Por brevedad denotamos
L, 2
A(l’, Y, ta Uy Ugy - - - >uyyyy) = §ux+h(u)uy+T(U)ulx+g(u)uyy_UIIII_QUIIyy_uyyyy—i_f(u)_ut7
(5.19)
Para aplicar el método de Lie a la ecuacion, consideramos el grupo de Lie de transforma-

ciones infinitesimales uniparamétrico en (x,t,u), el cual se escribe de la forma

%),

= x+el(z,y,t,u)+ O(
O(e?),

W = ey tu) + O,
+

uy = u+en(z,y,tu)+ 0.

Definicién 38. El generador infinitesimal es

Este operador es el generador infinitesimal de la ecuacién de KS y determina una simetria
puntual de Lie de (5.18) si y sélo si su accién sobre la ecuacién, modulo la ecuacién misma,

sea idénticamente cero, es decir

XY [A(x,y,t,u,ug, . .. ’uyyyy)]‘A(x,y,t,u,uz,...,uyyyy)zo =0, (5.20)

en donde X® es la cuarta extensién del operador X dada por

s) 0

Lyeensis — iy = 1, 27 3,
iy,

4
xX® :X+Zm(
s=1

con

" = Din— (D )u;,
77@(;9)2 = Di Miy,iey — (Di & )iy i yje
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Sea L el Lagrangiano de la ecuacién (5.18) definido por

L= 0(337 Y, t>A(xv Y, t> U, Ugy - - - ayyyyy>7

en donde, v es una nueva variable dependiente, llamada variable no local. El operador Euler-
Lagranje esta dado por
) 0 0 0 0 0
—=——D,— + D? - D? D?
bu Bu 0wy U Oupy " Oupss | ° Otisess

0 3, 0
D,D,—— — D?D D3D
* Y au:):y vy auxxy + Y aumzzy vy aumxzxy

— D,D? 4 + D2D? 0 — D3D? 4

Y Y Y
auxyy aumﬁyy auxmzyy

+ D, D} —D2D3L+D3D§L DD} — ...
Oy Y Oy
0 0
+p2pt 2 _pipi 2 ipipt _C ..
OMgyyyy Y Ougayyyy Y Qugayyyy Y Ourayyyy
0

0 0
~Dy=—+ D — D} 0 | D
du, Y Oy, Oy Y Oy
+Dnyi—D2Dx 0 + D2D, 0 DD, 0
Otiyy T Ouyyy U Ouyyye YT Oyyyye
0

— D, D? 0 + D.D2 0 — D}D2 0 + DD} — — -
Oz Oz Oyyyza OMyyyyaz
+ D,D?—— 0 °D; +D3D§L—D4D§L+---
ou Uyrra auyymwz auyyyzzx auyyyywmx
0 0
vppt DD —2 4 DDt ...

T T T
auyymzx:p 8uyyy:pxwm auyyyymx:px

4
- D,D!

— D,D?
* auyx;r:m:

0 0
~ Dy + D} — P
ta ¢ Ouyy ! Oy ! Oy

Ahora aplicando el operador anterior a £ obtenemos

0L Oh(u)u, Or(U) Uy 0g(w)ty, Gf( )
ou ou vt ou vt ou vt ou
Ou? or(u)u ou
. Dm T DQ—M D4 TXXL D2 D2
auw * ‘ aua;ac v 8uxx:m: v v au:cxyy
0 Oh(u)u? dg(u)u
. 2D2D2 - D y D2 yy
yaumyyv y—p VT LDy

Oy

- p? Ry, (5.91)

Duy Oy, Y Oyyyy

131



5.2.1. Autoadjuntes de la ecuacién de KS

En virtud de la Definicién 26 (ver Capitulo 4, seccién 4.4) y de (5.21) la ecuacién adjunta

asociada a la ecuacién KS (5.18) es

_ 9% _
===

v (f'(u) + (9 0) = 1wty )2+ 209 (w) = Bw) 7" ()

A,y b, Uyyyy) 2(h(w) = g'(w))uyvy — g(wvyy — r(W)ve: + (1 =20 (u) uovs

+(2r" (u) — 1)um) + Vyyyy + 2Vp0yy + Vagaw — vr = 0. (5.22)

Teorema 27. [29] La EDP (5.18) no es estrictamente autoadjunta.

Demostracién. Haciendo la sustitucion v = u en la ecuacion adjunta (5.22) encontrada y

luego sustituyendo u; a partir de la ecuacion (5.19) tenemos
(A(u) = 29’ (w))uy = 29(w)uyy + 2uyyyy + (1 = 4r'(uw))ug — 2r(w)te,

—u (f’(u) + (g”(u) - h’(u))ui - 2(9’(u) - h(u))uyy + 7" (u)u? + ( -1+ 2r’(u)>um>

AUy + 2Ugppee — f(u) = 0.

Se puede ver que no existe una eleccion de funciones f,qg,h y r que satisfacen la condicion

anterior. Por lo tanto la ecuacion anterior (5.19) no es estrictamente auto-adjunta.

Teorema 28. [29] La EDP(5.18) es cuasi autoadjunta cuando f =ci1, r=7%5+cayh =g

Teorema 29. [29] La ecuacion (5.18) es autoadjunta no lineal si y sdlo si

1. T:§—|—Oz, g = Pu+r, h=p8, f=0d>+eu+(, (5.23)
2. r:g—l—a, h=4¢, f:ﬁuz—ir'yu—l—é—l—c/g(u)du, B,c,g" #0, (5.24)
3. r:g—i-oz, h=¢, fzﬂu—l—y—i—c/g(u)du, e.g" #0, (5.25)
4. r:g—l—a h=¢, f=put+yu+s, B¢ #0, (5.26)
5. rz%%—oz, h=g¢g, f=pu+~vy ¢"#0. (5.27)

(5.28)
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Demostracién. Ver [29], Teorema 3.3.

Teorema 30. La ecuacion de KS es cuasi-autoadjunta cuando

U
f=ci, 7‘254—02, h=yg.

Demostracién. Ver [29], Teorema 3.2.

5.2.2. Clasificaciéon de los grupos de simetria de la ecuacion de KS

A partir de la condicién de superficie invariante (5.20) para la ecuacién (5.19) se obtiene
el sistema de las ecuaciones determinantes, (ver Apéndice de [29] ). Al resolver el subsistema

que no contiene ninguna de las funciones f, g, h, r obtenemos

xz

z,y, t,u) = ?11(t)—y3'“13(t)+43'"’1(t), (5.29)
E(x,y,tu) = ?12(t)+x?13(t)+%9”1(t), (5.30)
&,y tu) = Fi(t), (5.31)
Mrotw) = Fsly, 1) — ST — oS8T (1) — SyFha(r) +257(1),  (5.32)

y las ecuaciones determinantes restantes son

rF = 0,
WF = 0,
gF =0,
r'F; = 0,
hl&ﬂl:’, = 0,
9% = 0,
T =0,
WF,, = 0,
9Fn = 0,

f/?;/ . 95/1/1 — 0 7
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f /1,1 - ,1/1 = 0,
fFs =3 = 0,
(1+2h(u))'Fyy = 0,
(2h(u) = 1)'F13 = 0,
W(2f'F; —udy) = 0,
(9(u) —r(u))F1s = 0,
4 Fio + yF| + 8h(u)F15, = 0,
8F 157" +4(r(u) —uwr)F, = 0,
8F 159" + 4(g(u) —ug"F; = 0,
AF15f + 6f(W)F) — 2uf"Fr+2uF] — rF] — 4T
+49(u)Fisyy — 4F15yyyy = 0.
en donde las JF; son funciones arbitrarias. Entonces, para la ecuaciéon K S (5.18) se presen-

tan 5 subcasos en los que existen leyes de conservacion, mostraremos un caso y para mas

informacién ver [29].

5.2.3. Leyes de conservaciéon para la EDP (5.18).

De acuerdo a [29] (Tabla 1) las tinicas simetrias puntuales admitidas por la clasificacién
de autoadjuntes son X; = 0; Xy = 0,, X3 = 0,. Los vectores conservados en cada caso de

dicha clasificacién son

» Caso 1 (Cuasi auto-adjunta).

Segun el Teorema 27, el caso cuasi autoadjunto es
/2 u?: 1
U = o+ g'uy, + g(u)uyy — Uyyyy + 5 +(8+ FU ) Uz — 2y — Uzzas

con lagrangiano formal £ = c¢A(x,y,t, u, Uy, ..., Uyyy,). Usando la formula (4.119) para
calcular los vectores conservados para cada una de las tres simetrias puntuales mencio-

nadas anteriormente, se obtienen tres vectores triviales (Ver Definicién 34) conservados.

= Caso 2 (Auto—adjunta no lineal). En esta situacion

1 1
up = ~ut + ~u+ (g

- 9 9@ ) + oz(um + uyy) — Uggxax — 2u:mcmy — Uyyyy + 5U2 +eu—+ C, (533)
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el cual también admite la simetria X, = xdy — u0,.

Siguiendo el Teorema 29, a cada uno de los cinco casos posibles autoadjuntos no lineales,
la férmula (4.119) se aplica utilizando cada una de sus simetrias puntuales admitidas.
El vector conservado se da en la forma (A!, A%, A%) dando la ley de conservacién D, A+

D,A? + D, A® = 0 para cada solucién del caso de la ecuacién (5.18) estudiada.
Caso 3. Cuando r = § + v, h=¢', f = au+ 3, g" # 0, tenemos que

/2 U?c 1
Uy = ug + au + Bg'uy, + glu)uyy — uyy, + 5 + 17+ U ) Use = QUpryy — Uzzaz-

Aqui la variable dependiente v es
v=rc"((c; + o)y + c3 + cu).

Ademas el dlgebra de simetria de Lie admitido por la ecuacion de KS se extiende por

los siguientes tres generadores infinitesimales
X =9z, X® =9y, X© =o¢

Usando estos generadores de simetria y aplicando la definicién de vector conservado
(4.119) y la del lagrangiano formal obtenemos conjuntos de cantidades conservadas
para cada una de las simetrias puntuales.

Para 0, los vectores de una ley de conservacion son

1
Al = 56’“ (2coxg(u)uy — B(282 + 27 + u)uy — Ay — 2Ugyy)
A = ™ (Buyyy — cattyy — g(u)(Buy + caruy))
A3 = e %pu.

Luego con 0, los vectores de la ley de conservacién estan dados por

1
Al — Ze_at (02u2 — 4701695 + 2U(2’702 — cux) - 402ux:v + 4C:cxx) )
A2 == e_atc (uyyy + 2u$$y - ﬁy - g(“)”y) ’
A3 = e ey

Y con 0, los vectores para una ley de conservacion estan dados por

Al = %e’at (2(auux — 298) + dyau, + 4Bug, — Bu® — 4aumx) ,
A2 = e (g(u)(aau, — cut) + a(cuyy — allyyy + 2CUzy — 2aUzay)) ,

A = e (eg(uu, — a(B + au)).
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donde para cada caso

a = (c1+ cx) + cos(y/cy + (c3 + cax)sin(y/cy),
B = cocos\/cy + cysin(y/cy),
c = (e3+4cax)cos(y/cy) — (cqg + cax)sin(y/cy). (5.34)
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5.3. Ecuacion de Kudryashov-Sinelshchikov

En 2010, Kudryashov y Sinelshchikov (K-S) [42], [44]. Introdujeron la ecuacién
Up + QUL + Uggy — (Wl )y — BUglizy = 0 (5.35)

en donde u es una densidad la cual modelé de transferencia de calor y viscosidad, «,
son pardmetros reales. La ecuacién (5.35) se llama ecuacién de Kudryashov-Sinelshchikov
y es usada para describir las ondas de presion en una mezcla de burbujas de liquido y gas
teniendo en cuenta la viscosidad del liquido y la transferencia de calor; esta es la generalizacion
de la ecuacién de KdV y BKdAV y similares, pero no idéntica a la ecuacién de Camassa-
Holm. La ecuacién (5.35) fue estudiada por muchos investigadores a través de varios métodos
[109]- [116]. Ademaés, en las situaciones mds realistas, la siguiente ecuacién tridimensional de

Kudryashov-Sinelshchikov (KSg)
1

se ha considerado para describir las caracteristicas fisicas de las ondas no lineales en un liquido
burbujeante, donde u representa la densidad del liquido burbujeante, la cantidad escalar x
depende de la viscosidad cinematica del liquido burbujeante, x,y y z son las coordenadas
espaciales escaladas, y t es la coordenada de tiempo escalada. En el caso sin el iltimo término,
la ecuacién (5.36) se reduce a la ecuacion bidimensional KdV-Burgers, y si ademds y = 0 (es
decir, el liquido es ideal), obtenemos la ecuacién Kudryashov-Sinelshchikov (5.35).

[gual que en la seccién anterior, utilizando el mecanismo de la teoria de Lie, buscaremos

leyes de conservaciéon asociadas a la ecuaciéon de K-Sg.

5.3.1. Simetrias de la ecuacién de Kudryashov-Sinelshchikov ge-

neral

En primer lugar, consideremos un grupo de Lie uniparamétrico de transformaciones infi-

nitesimales
r = x+e&(x,y, ztu), (5.37)
Yy = y—l—gfg(JT,y,Z,t,U), (538)
z = z+e&(x,y, 2t u), (5.39)
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t = t+4e&(x,y, 2t u), (5.40)

u = u+en(zy, z,tu). (5.41)
El campo vectorial asociado con el grupo de transformaciones anterior se puede escribir como

0 0 0 0 0
X = €I(x7 Y, =, ta U)%‘f‘fg(l’, Y, =, ta u)a_y—i—g?)('r? Y, =, ta U)$+§4<I’, Y, =, ta U)a‘f'n(xa Y, =, ta U)%
(5.42)
El grupo de simetria de la ecuacion (5.36) serd generado por el campo vectorial de (5.42). Apli-
cando la cuarta extension X a (5.36), encontramos que las funciones coeficiente &;, &, &3, &4

y n deben satisfacer la condicién de simetria

1
Upa?) + 2™ + 1% 4 un™ + 5(77% +077) = En™T " =0, (5.43)
en donde, 7, n%, n®t, N, n¥¥, N7, T 7 son los coeficientes de la cuarta extensién X
Mas aun, tenemos
T/m - Dzn - uszgl - uny£2 - uzDazf?) - utDa:§4; (544)

77301t = DiD;n—uyD,§ — upDiDy&y — g D&y — w0y Do — Uy Dy Dy — gy Do
— Uz D3 — u Dy Dypls — Uy Di&3 — iy Do§a — wp Dy D8y — g Dia, (5'45)
Nt = D —2uuD.& — uxDinUwny§2 —uy D€y — 2u,, Dy — u, D2&3
—2u D&y — w D2y, (5.46)
N = D20 — 3ugee Da&t — 3uge D26 — up D& — By Dol — 3ugy D28 — uy D36y
~ Bty Doy — 3up. Dby — u.Dis — Bt Duby — Bum Doy — wD3Es,  (5.47)
N = DN — Mgy Dby — Oy D2 — My D& — up D3&y — Ay Do
_6uxxyD§§2 - 4ua:yD2§2 - uyD;l§2 — Mppz D63 — 6Uszg25§3
—4u,, D3Es — u, D& — Ay Di&y — 6y D2Ey — duyy D3Ey — uyDEEy, (5.48)
nY = Dyn—u,Dy& —uyDy&o —u,Dy&s — uDyéy, (5.49)
N = D2n—2uuyDy& — up D26 — 2uy, Dy — uy D26 — 2u,.D,&s
—uZD§§3 — 2uy Dy&a — utDZ&, (5.50)
n° = D.n—u.D.§ — UyszQ —u; D& — u D &y, (5-51>
N = DI = 2upe D& — us D361 — 2uy. D&y — uy D26 — 2u.:D6s

—u, D& — 2u D.&4 — u D26y, (5.52)
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Sustituyendo (5.44)-(5.52) en (5.43), combinado con la ecuacién (5.36) y al igualar los coefi-
cientes de los diversos monomios con la primera, segunda, tercera y otras derivadas parciales
y las diversas potencias de u, se encuentran [17] las ecuaciones determinantes para el grupo
de simetria de la ecuacién (5.36). Los célculos estandares del grupo de simetria conducen a

las siguientes formas de las funciones coeficiente:

s Caso 1

1
X = 0, &=—50a-F)y—FBt)+ B), &=-Cy—Cz+ Rl),

3
53 = —C’lz -+ C3y -+ FQ(t), 54 = —§Clt + CQ, n= Clu, (553)
en donde, Fy(t), F3(t), Fiu(t) son funciones arbitrarias de t, Cy,Cy, C5 son constantes
arbitrarias.
» Caso 2

X = X, le_Fll(t)y_F2/<t)Z+F3(t)a 52:_0227
& o= G+ (), &=0Ci, n=0, (5.54)

en donde Fi(t), F5(t), F3(t) son funciones arbitrarias de ¢, y C; Cy y C3 son constantes

arbitrarias.

Asi, mediante el analisis de simetria de Lie, obtenemos todos los campos vectoriales de la

ecuacién (5.36) como sigue

1. Para el Caso 1, la simetria de la ecuacion (5.36) puede ser escrito como

X = X1 (F) + Xo(F3) + X5(F3) + X4+ X5 + X, (5.55)
Xi(F) = —Fl’y(% + Flﬁgy’ Xo(Fy) = —Fz’z(% + FQ%, X3(F3) = F;:,%,
Xy = —%w%—%—z%—gt%%—u{%, X5:—z(%+y%, X6:%.
El algebra de Lie asociada entre estos campos vectoriales es
(X, X;] = 0, i=1,2,3,4,5,6,
(X1, Xo] = [X0, X5] = [Xo, X = [ X5, Xs] = [X5, Xg] =0, [Xy, Xy] = Xl( - B+ gtF{),
(X1, Xs] = Xo(F1), [X1, Xe] = Xa(—F)), [Xo, Xu] = X2< -k + gtF£>7 [Xo, X5] = Xs(yFy),
[Xo, X = Xo(—F3), [X3, Xa] = Xs( - % 3+ ;tF:):)y [X5, Xo] = X5(—13), [X4, Xe] = gXG,
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que es un algebra de Lie de simetrias de dimension infinita.

2. Para el Caso 2, la simetria de la ecuacién (5.35) puede ser escrito como

X :Xl(Fl)+X2(F3)+X3(F3)+X4+X5, (556)
en donde,
, 0 0 , 0 0 0
Xi(F) = _Fly(‘?_x + Fla_y’ Xo(Fy) = —Fzz% + F2$, X3(F3) = F3%7
0 0 0
X4 = —Za—ky@, X5 —Z&.

El algebra de Lie asociada entre estos campos vectoriales es

[XMXZ] = 07 L= 1727374757
[X17X2] = [X17X3] = [X27X3] = [X37X4] = [X37X5] = 07
(X1, Xu] = Xo(F), (X1, Xs] = Xo(—F1), [Xo, Xu] = X1(—Fy), [Xo, X5] = Xo(—Fh),

que también es un algebra de simetrias de dimension infinita.

5.3.2. Autoadjuntes de la ecuacién de KSg.
Definimos el lagrangiano asociado a la ecuacién (5.36)
1
'C = U(l’, Y, z, t) (utm + (Ua:)2 + U gy + Ugzzr — XalWzz — XUzzx + §(uyy + uzz)) . (557)

Ahora por la definicién del operador de Euler-Lagrange (4.23) tenemos que dicho operador

para la presente situacion es

) 0 0 0 . 0 0
— = — —D,— + D? -D3 D?
ou ou Oy, e Oy T Uy e OUg s +
+ DrDi—DmiJrD?’D - D!D 0 + -
Y aua:y vy 8ux:vy vy auxzzy vy auwzzxy
0
— D,D? D?D? — D3D? DD?— ...
v auzyy * vy 6umxyy vy auwmxyy * vy auxacmmyy
0 0 0 0
+ DD} — DD} + DD} ——— — DD} ————— 4 -
Oy Oy o T p— o T—
0 0 0
— D,D, + D2D, — DDy —— + DDy — - -
Oy Orzyyyy OUzayyyy o T
0 , 0 53 O 4 0
— Dya—+Dya —Dya +Dy8 + -
Uy Uyy Uyyy Uyyyy
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0 0 0 0
+ DyDy— —D:D,—— + DD, DD, + -
Oty a“yyz auyyyz Y Ouyyyya
0 0 0 0
- D,D? +D2D? — DD + DD} — — -
Oy Oy Oy Oyyyyecz
0 0
+ D,D? 0 — D2D} 0 + DD} ——— —DyD} ———— + -
auya::m: 8uyy:m:x 8uyyya:xx auyyyyx:m:
0 0 0 0
- DyDy——+D:Dy—— — DDy —— + DyDy——— — -
auy:m:xx 8uyywxrx auyyywmzx auyyyyrxwm
0 0 0 0
— Dy— + D? - D? + D} + .-
ta Uy ¢ Ouy ¢ Ouyy ¢ Oy
+ D,D,— 0 —D?>D,—— 0 + DD ? — D!D +
! autm Y auttm ’ Oty L Ottty

en donde, los tnicos términos que sobreviven son los marcados en azul. Asi, la ecuacion

adjunta de (5.36) esta dada por

0L

1
S0 = — (Vyy + Vsz) + Vta. (5.58)

Teorema 31. La EDP (5.36) es estrictamente autoadjunta.

Demostracién. Si hacemos la sustitucion de v = u tenemos

0L

1
5o = = (Uyy + Uzz) + Uta, (5.59)

es decir, la ecuacion K-S (5.36) es estrictamente auto-adjunta, por la Definicion 27.

Proposicién 9. Sea x = 0 con generadores infinitesimales dados por (5.55). Entonces sus

vectores conservados son de la forma

A= [—ﬂ@w—@@v+ﬂwﬂQmmm+§ww+%»0
+ ¢ — [(—022' + Fi(t)) uy + (c2 + Fa(t)) uz] [vzum + VUyy + Vpze + %(vy + vz)]

— (= A0 - B0 + 0] [v+ 3 040+ 0

1
+ [Clyuy — clut] [— (v+v,)+ Uti|

2
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b [ Set (Pt + B0z — B0 e — Fi(tuy — Fy(eyus + e [o]
(5.60)
A% = — ez + Fy (t)] V(Uty + Ugligy + Usgze + %(uyy + )
T . (= By = B0z + F(0))ue + (=eaz + Fu(t) wy + (2 4 Falt) uz}]
.
+ :F{(t)ux + cryuy + ey + ¢z + Fi(t) 4+ csu, + Uyclut] [% (v+0:) + “t]
+ _Cluy - Clut] |:Ut] )
(5.61)
A = : — C9Z + Fl(t)] U(IB, Y, z, t)(utx + UpUze + Uggza + %(uyy + uzz))
+ _cl - [( ~ Fl(t)y — Fi(t)z + F;;(t))ux + (—caz + Fy(t) uy + (ca + Fu(t)) u]]
:%(vy +v,) + vtx} — [( — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t))um} [v + % (vy + v,0) + Ut‘|
+ :F{(t)ux + c1yuy + c1y + ¢z + Fi(t) + cau, + Uyclut} [%Uz + ’Ut]
+ _cluy — clut] [U},
_ (5.62)
At o — [( ~ Fl(t)y — Fi(t)z + Fg(t))ux 4 (—eoz + Fi() uy + (ca + Fo(t)) u]]
_v + %(vy +0v,) + vm] — [( — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t))um] % (v+v,)+ vt}

+ [F{(t)ux + cryuy + a1y + s + Fi(t) + csu, + uycuy M .

(5.63)
Demostracién. A partir de la expresion (4.119) tenemos
, 0L 0L 0L
A = rwe | - p, 2= DD
g + |:au Jan + J kaujk :|
0L 0L 0L

D;(W — DD, (W — ... 5.64
- Dy >[au% R RRLY >[au%k v (564
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en donde, £ estd dado por (5.57) y W es de la forma W< = n, — §;u§, pero en nuestro caso
a=1, es decir W = n — §u,;.
Primero, al sustituir cada &,n en W podemos calcular no solo W, si no también D,(W),

Dywe(W), Dyye(W), Diysas(W), Dy(W).... Entonces para cada expresion tenemos

W = (—gclt + 02> + <%clx + Fi(t) + Fy(t)z — F;;(t)) Uy
+ (c1y + csy — Fi(t)) uy — (12 — c5 — Fo(t)) u. — crua.,
D, (W) = %clux - %clx — Fi{(t)y — F3(t)z + F3(t) + cruguy,
D2(W) = %cl + %cl + cuy = 1 + et
Di(W)= 0,
Dipe (W) = 0,
D,(W) = Fl(t)uy + cryuy + c1y + c3 + Fi(t) + csu, + uycyuy,
D;(W) = Uy — Uy,
Dg(W) = ¢+ =2,
D,(W)= 0,
D, (W)= Fy(t)uy + csuy + cru, + c12 — c3y — Fo(t) + cruzuy,
D2(W) = ¢ +c +ciu = 2¢1 + uy,
DW)= 0,
D (W)= 0,
DAW) = —ert (F/(0y+ F(0)z — B0 )ue — Fi(thuy — Fi(t)us + cxu
DEW) = (F"(y + FY'(6)2 = FY(0) Ju — F (D, — Fy (Do,
DEV) = (0 + B @) = B0 Jus — F'(0u, — /(O
DEW) = (P (0 + (02 = (0 s — F"(0u, — F (0.

Asi para calcular A' se obtiene que es de la forma

oL 0L 0L
1 — — — . — . — —— e e e
A = L+ W {8u D; ou, + D]Dkaujk ]
0L 0L 0L
D, (W — e D, .(W — ...
+ ") lau% k@uf‘jk + + (") lﬁu%k ] +
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sustituyendo y reemplazando cada término tenemos

Al

_ (1 — Fl(t)y — Fy(t)z + F3<“> ©

2
e S e
DAW) |2~ Dl + Du+ D+ D |
DeelIV) {Di afim O aijy " Dz% b gufj
DaesW) [ e+ Pugg + Do+ D |
00,2 0,25 0,2 4w [ 25 40,25 b, 22]
[0 b 22 12
Di(W) [8um]

1 1
- (56156 — Fi(t)y — F3(t)z + Fg(i)) L+W [vum + Dyvuy, + D2(v) + Q(Dyv + Dzv)l
1 1 , , 1
Gl + Fa — Fl(t)yy — F3(t)z + F3(t) + crupug | |vug, + Dyv + B (Dyv + D,v) + Dy

-cly — 32+ Fi(t) — clut} {D v+ - (D v+ D U):|

F{(t)u, + cryuy, + 1y + ¢ + Fi(t) + csu, + uyclut] [Dyv + D,v+ Dtv}

CllUy — clut] [U + D,v + Dtv]

: - gcl + (F”(t)y + Fy(t)z — Fé(ﬂ)uag = Fi(t)uy = Fy(t)u: + clu] M

1 1
— <§c1:c — Fi(t)y — F3(t)z + Fg(t)> L+ W [Uum + UpVy + UggV + gy + E(vy + vz)l
1 1 , , 1
FC1Us + 5017 — Fi(t)y — Fy(t)z + F5(t) + crwgug | | vug + vy + 5 (vy +02)

r 1
cry — c3z + Fi(t) — clut} |:U$m; + §(vy + vz)]
F{(t)u, + cryuy, + 1y + ¢ + Fi(t) + csu, + uyclut] [uy + v, + vt}

: — gcl + (F”(t)y + Fy(t)z — Fé(t))um — F/(t)u, — Fy(t)u, + clu] [v}

1 1
— (éclx — F{(t)y — F3(t)z + F3<t)> L+W [vum + UpVp + Uy ¥ + Ugy + 5(% + vz)]

1 1
[—cw;E + —cix — F{(t)y — Fy(t)z + F3(t) + clutum] {vux + v, +

5 5 l(vy + Uz):|

2
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+ :cly —c3z+ Fi(t) — clut] {vmw + %(vy + vz)]

+ -Fll(t)uz + cyuy + ary + s + Fi(t) + csu, + uyclut} [uy +ov, + vt]

+ -cluy — clut} [v + v, + vt}

+ - ;cl + (F”(t)y ()2 — Fé(t))ux — Fl(tyu, — Fi(t)u, + clu] [v]

Luego para calcular A2, primero tenemos

que este es de la forma

oL oL oL
A% = = _ D=4 D.D—= _...
€2L+W [au J(‘?uj * J kaujk :|
oL 0L oL
D, (W - D, (W —-... N
* ") lﬁufj k@u;"jk * + ") lﬁugk ] +

sustituyendo y reemplazando cada términ

A? —(a1y —c3z+ Fi(t)) L

0L s 0L 0L

- D

o que definimos anteriormente tenemos

w
0L
—D3

oL
———+D

0L

D7) |

v Oy

0L

v Oty

- D == _

+ D,

0L

D,
ou

0L

Dol |

v Oy,

0L

au$x1}1}

0L

ou

Dy (W) {Dy 5 + D, +
yy

O,

0L 0L

0L

D
! 8ut$

|

0L 0L

D,
Oy, +

0L

3utm

+ Dy

D) [ Pu

D.(W) {Dt } + D..(W) {

—(qy—c3z+ Fi(t)) L+ W [
Fi(t)y — Fy

o

i 1
— 5CUz + 1T —

L 2 2
_p3 oL D

ou
0L

Oy
0L

OUpy

0L

t
8um

du,

tx

} + Dy, (W) [DZ

|

|

, 0L

xT
auzxxx

0L

v Oy,

- D

(t)z + F3(t) + clutux}

T
aux:m:x

4 Oy,

4
U,

c%]

- D, ==
0L 0L 0L

I 1
-561 + 501 +ciuy =1 + Clt

0L 0L

} {355 b

Fi(t)u, + cryuy, + 1y + ¢ + Fi(t) 4+ czu, + uyclut] {

D,—+D
+ 8uzz+ t

oL
Oty

8um

0L 0L
D
auzz * ' 8uta:

|

8 Uty
Y Oy

+ D,

|

+ Dy

ClUy — clut} {Dz 9
- zZZ

aum

|
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[Fz'(t)ux + c3uy + cruy + 1z — ey — Fo(t) + cluzut] {Dt
0L }

aum

(‘M}

8um

[Cl +c +cup = 261 + ut} |:
1
—(qy—c3z+ Fi(t)) L+ W [vuac — D3y — ) (Dyv+ D,v) — Dtv}

roo1 1
— §clux + §Clx — F{(t)y — Fy(t)z + F3(t) + clutuz}

1
—Di'U — 5 (Dy'U + DZ'U> — D{U:|

11 1
3¢ + 56 + ciupg = + clt} {Div —3 (Dyv + D,v) — Dtv]

I 1

Fi(t)u, + cryuy, + 1y + ¢ + Fi(t) + czu, + uyclut] {5 (v+ D,v) — Dtv}
I 1

Clly — clut} {éDZU — Dtv}

Fy(t)u, + csuy, + cru, + c12 — c3y — Fo(t) + cluzut] [Dtv}

¢+ +cu = 2c1 + ut} M

1
—(ay—c3z+ F1(t) L+ W {vum ~ Vazz ~ (vy +v,) — vt]

T 1 1 1
— 50 + SGT — Fl(t)y — Fy(t)z + F3(t) + clutuz} [vxm b (vy +v,2) — vtl

rl 1 1
501 -+ 561 +cuy = ¢ + Clti| Vezzr — 5 (Uy -+ UZ) — Ut

r 1
Fi(t)uz + cryuy, + ey + ¢ + Fi(t) + cu, + uyclut] {5 (v+wv,)— UU:| (5.65)

r 1
Clly — Clut} |:§Uz — vt} + |:Cl + 1+ cup = 2¢ + Ut] M

) .
—(ay—c3z+ F1(t) L+ W {vuw — Vggw — 3 (vy +vy) — vy

roo1 1
— §clum + éclx — Fl(t)y — F5(t)z + F3(t) + clutum}

[ 1 1 1 [ 1
Vaaz — 5 (vy +v.2) — v | + [501 + ¢ +cu =c + clt] Vazaz ~ 5 (vy +v,) — vy

I 1
Fll(t)ux + Clyuy + a1y + C3 + Fl(t) + C3U, + Uyclut] |:§ (U + Uz) - UU:|

r 1
CllUy — clut} {Evz — vt] + [Fg’(t)ux + csuy + u, + a1z — czy — Fo(t) + cluzut} [vt]

201+ [o].
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Continuando con el mismo procedimiento para calcular A3 tenemos que este es de la forma

0L 0L 0L
AP = GL+W |-~ —Dj—— 4+ D;Dp=—— — -~
Sk F [8u T Ou, M kaujk }
oL 0L oL
+ D, (W) aa_D’“ — 4 | + Dyu(W) — |
ug; auijk 8uijk
sustituyendo y reemplazando cada término obtenemos
A = —(—crztay+ R()L
oL 0L 0L oL
W |-D? - D — D, - D
* |: * 8uxxac:c Y auyy aU'zz ! autr :|
[ 0L oL oL 0L
D W)|l——+D D,
* ( ) _auzxxac * yauyy * 8“22 tautz:|
[ 0L 0L oL
D*(W) |Dy,=—— + D, D
+ D7) Y Oy, + Ou, + t@utJ
[ 0L 0L 0L 0L 0L
D} (W D, D;——| — D,(W —
+ Dp(W) | Ouy, + ou, + t@utJ y(W) [ﬁuzz t@um]
[ 0L 0L
+ D2(W) |-D; + D, (W) —(—az+ a3y + Fy(t) £
v L Uty autw
0L 0L 0L 0L
W |-D? - D — D, - D
* |: ’ 8uxx:caz Y aU'yy auzz ! 8uta: :|
rl 1
5o+ 50T - Fl(t)y — Fy(t)z + F3(t) + clutux]
[ 0L 0L 0L 0L
D D, D
_auzmx:r N yauyy - 8uzz * tautz:|
rl 1 0L 0L 0L
- - = D,—+D,— +D
+ _201 + 201 + C1Uy c1 + Clt] |: yauyy + Zauzz + taum:|

— | F{(t)uy + cryuy + 1y + ¢ + Fi(t) + csu, + uyclut:| [
0L }

5’um

+ |y — clut] {—Dt

+ | Fy(t)ug + csuy + cru, + 12 — csy — Fa(t) + cluzut} {
1
= —(—az+ay+EB{A)L+W |:Uxmz§ (vy +v,) — vt}

rl 1
+ §cluz + 50133 — F{(t)y — F3(t)z + F3(t) + clutum]

2 2

0L D GL]

8[,}

aum

a t
Ou, OUy

I 1 1 1
v+ = (vy+v) — | + [§cl+cl+clt} —(vy +v,) — vy

— | F{(t)ug + cryuy + 1y + ¢ + Fi(t) + csu, + uyclut} [v — vt]

+ |cuy — clut] [vt}
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+

+

Fy(t)uy + csuy + cru, + 1z — ey — Fy(t) + cluzut} [v]

1
—(—ez+ay+ FRE)L+W |:UI$$§ (vy +v,) — vt}
rl 1
€Lz + 50T — Fi(t)y — F3(t)z + F3(t) + clutux}

i 1 1 1
v+§(vy+vz)—vt + [ch—l—cl—l—clt] §(Uy+vz)—vt

Fi(t)u, + cryuy, + 1y + ¢ + Fi(t) + csu, + uyclut} [v — vt]

C1Uy — clut] |:Uti|

Fy(t)ug + csuy, + cru, + c12 — c3y — Fy(t) + cluzut} [v] .

Por 4iltimo para calcular A* tenemos que este es de la forma

At = L+ W [g—i—ng—i+DjDkaaTi—“']
v o0 [ 2 02 ] wpan [

ast al sustituir y reemplazar cada término obtenemos
A* —(qqu) L+ W {—Dy% _Dz% _Dt;ﬁz]

D (W) {Dy% + Dz% + Dt§£$:|

D20 [+ P+ P

D,(W) { 2 b ;ﬂ ~ D) { . ]

—(qu) L+ W {—Dy% — Dz% - Dtaaui]

:%clux + %clx — F{(t)y — F3(t)z + F3(t) + Clutuz] [Dy% + D, 8aui + Dy aauic

:%cl + %cl +cup =cp + clt] {% + Dzaaui + D, ;ﬁj

F{(t)uz + cryuy + cry + ez + Fi(t) + caus + uyclut} [;li }

() £+ W [—1 (v, + v.) — vt]

1
2

2

1 1
—ciu, + —c1x — F{(t)y — Fy(t)z + F3(t) + clutux] [ -5 (v, +v,) — vt}

2
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Al

A2

A3

+ [cl + clut] B (v4wv,) — vt}

— [F{(t)ur + ayuy + ary + ¢ + Fi(t) + csu, + uyclut} M

= —(qu)L+W {—% (vy +v.) — Ut}

rl 1 1
+ €1t + SGT — Fl(t)y — Fy(t)z + F3(t) + clutuz} [ b (vy +v,) — vt]

r 1
+ |+ clut] [5 (v+wv,)— vt]

— |Fl(H)uy + aryuy + 1y + e + Fi(t) + csu, + uyclut} |:U] )

Continuando con los cédlculos y simplificando concluimos que

:=<—ﬂuw—fywz+&u»(m%mﬁ+;ww+%»0

1
+ ¢ — [(—022 + Fi(t)) uy + (c2 + Fr(t)) uz] {vxux + VUpy + Vgpw + §(vy + vz)}

— < — F{(t)y — Fé(t)z + Fg(i))le} [qu + % (Uy +v.) + Ut}

r 1
+ |ayu, — clut} [5 (v+wv,)+ vt}

b [ Set (P + B0z — B e — F(tuy — Fi(o)u +eau] [o].

1
= ( — CoZ + Fl (t)) (U(ut:p + Uglyy + Uggar + §(uyy + uzz)))

v e - [( ~ Fl(t)y — Fi(t)z + F;;(t))ux + (—coz + Fy(8) uy + (cz + Fa(t)) u]] [v,]

r 1
+ |Fl(t)ug + cryuy + 1y + e + Fi(t) + cau, + uyclut} [5 (v+wv,)+ vt}

+  |cuy — clut] [vt]

1
= ( — (22 + F1<t)) (U(Qf, Y, z, t)(utx + Uz Uz + Urzzr + §<uyy + uzz)))

e [(~ RO = Fi0: + B i + (—eaz + F®) u, + <02+F2<t>>“z]]

1
§(vy +v,) + Vg

_ < — Fl(t)yy — Fy(t)z + Fg(t))um} [v + % (v, + v,0) + Ut:|

r 1
+ F1,<t>ux + Clyuy + ay +c3 + Fl (t) + csu, + uyclut:| [57}2 + Ut:|
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+ |ciuy — clut} [v}

At = e — [( — Fl(t)yy — F5(t)z + F3(t)>ua; + (—coz + Fi(t)) uy + (c2 + Fa(t)) u]]

1
v+ 5(% +v,) + Um:|

= (= Fly - B2 + Fy(0) )| B W)+ Ut}

+ |F{(t)ug + cryuy + 1y + ¢ + Fi(t) + csu, + uyclut} [v] )

Proposicién 10. Si x # 0 en la ecuacion (5.36), con generadores infinitesimales dados por

(5.56) Entonces, esta ecuacion tiene como vectores conservados a

1 1
Al = (501:1: ~ Fl(t)y — Fit)z + Fg(t)) (v(um Ul + U = Xtz + 5 (U + uzz)))

+oa— (= By = B0 + By )u, + (—ea2 + Fu) uy + (e2 + Fa(t)) u

I 1
VUgy + VpUy + VUyy + (s + i(vy + Uz):|

r 1
_ < — Fl(t)y — F3(t)z + F;;(t))um} {vum + XVpeVUpze + 5 (vy +v,0) + vt}

r 1
+ ( — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t)>u$m} [)(vmvmj + 3 (vy + v0) + vt}

r 1
+ | F{(t)ug + cryuy + a1y + c3 + Fi(t) + cau, + uyclut} [5 (vy + v,0) + vt}

r 1
+ |cu, — clut] [5 (v+v,0) + vt}

n :_ gcl n <F”(t)y + Fl(t)z — Fé(t))uz — F{(t)u, — Fy(t)u, + cm} [v],

(5.66)
1

A2 = (_622 + Fl (t)) <U<utx + UgUgy + Ugrze — XUzzz + E(uyy + uzz)))

+ o= (= By - B2+ B0 )u + (—z + F(6)u, + (e + Ft) u.|
I 1
VUy + szm + Vrzx + §(Uy + Uz):|

: / / 1
— < — F{(t)y — F3(t)z + F3(t)>ummi| [va + Voo + 5 (vy +v,0) + vt]

+ ( — Fl(t)y — Fy(t)z + Fg(t)>umm} {v + % (v, +v.) + Ut}

r 1
+ | F{(t)ug + cryuy + a1y + e + Fi(t) + cau, + uyclut} [5 (v+v,)+ vt}
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+ [cluy — clut] |:Ut] , (5.67)

1
A3 = (ng + FZ (t)) <U(utx T UpUgy + Ugzar — XUzza + §(uyy + uzz)))

+a— (= B0y = B0z + B(0)u: + (~eoz + R(0) u, + (e + Falt)) .

[ 1
XV + Vpgr + E(Uy + Uz) + Utx:|

_ ( — F{(t)yy — F3(t)z + Fg(t)>u$zi| {v + % (v, + v30) + Ut}

N (_ Fl’(t)y—Fgl(t)Z+F3(t)>“ml’] |:%('U+Uz) +Ut:|

r 1
+ |Fi(t)ug + cayuy, + a1y + c3 + Fi(t) + cau, + uyclut] [§UZ + Uti|

+ :cluy — clut] [v],
(5.68)

At = cl—[(—F{(t)y—Fg(t)z+F3(t))ux+(—c2z+F1(t))uy+(c2+F2(t))uz}

o (ot o) o] = [( = FOy - B0+ RO |5 040+ 0]

+ ( — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t))um] BU 4 Ut}

+  |Fl(t)ug + cryuy + 1y + e + Fi(t) + csu, + uyclut] [U} )
(5.69)

Demostracién. Iqual que en el caso anterior y por la expresion (4.119) nuestros vectores

A? son de la forma

‘ oL oL 0L
A = LWL |2~ — Dj=—+ D;Dj—— — - --
&L+ W L‘M Jauj+ D }
oL 0L 0L
D; -D - | +D;D - '
+ Di(W) [aug; kau?jk‘f‘ + D;D(W) o, +--,  (5.70)

con nuestro caso es con o = 1, tenemos que W = n — &u;, y ademds L con dado por

(5.57). Calculando W, Dy(W), Dyw(W), Dywe(W), Dygoa(W), Dy(W)..., en cada expresion

obtenemos

W= - [( — Fi{(t)y — F3(t)z + Fg(t)>uaC + (—coz + Fi(t)) uy + (c2 + Fa(t)) uz]
D.W) = (= Fl(thy — F(0)z + Fo(t) s
DXW) = (= Fl(ty = B(0)z + Fo(t) )tz
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DIW) = (= Fl(tly = F3(t)2 + Fo(t) )tarea

(W)
DIW) = (= F(t)y = Fy0)z+ Ft) ) trraee:
D,(W)= —F'(t)uy + (caz — Fi(t)) tyy, —C22u,
DXW) = (coz— Fi(t)) uyyy,
Dy(W) = (coz— Fi(t)) tyyyy,
Dy(W) = (caz = Fi(t)) tyyyyy,
D.(W) = Fy(t)uy + couy — (coy + Fo(t)) u..
DXW) = (coy+ Fa(t)) tzza
DIW) = (cy + Fo(t)) sszzs
Di(W) = (coy + F(t)) ez,
Dy(W) = (=F(t)y — I} (t)z + F3(t)) uz + F{(O)uy — F5(t)us,
DiW) = (=F"(t)y — F3"(t)z + F3(t)) us + FY (t)u, — F3 (t)u,
DiW) = (=F"(t)y — F"(t)z + F3"(t)) up + F{"(t)u, — F3' (t)us,
Di(W) = (=F"(t)y — E" ()2 + F"(t) us + F" (t)u, — F"(t)u.,

ora calculemos los vectores conservados. Para el caso de este es de la forma
Ah leul [ t dos. P l de At est de |

Al = L0+ W [g—j—ng—fj+DjDk%—---]
+ D;(W) [;T% — k%+--- + D;Di(W) laig-k - +---,  (5.71)
sustituyendo y reemplazando cada término tenemos
A = (=F(t)y - F3(t)z + F5(t) £
+ W {gfx - Dx;u—i + D 83; —- D} 83:1-;5 + D, a(?fyy + D, gfzz + Dt%}
+ D,(W) { 8?233 — D2 ai; + D3 &ijm + D, 861; + D, @aui + D, fiﬁj
+ Dy(W) l 83; + D} afim + D, aijy + D, aii + D, aaufj
+ Dywa(W) { 85:m + DyaaTLyy +D. ;ui + D, ;:J
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0L oL 0L
+ D, + D, ] + Dy, (W) {

You ou,, Oy
vy

0L 0L 1 L D.(W) {

0L 0L 0L
—+D,— +D
Oty + O, * taum]

o

— D,(W) {D

0L 0L
D
5’uz2 * t@um

+ Dy

auzz 8Utl«

v D) -

1 1
= (icla; — Fl(t)y — Fy(t)z + Fg(t)) L+ W [vum + Dyvu, + D3 (v) + §(Dyv + Dzv)}
I 1
_ ( — Fi(t)y — F5(t)z + Fg(t))um] [vugc + D2xv — D3v + 3 (Dyv + D.v) + Dtv]

r 1
- ( — F(t)y — F3(t)z + Fg(t)>umx} |:X?J — D3v + 3 (Dyv + D,v) + Dtv}
+  |F{(t)ug + cryuy + 1y + ¢ + Fi(t) + csu, + uyclut} [Dyv +D,v+ Dtv]

+ _cluy - clut} [U + D.v+ Dtv}

+ - ga + (F”(t)y + Fy ()2 - Fé(t))ux = Fi(t)uy — B(H)us + Cl“] M

1 1
= (5011‘ — F{(t)y — Fy(t)z + Fg(t)) L+W [vum + VplUy + VUgy + Uy + é(vy + vz)]

- 1
— ( — F(t)y — F3(t)z + Fg(t))um] {vuw + XVszVgaz + 3 (vy +v,0) + vt}

r 1
+ ( — F/(t)y — F3(t)z + Fg(t)>umx} {vavmx + 3 (vy +v0) + vt}
r 1
+  |F{(t)ug + cryuy + a1y + e + Fi(t) + csu, + uyclut} [5 (vy + v0) + vt]

r 1
+ |auy, — clut} b (v+v,v) 4+ vt}

b [ Set (PO + B0z — B0 )ue — Fi(tuy — Fi(eyus + e [o]

De igual modo para calcular A%, primero, tenemos que es de la forma

0L 0L 0L
A% = W |-~ —Dj— 4+ DjDp=—— — -~
sz L% T Ou, M k@ujk }
0L 0L 0L
D;(W — D;D, (W — ... cee 5.72
sustituyendo y reemplazando cada término tenemos
A = (—az+F(@1)L
0L 0L 0L 0L 0L 0L
W D? - D? D D, Dy——
i [aum T S O Oy O tautJ
0L 0L 0L 0L 0L
D (W D? D,—— + D, D
* ( ) |:aua;acac * wauxzacac * yauyy * 8“27; * tautx:|
0L 0L 0L oL
* ( ) |:6ux;r;cx - y@uyy - auzz * tautx:|
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_|_

_l_

0L 0L 0L 0L 0L
Dy (W) {87% + D, B + D, aUtJ — D, (W) {DZ@TM + D, 8%}
0L 0L 0 0L
Dyy(W) |:8uzz * Dt aum::| - DZ(W) {(%mj - DZZ(W) |:8utm:|
(CQZ + Fl(t))L

e — [( ~Fl(t)y — EL(t)z + Fg(t)>um 4 (—eoz + Fi(1) uy + (ca + Fo(t)) u]

[ 1
v, + xD?(v) + D2v + §(Dyv + D.v) + Dtxv}

( — Fl(t)y — F5(t)z + Fs(t))um} {XU — Dlv+ % (Dyv + D,v) + Dtvl

(= Fly = B0z + Fy(t) ) tawa {v + % (Dyv + D.v) + Dtv}

r 1
Fi(t)u, + cryuy, + 1y + ¢ + Fi(t) + csu, + uyclut} [i(v + D,v) + Dtv]

r 1
ClUy — clut] [51} + Dtv}
1
(jeue = Filw = Fi)= + Fae)) £
1
W |:qu + XVzx + (o + §(Uy + Uz):|

( — Fl(t)y — F5(t)z + Fg(t))um} {va + Vpuw + % (v, + v.0) + Ut:|

( — Fl(tyy — Fi(t)z + Fg(t))um} [v + % (v, +v.) + 4

r 1
Fl(t)u, + cyuy + a1y + e+ Fi(t) + cau, + uyclut} [5 (v+wv,)+ vt}

ClUy — clut] |:Ut:| s

Continuando con el mismo procedimiento para calcular A3 tenemos que este es de la forma

A3 = €3L+W[——D

0L 0L 0L
oo )

o0~ Pign,

0L _p, 0L

o (e}
8uij 8“@']'19

8ujk
0L
ous

ijk

+ DZ-(W)[ oo, (5.73)

+ D;Dy(W) [

sustituyendo y reemplazando cada término obtenemos

A3

0L oL oL oL oL
-D? D D, D,———
auxacac ’ 8uxxxa: * Y 8uyy * auzz * tautx:|

L L L L
Dz(W)[ 0 +D 0 +Dza +Dta—}

y
Uy Oty ou,, Oty

(—cz+ FI()L+W [

—+D,—+D
Y Ouy, + O, + Y Oug,

Dy (W) {D 0L 0L 0L }
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oL 0L oL 0L 0L oL
Dw. (W) | =— + D, D - D,(W D D —
i (W) [8uyy T ou,, * taum] y(V) [8u22 * taum] Dy (W) [8utj
1
= (cz+ Fi(t) L+ W {Xv + Do + i(Dyv + D,v) + Dtxv]
r 1
_ < — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t)>um} [v + 5 (Dyv+ D,v) + Dtv]
[ / / 1
+ ( — Fi(t)y — F3(t)z + F3(t))u:w$i| [5 (v+ D.v) + Dtv}
r 1
+ | F{(t)ug + cryuy + a1y + e + Fi(t) + cau, + UyCWt} bv + Dtv]
+ |auy — clut] [v}
/ / 1
= (= et RO)E - (= HOy= B+ 0] [v4 5 00+ 000+ 0
[ / / 1
+ (= Fl@y = B2 + Fo(0) )t {i(v +0.) + vt}
r 1
+ | F{(t)ug + cryuy, + a1y + e + Fi(t) + cau, + uyclut} bvz + Ut]
+ |cuy — clut] [v}
Por ultimo para calcular A* tenemos que es de la forma
0L 0L 0L
At = W |-~ —Dj— 4+ DjDp=—— — -~
St |:6U T Ou M k(’?ujk }
0L 0L 0L
D;(W — D; Dy (W — -, (574
ast al sustituir y reemplazar cada término tenemos
0L 0L 0L 0L 0L
At = W +Dy=—+Dp(W) | s—+D,— + D,
LTI~ Oy Oty U, Oy

0L 0L 0L
+ Dypr (W) L}uw + DtaTtJ — D, (W) L,)um]

1
= W {v + §(Dyv + D,v) + thv]

—-K—me—ﬂwwuam%4P+§w+mw+mﬂ

n ( — F/(t)yy — F3(t)z + F3(t)>uxxx:| BU + Dt“}

+ |F{(t)ug + cryuy + a1y + e + Fi(t) + csu, + uyclut} [v]

- W {v + %@y +u.) + vm] = {( ~ Fl(ty — Fl(t)z + Fg(t))um} B (v+v,) + vt]
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+ (= Fw - B0z + B e BU N Ut}

+ [F{(t)um + cryuy + ary + s + Fi(t) + csu, + uyclut} |:U]

Reduciendo términos reescribimos los A, i = 1,2,3,4 como

Al

1 1

+ o= (= Ay = Btz + Fy(t) Jus + (—caz + Fi(£) w, + (c2 + Falt))

+

+

I 1
VUgy + VpUy + VUgy + (e + §(Uy + Uz):|

[ 1
( — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t))um} {vum + XVsoVaaz + 5 (vy +vv) + Ut}

< — Fi(t)y — F5(t)z + F3(t))uxmzi| [xvmvm + % (vy + v0) + Ut:|

r 1
Fi(t)uy + ciyuy + ey + ¢ + Fi(t) + csu, + uyclut} [5 (vy +v,0) + vt}

r 1
Cruy — clut] [5 (v+v,0) + vt}

: - gcl + (F”(t)y +FY ()2 — Fé(ﬂ)ugg — F(t)uy — F3(t)u. + clu} [v]

1
(_C2Z + Fl (t)) <U(ut1‘ + UpUgy + Ugzaa — XUzza + é(uyy + uzz)))

oo [( ~ Fl(t)y — Fi(t)z + Fg(t)>ux F(—eaz + B () uy + (ca+ Fo(t) u]

+

I 1
VUy; + XUz + Vrzx + §(Uy + Uz):|

(= Fly = B0z + Fy(®) ) | [va + Vra + % (v, + 00) + Ut}

< — F{(t)y — Fy(t)z + Fg(t)>umz} [v + % (v, +v,) + Ut:|

r 1
Fi(t)uy + ciyuy + ey + ¢ + Fi(t) + csu, + uyclut} [5 (v+v,)+ vt}

C1lUy — Clut] [Uti| )

1
(CQy + F2 (t)) <v(utx + Uy Ugy; + Uggze — XUzax + é(uyy + uzz)))

oo [( ~ Fl(t)y — Fi(t)z + F;;(t))ux + (a2 + Fy(t) uy + (cz + Fa(t)) u]

1
{Xv + Vo + §(vy +v,) + vm}

[( — Fl(t)y — Fy(t)z + Fg(t)>um} [v + % (v, + v0) + Ut:|
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A4

[ 1

(= A = B+ Fat)one] [ 50400+ 0

[ 1
Fi(H)u, + cryuy, + 1y + ¢ + Fi(t) + czu, + uyclut} bvz + vt]

ClUy — clut} |:U:| s

o= | (= Bty = B0z + Ft) Jua + (22 + Fr(D) , + (e + Falt)) .|

1
v+ 5(% +v,) + vm]

(= ity = B(0): + B() )| B (v+v.)+ vt]

( — Fi(t)y — F3(t)z + Fg(t))u:mm} BU n vt}

Fi(t)u, + cryuy + 1y + ¢s + Fi(t) + csu, + uyclut} |:U] )

O

Teorema 32. Si x = 0 en la ecuacion (5.36), entonces los vectores A = (A, A%, A3, AY)

dados por (5.60)-(5.63) proporcionan una ley de conservacion asociada a esta ecuacion.

Demostracion. Por el nuevo Teorema de Ibragimov 25 se puede concluir que nuestras si-

metrias puntales (5.55) satisfacen las ecuaciones de conservacidn, es decir, que Div(A") = 0.

Primero, calculemos la divergencia de nuestros vectores conservados A = (Al, A%, A3, A%)

definidos en (5.60)-(5.63), es decir

D;(AY)

Dy

(—ﬂ@y—ﬂ@V+&@0Qmmm+§ww+%aﬂ
1 — [(—CQZ + F1(1)) uy + (c2 + Fa(t)) Uz] |:Uazuw + VUgg + Vgze + %(Uy + Uz):|
( — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t)>um} [vux + % (vy + vv) + vt]

r 1
1y, — clut} [5 (v+uv,)+ vt}

: — ga - (F”(t)y + Fy(t)z — Fé(t))ux — Fl(t)u, — F(t)u. + Clu] M]

D, [( — oz + Fl(t)) (v(x, Yy 2, 0) (Ugye + UpUpy + Ugpas + %(uyy + uzz))>
[cl . [( ~ Fl(t)y — Fi(t)z + Fg(t)>ux 4 (—cpz + Fy(8) uy + (cz + Fa(t)) u}]

1
[vug] + [F{(t)ux + c1yuy + a1y + c3 + Fi(t) + csu, + uyclut} [5 (v+v,) + vt}
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+

vty — eru M]

1
D, [( —cz+ B (t)) (v(x, Y, 2, ) (U + Uy + Uppas + §(uyy + uzz))>

o = [(= Flhy = Fi0)2 + B )ue + (—eo2 + F(t) g + (2 + Fo(t)) u}]

1
é(Uy + UZ) + Utx:|

( — Fl(t)y — Fi(t)z + Fg(t))um] [v + % (v, + v.0) + Ut}

r 1
Fl’(t)um + ciyuy + a1y + ez + Fi(t) + csu, + uyclut} bvz + vt] + [cluy — clut} [v]]

Dy

¢ — [( — Fi(t)y — Fy(t)z + Fg(t))ux + (—coz + Fi(t)) uy + (ca + Fo(t)) u}]

{v + %(vy +v,) + vm] — [( — F{(t)y — Fy(t)z + Fg(t)>um] [% (v+v,) + vt}

[F{(t)ux + cryuy + a1y + ez + Fi(t) + csu, + uyclut} [v]] .

Reduciendo términos y aplicando el operador de derivada total en cada vector tenemos

D(AY)

= (—F{(t)y - Fé(t)z + F3(t)) (vx(umm + %(uyy + UZZ)) + UUwazm)

(—coz + Fi(t)) uy + (co + Fr(t)) uz} [Veplly + Vpligy + Vlgrr + Valize + Vppp]
< — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t)>um} [ty + VUgy]
(F”(t)y )z — Fé(t))ux — F/(t)u, — Fi(t)u, + clu} M

F"(t)y + FI'(t)z — Fé(t))um

+ (—ez+hk (t)) (’Uy%(uyy) + Uuyyy) - [ — F{(t) (—coz + Fi(1)) uyy] [vu,]

I 1 1
+ Cluycluyy +c + uyy:| |:§Uy:| —C2 (vz (utm + UpUpr + Uggzs + §<uyy + uzz)) + vuzzz)

+ — Fy(t)us + (—coz + F1(t)) uy + (2 + [2(1)) wze — 62“2} EUZZ}

. ( ~ Fl(t)y — Fit)z + F3<t))um} {vz + % <vz)] — Fy(t) (v + %(vy +0:) + vt)

r 1 1
+ | E{(O)ug + cryuy + a1y + c3 + Fi(t) + czus + uyclut} bvz] + [C3uzz:| |:§Uz + Ut]
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B (= Fl@y = B0z + Fy(t) Ju, + Fi(t)uy + Fy(t)u:]

N {H%(uﬁw) —l—vt]
—f@www—ﬂ@muwm%JB@+m+4
= (= Flty = B0z + B(1) Ju + (—c2z + Fi(1) wy + (2 + Fo(2)) u}] [v]
+ :_Fl”(t)ux + FO)] [o] + [Fl0u + cryuy + ey + e + Fi(t) + sz + wyer] [v0]
et
D,(47) = (}V+pr—ﬁuw—%u»+&u0<%wmw+§ww+%»0
= [(ezt ) uy + (2 Balt)) s [aste + 0ty + Vil + +0glay + Vi)
~(-r z+—f@<>) U] [ttt + V1]
+ (F o+ FY ()= = Fy(t) s — F(t)uy — Fy(t)u + cau] M)

+ (F”(t)y + F(t)z — Fé(ﬂ)“m + ( — 22 + Fl(t)) <Uy%(uyy) + Uuyyy)
~ [~ R0 ozt B ] o] + [ernyery + e+ ) [5 0]

1
— C2 <Uz (uta: + UgpUgy + Urzrx + é(uyy + uzz)) + Uuzzz)

+ — Fy(t)ug + (—coz + Fi(t)) uy + (co + Fa(t)) u.. — C2u2} |:%vzz:|

_ ( ~Fl(ty — Fit)z + Fg(t)>um] [vz + % (vz)] — Fy(t) <v + %(vy +u.) + vt)

r 1 1
+  |Fl(t)ug + cryuy + 1y + e + Fi(t) + csu, + uyclut] [avz] + [03uzz] [§UZ + vt}

1
|:U + §<Uy + Uz) + Utx:|

+ | = (- B0y - B0z + F®) e+ Fi(tu, + Fi(t)u]

B :(_F{(t)y—Fgl(t)Z+F3(t)>u$z] [% (v+uv) "‘Ut}

N _cl _ [( —Fl(t)y — Fi(t)z + F3(t)>u$ + (—eaz + Fi(1)) uy + (ca + Fa(t)) u}]

o + | FY (8 + FL(0)] [ o]
+ [Fiu + ey, + ey + s+ Fi() + equs + wer] [u].
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Por el nuevo Teorema de Ibragimov 25 no requerimos la existencia de un lagrangiano,
ademas esta comprobado que la ecuacion adjunta hereda todas las simetrias de la ecuacion
original. En consecuencia, se puede asociar una ley de conservacion con cualquier grupo de
simetrias de Lie, o simetrias no locales y encontrar leyes de conservacion para ecuaciones
diferenciales sin lagrangianos cldsicos. Pero para encontrar mas fdcilmente la divergencia de

nuestros vectores tomamos a v = x y hacemos a
¢y = FY/(t)u, + Fi(1),

cs = —Fi(t)y — F5(t)z + F3(1),

asi eliminando términos en comin y resolviendo D;(AY), podemos concluir que D;(A%) es

trivial, es decir, los A* proporcionan una ley de conservacién para K-S.

Teorema 33. Sea x # 0 en la ecuacidn (5.36) y sean los vectores A = (A, A%, A3, AY) defi-

nidos en (5.66)-(5.69). Estos vectores proporcionan una ley de conservacion para la ecuacion

(5.54).

Demostracion. Como en el caso anterior, por el nuevo Teorema de Ibragimov 25 se puede
concluir que las simetrias puntales (5.56) satisfacen las ecuaciones de conservacion, es decir,
que Div(A") = 0.

Primero, calculemos la divergencia de nuestros vectores conservados A = (Al A%, A3 A%)

definidos en (5.66)-(5.69), es decir

D(A) = D, [ Gx _ Fl(t)y - Bt) + F3<t>)

+ ¢ — [( —Fl(t)y — F5(t)z + Fg(t))ux + (—coz + Fi(t)) uy + (c2 + F(2)) u}

1
VUgy + VpUy + VUgy + Vrzx + E(Uy + Uz):|

r 1
_ < — Fi{(t)y — F3(t)z + Fg(t))ltgm} {qu + XVaaVsz + 5 (vy +v.0) + vt}

I 1
+ < — F{(t)y — F3(t)z + F;;(t))umx] {vavxm +5 (vy +v,0) + vt]

I 1
+  |Fl(t)ug + cryuy + 1y + e + Fi(t) + csu, + uyclut] b (vy +vv) + vt}

r 1
+ |au, — clut] [5 (v+v,0) + vt]
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+

+

E ;cl + (P + F(0)2 — ) us — Fi(tu, — Bty + e [o]

1
D, [((—cgz + Fi(t)) <U(a:, Y, 2, ) (U + Uplyy + Uppgr — XUszzz + i(uyy + uzz)))

e — [( _ Fl(t)y — Fi(t)z + Fg(t)>um + (—eoz + Fi(t) uy + (c2 + Fu(t)) u]

1

( — Fl(t)y — Fy(t)z + Fg(t))um] {va + Vpuw + % (v, + v.0) + 'Ut:|

( — Fl(t)y — Fi(t)z + Fg(t)>um4 {v + % (v, +v.) + Ut}

I 1
Fi(t)u, + cryuy + 1y + s + Fi(t) + czu, + uyclut} [5 (v+wv,)+ vt}

Cruy — clut} [vt} + D, | (cy + F3(t)) £

e — [( ~Fl(ty — Fit)z + F;;(t))ux + (—eoz + Fi(t) uy + (ca + Fy(t)) u]

1

r 1

( — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t))um] {u + 5 (vy +v0) + vt]

[ / / 1

( — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t))uxm} 5(1} +v,) + v

r 1
Fi(H)u, + cryuy, + 1y + ¢ + Fi(t) 4+ czu, + uyclut} bvz + vt]

+ Dy

r 1
Cluy — Clut} [U} ["U + 5(% +v,) + Utar}

(= Fly — F(0)z + Fa(t) )| B (0+0,) + m}

(= Flty = Fy(0)z + Fy(t))tawa EU N Ut}

Fi{(t)uy + cryuy, + a1y + e + Fi(t) + csu, + uyclut} [v]]

Reduciendo términos y aplicando en operador de derivada total en cada vector tenemos

Di(A) = D, [ (%clx _ Pty — L)z + Fg(t)) b

_ [( ~ Fl(t)y — Fi(t)z + F3(t)>ug; + (—caz + Fi(t)) uy + (c2 + Fi(t)) Uz]

1
|:Uu:m: + VpUyg + VUgy + Vrzx + Q(Uy + vz):|
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[ 1
( — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t)>um] {vux + XVsoVazz + 5 (v, + v.0) + pt}

( — F{(t)y — F5(t)z + FS(t))wax] [xvmvmm + % (vy +v,0) + Ut}

r 1
Fi(t)ug + cryuy, + ary + ez + Fi(t) + cu, + uyclut] [5 (vy +v,0) + vt]

r 1
C1ly — clut} [5 (v +v,v) + Ut]

:_ 201 n (F”(t)y + FV(t)z — Fé(t))wC — Fl(t)u, — Fy(t)u, + C1U] [v}]

1

1
Xttzs 51y + 1-2))) +

(= Fl(y = B(0)z + Fo(t) )ua + (=2 + Fi(t) y + (e + Fo(t)) e

1

( — Fl(t)y — F3(t)z + Fg(t)>um] [va + Vpuw + % (v, + v.0) + Ut:|

( — Fl(t)yy — F3(t)z + Fs(t))uxm] {v + % (v, +v,) + 'Ut:|

r 1
Fl(t)u, + ayuy + ay + e+ Fi(t) + cau, + uyclut] [5 (v+uv,)+ vt]

C1Uy — Cluti| |:’U{|

D,

1 1

o= | (= Bty = B0z + Ft) Jua + (22 + Fr(0) , + (e + Falt)) e

1

( — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t)>um] {U + % (vy +v,0) + vt}

( — Fi(t)y — Fy(t)z + F?)(t))uxww] B(v +v,) + vt]

r 1
Fi(t)ug + cryuy + cry + ez + Fi(t) + cu, + uyclut] bvz + vt]

=] [

D, [cl - [( ~Fl(t)y — Fit)z + Fg(t)>ux + (—coz + Fy(8) uy + (c2 + Fa(t)) u.
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1
2

|

:v + %(vy +v,) + vm} — [( — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t)>um] B (v+v,)+ vt}
(-

Fly = FY): + Fat)) o) 0.+ 01

2

(t)uy + cryuy + a1y + ¢ + Fi(t) + csu, + uyclut} [v]] .

1
—— [( — F{(t)y — F3(t)z + F;;(t))um] {vum + Vplly + VUgy + Vppw + E(vy + vz)}

(= Fi(ty = B0z + F(t) Jttea + (=22 + Fi(t) uy + (c2 + Fo(t)) e

[VpUsy + Vg + Vpglly + Vpllyy + Vigge + VyUszs + Vogo)

(= 0= F0)2 + Fat)) ] [0+ X000 +

[ 1
_( - Fll( )y F Z + F3 >ux:m::c:| [vaxvzxw + -

(- Fity - Bz + (e

I 1

L2 (
' 1
Fi(t)ug + cryuy + cry + c3 + Fi(t) + cau, + Uycmt] [_Uy}

<%c1x — F{(t)y — F3(t)z + Fa(f>>

1
5 (vy + vv) + vy

( — Fl(t)y — F5(t)z + F5(t um] Uz Uy + VlUzy + XVzzzVzzz + XVzzVsrrr)

5 (vy +v,0) + vt]

um] XVzzz Ve + XVzzVszas) + {F{ (t)um]

r 1
C1Uy — clut} |:§Uzi|

: — §cl + (F”(t)y + Fy (t)z — Fé(t))uz — Fl(t)u, — Fy(t)u, + clu] [U}

2
F10)] [oh ] + [~ Pl + (a2 + ()t + (2 + Fa)) ]
:qu + XVaz + Vpga + %(Uy + Uz)]
S [(= Fltw = Bi(0)z + By(0) e + (—ea2 + By + 2 + Fo(t)) ]

5 (vy +v,0) + vtl

( ~ Fl(t)y — Fi(t)z + Fg(t)>um] % (vyy) — [F{(t)um] {v + % (v, +vs) + vt]

r 1
( — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t)>umx] [§vyy] + [cluyclyuyy +oc + uyyclut]

1
- v—HJZ)—l—vt}

2

[ 1
_cluw;] |:Uti| — Fy(t)v(uig + Uz + Uggzw — XUszz + §(uyy + uzz)))

1
<§ + Uzzz + Uzuzz>
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+

[

- , 1
Fz(t)ux + —CaUy (CQ + FQ(t)) i| |:XU + Vgzx + 5(

( — Fi{(t)y — Fi(t)z — Fg(t))u — (caz — Fi(t)) uy + (c2 + Fg(t))uz}

vy +v,) + vm«}

[ 1
XUZ+§U ] [ vy—l—v —|—vt}

:(F{(t)y — Fy(t)z + Fs(t )) m] {vz + ;'Uzz:| - <F2’(t)>umx B(v +v,) + Ut:|

( — F{(t)y — F3(t)z + F;;(t))uxm] B(vz + vzz)} + [c;;uzz] [%vz + vt}

i 1
Fi(t)u, + cryuy, + 1y + ¢ + Fi(t) + czu, + uyclut] 5z

:Cluy — cnu} |:'Uz:| — [(F{/(t)y — F)(t)z + Fé(t))ux + Fy(t)u, + Fé(t)uz}
_U + %(Uy +v,) + Utx:|
( — Fi(t)y + Fy(t)z — F3(t))ux + (—coz + Fi(t)) uy + (ca + Fo(t)) uz]

Vg + Uty

(0 + F 1)z = Fy(t) )t B (v+u)+ Ut}
(Fly + Fy(1)2 = Filt) e [lvt N Utt}

2
(-ron- e
( t)z + F3(t )) ]vtt + [Fl”(t)u:D + F{(t) + cluyutt} [U]
F1( Jug + cryuy + ey + ez + Fi(t) + csu, + uyclut] [Ut:| :

Equivalentemente se tiene que D(A") toma la forma

D;(AY)

- {( — Fl(ty — Fi(t)z + Fg(t>)um B(vy + w)}

2
+  [Vzally + Vplgy + Vg + Vylge + Vppaa)
- 1 ) 1
+  jCcuy — Clut] [va] + [— Fi (t)] <U§uyyy)
3
+ | —ga+ (F”(t)y )z — Fé(t))ux — Fl(t)u, — Fi(t)u, + clu} [v]

b [ B+ (s + F(0) iy + (e + Fa(0) 0]

[ 1
_vum + XVpo + Vpge + E(Uy + Uz)}
" % [( — Fl(tyy — Fi(t)z + F3(t))uw + (—coz + Fi(t)) uy + (c2 + Fi(t)) Uzi|
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+ (= Ao - B0z + B0 o] [0
+ [cluyclyuyy +c + uyyclut] [% (v+v,) + vt] + [cluyy] [vt}

1

1
<_ + Uzzz + Uz“zz)

2

+ (%clm — F{(t)y — F3(t)z + Fg(t)>

+ Fé(t)um + —couy (e + Fo(t)) uzz} [Xveft[(FI’(t)y + Fy(t)z — F3<t)>umc} Evt + vtt}

— (P + F 1)z = F(0) ) tree | Ev + vt] ~ [ (Fl®y + F(0)2 = B(1) )t | 0

+ |F(t)u, + F(t) + cluyutt} [v]

+ |Fl{(t)ug + cryuy + 1y + e + Fi(t) + csu, + uyclut] [vt} .

Igual que en el teorema anterior gracias el nuevo teorema de Ibragimov 25 no requerimos la
existencia de un lagrangiano. En consecuencia, se puede asociar una ley de conservacion con
cualquier grupo de simetrias de Lie, o simetrias no locales y encontrar leyes de conserva-
cion para ecuaciones diferenciales sin lagrangianos cldsicos, pero para que nosotros podamos
encontrar mas fdacilmente la divergencia de nuestros vectores volvemos a tomar v = x y

sustituimos cq, Co, C3 POT

c1 = Fg(t),
e = F/(t)yy+ F)(t)z — F3(t),

cs = —F()y— F(t)z + F(1)

ast podemos eliminar términos en comin y resolver D;(A").
Cuando resolvemos nuestras ecuaciones podemos concluir que D;(A") es trivial, es decir, los

A® proporcionan una ley de conservacion para KSg.

El teorema de Noether establece una conexién entre simetrias de ecuaciones diferenciales
y leyes de conservacion, siempre que las ecuaciones consideradas se obtengan del principio
variacional, es decir, satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange. Sin embargo, los lagrangia-
nos clasicos existen solo para tipos muy especiales de ecuaciones diferenciales. La restriccion

a las ecuaciones de Euler-Lagrange reduce significativamente las aplicaciones del teorema de
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Noether. Especificamente, el teorema de Noether no es aplicable a las ecuaciones de evolucion,
a las ecuaciones diferenciales de un orden impar, etc. Ademads, una simetria de las ecuaciones
de Euler-Lagrange deberia satisfacer una propiedad adicional para dejar invariante la integral

variacional.

A pesar del hecho de que se han hecho ciertos intentos para superar estas restricciones y se
han discutido varias generalizaciones del teorema de Noether, no se conocen en la literatura
un resultado general que asocie una ley de conservacién con cada simetria infinitesimal de

una ecuacion diferencial arbitraria.
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Capitulo §

Conclusiones

El papel desempenado en las ciencias por las ecuaciones de evolucién lineales y no lineales
y, en particular, por las leyes de conservacion de las mismas, es dificil de sobreestimar y han
atraido el interés de los investigadores tanto matematicos como fisicos.
La construcciéon de formas explicitas de leyes de conservaciéon juega un papel importante en
el estudio de la ciencia no lineal, ya que se utilizan para el desarrollo de métodos numéri-
cos apropiados y para el analisis matematico, en particular, analisis de existencia, unicidad
y estabilidad. Ademas, la existencia de una gran cantidad de leyes de conservacién de una
ecuacién diferencial parcial (o sistema) es una fuerte indicacién de su integrabilidad.
Al aplicar el teorema de Noether para obtener leyes de conservacién de ecuaciones de evo-
lucién no lineal con derivadas mixtas de orden superior, las leyes de conservacion obtenidas
deben ajustarse para satisfacer la definicion de las leyes de conservacién. Nos enfrentamos al
mismo problema al aplicar el nuevo teorema de conservacion de Ibragimov para encontrar
leyes de conservacion de ecuaciones de evolucion no lineal. Ibragimov fue el primero en enun-
ciar y probar una nueva y mas general versiéon del teorema de leyes de conservscén usando

simetrias.

El teorema de Noether ha proporcionado una forma sistematica de determinar las leyes
de conservacion para las ecuaciones de Euler-Lagrange, una vez que se conocen sus simetrias
de Noether, pero este teorema se basa en la disponibilidad de los lagrangianos clasicos. Para

encontrar leyes de conservacién de ecuaciones diferenciales sin lagrangianos clasicos, los in-
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vestigadores han hecho varias generalizaciones del teorema de Noether. Entre ellos, el nuevo

teorema de conservacién dado por Ibragimov [6] es uno de los métodos més utilizados.

Se definié una ecuacion adjunta para ecuaciones diferenciales no lineales y se construyé
un lagrangiano para las ecuacion de evolucién KS y KSg junto con su ecuacion adjunta.
La misma construccién nos proporciona un Lagrangiano para estas ecuaciones consideradas
junto con el sistema adjunto. Utilizamos el nuevo teorema general de leyes de conservacién
hallamos dichas leyes para estas dos ecuaciones de evolucién no lineales.

Para cualquier ecuacion diferencial lineal o no lineal, el nuevo teorema de conservaciéon de
Ibragimov ofrece un procedimiento para construir leyes de conservacion explicitas asociadas

con las simetrias conocidas de Lie. Ademads, no requiere la existencia de lagrangianos clasicos.
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.1. Anexo 1. Breve semblanza de Emmy Noether

Amalie Emmy Noether nacié en Erlangen (Baviera) el 23 de marzo de 1882, su padre
era un matematico reconocido en su Universidad y se esperaba que ella ocupara un lugar
aventajado en la rueda femenina, pero decidié salirse de la comoda rueda, y se incorpé a
la Universidad, sin embargo, la Universidad de Erlangen habia proclamado que no daria la
bienvenida a ninguna presencia femenina porque era capaz de derrocar todo orden académico.
Afortunadamente, gracias a su padre matematico y Paul Gordan otro conocido matematico
que conocia a Emmy desde nina (ambos expertos en la teorfa de los invariantes), en 1900
Noether pudo entrar en la Universidad de oyente pidiendo permiso a cada profesor para poder

atender su clase.

Figura 1: Emmy Noether.

Pasé el examen de acceso a la Universidad el 14 de julio de 1903, solo faltaba que alguna
Universidad le permitiera matricularse. En el invierno de 1903 gracias a la amistad entre
su padre y otros matematicos, Emmy recibié clases de Felix Klein, David Hilbert, Karl
Schwarzschild y Hermann Minkowski entre otros. Como comparnero tendria a Hermann Weyl.
Curiosamente, en ese mismo ano permitié la matriculacién de las mujeres asi que volvio a
Erlangen en 1904 y se matriculé en la universidad (fue la primera mujer en matricularse.). Tres
anos después, el 13 de diciembre de 1907, defendio su tesis sobre la construcciéon de un sistema

para la forma bicuadratica terciaria, desarrollada bajo la supervision de Gordan, trataba de la
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buisqueda de invariantes en la forma bicuadrética terciaria. En su siguiente articulo extenderia
los argumentos de su tesis a n variables. Aunque su trabajo sobre invariantes no fue de sus
favoritos, su dominio sobre el tema fue clave para su carrera y para descubrir su famoso

teorema, tan apreciado en fisica.

En 1915 recibe una invitacién de Klein y Hilbert de la Universidad de Gotinga para
ayudarles en el desarrollo de la teoria de la relatividad general. Ellos sabian que Noether era
experta en la teoria de los invariantes y eso era lo que ellos necesitaban. Noether descubrio
las profundas razones de las dificultades que habian surgido en la interpretacion de las leyes
de conservacion en relatividad general y la conservacién de la energia. Utilizé el principio
variacional que también habia usado Hilbert para deducir las ecuaciones de la relatividad
general. La raiz del problema estaba en explicar la diferencia de la Naturaleza de las leyes
de conservacion en mecanica clasica y relatividad especial por un lado y las de la relatividad

general por otro.

En 1918 Noether present6 su articulo “Invariante Variations probleme” [18], que contenia
dos teoremas. Las publicaciones predecesoras serian casos particulares del primer teorema.
Ese mismo ano Einstein escribié a Hilbert sobre el trabajo de Emmy Noether: “ayer recibi
de la senorita Noether un trabajo muy interesante sobre la generacion de invariantes. Estoy
impresionado que estos asuntos se puedan entender desde un punto de vista tan general. La
vieja quardia de Gotinga deberia aprender de la senorita Noether. Verdaderamente sabe lo

que hace”.

El 4 de junio de 1919 Emmy Noether present6 su trabajo con el apoyo de Hilbert, Klein
y del matematico Richard Courant en un nuevo intento de conseguir la habilitacién como
profesora de la Universidad de Gotinga. Después de exponer sus trabajos y defenderlos Emmy

Noether se convertiria en la primera mujer habilitada de la Universidad de Gotinga.

El primer teorema, que es el que cominmente se conoce como teorema de Noether, se
referia a la invariancia de la accién respecto al grupo de Lie en cuestion. Ella formul6 de
forma general la correspondencia entre las simetrias de un problema variacional y las leyes
de conservacion derivadas de las ecuaciones de Euler-Lagrange. Nos ofrece entonces una
maquinaria para deducir leyes de conservaciéon si sabemos las simetrias o para deducir las

simetrias si sabemos las leyes de conservacion. Ain mas alld, conociendo las simetrias, el
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teorema de Noether proporciona un mecanismo para crear la accién. Si la accién es invariante
ante un desplazamiento temporal se conserva la energia; si lo es ante un desplazamiento
espacial, se conserva el momento lineal; si lo es ante una rotacién, se conserva el momento
angular; y si lo es ante una transformacion gauge interna se conserva la carga y viceversa.
Noether di6 la llave para entender las leyes de conservacion que hasta entonces eran promesas

que cumplia la Naturaleza.

Su segundo teorema trata de la invariancia del problema variacional bajo la accién de un
grupo del mismo tipo que existe en relatividad general, una teoria covariante general, cuyas
ecuaciones de campo son invariantes bajo cualquier cambio de coordenadas. Noether asi
enfatizé que el problema se entiende de forma mas general y transparente con la maquinaria
de teoria de grupos y que lo que distingue a la relatividad general es la invariancia del grupo
respecto a funciones arbitrarias que pueden tener dimension infinita en contraste con el grupo

de Lie que tiene dimensién finita.

.2. Anexo 2. Algebra Diferencial A

Denotemos una sucesion arbitraria por z,

z = (@, u, U1y, U - - - ) (1)

con elementos z”, v > 1. Aqui
2=z 1=1,2,,...n (2)
=y a=1,....,m (3)

y los elementos restantes son derivadas de wu.

Una subsucesién finita de z se denotara con [z].

Definicién 39. Una funcion diferencial f([z]) es una funcion analitica local. El orden de
f([2]) es la derivada de orden mds alto en la funcion diferencial f([z]). Denotamos el conjunto

de todas las funciones diferenciales de orden finito por A.
Propiedades en el espacio A. Si f([z]) € Ay g([z]) € A, entonces

1. af + bg € A para cualquier constante a, b.
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2. fge A,
3. Di(f) € A;

La primera y segunda propiedad se derivan del hecho de que tanto f como g son funciones
analiticas. Para la tercera propiedad, sabemos que la derivada de una funcion analitica es
analitica. Ademads, de la expresion para el operador D; (2.71), vemos que este se trunca
cuando actia sobre una funcién diferencial y aumenta el orden de la funcién diferencial en
uno, es decir, si ord(f) = s, entonces ord(D;(f)) = s+ 1 el cual sigue siendo finito. De

acuerdo con la Definicion 39, las tres afirmaciones se siguen.
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