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Resumen

En esta investigacion se estudié un cambio cognitivo docente en el razonamiento inductivo de
profesores de matematicas en servicio. Este cambio docente es descrito como resultado de una
transaccion entre el desarrollo de este tipo de razonamiento en los profesores, y una accion de la
practica profesional. Por tanto, concierne tanto al desarrollo personal como al crecimiento profesional
del profesor. Se asumi6 que la transaccion entre el razonamiento inductivo de los profesores y una
accion de la practica docente requiere ser mediada por la sensibilizacién didactica. El objetivo fue
describir el cambio cognitivo y la sensibilidad didactica en profesores de matematicas respecto a su
razonamiento inductivo y sus implicaciones en el redisefio de una actividad de aprendizaje. El cambio
cognitivo docente fue examinado en dos aristas: a nivel personal, un cambio cognitivo en el
razonamiento inductivo de los profesores y, a nivel de la actividad profesional, la sensibilidad
didactica como medio para la transaccion entre el razonamiento de los profesores y la accién de
redisefiar una actividad de generalizacion. La investigacion se llevé a cabo mediante dos acciones: i)
Examinar el estado del razonamiento inductivo de profesores de secundaria; y ii) Disefiar y ejecutar
un Experimento de Desarrollo del Profesor para propiciar y analizar un cambio cognitivo y la
sensibilidad didactica. El cambio cognitivo se analizé utilizando el método microgenético y la
sensibilidad didactica con el método del andlisis tematico. Entre los hallazgos se obtuvo que, se
produce un cambio cognitivo en los profesores al conectar tres procesos inductivos: observar
regularidades, establecer patrones y formular generalizaciones, a través de establecer relaciones
numéricas que describen un comportamiento cuadratico y abstraer la generalidad. También, se
observé una sensibilizacion didactica en los profesores que favorecio ir mas alla del reconocimiento
y entendimiento de los procesos inductivos en las actividades realizadas, y transferir lo aprendido al

redisefio de una actividad de generalizacion.

Palabras clave: Cambio cognitivo docente, razonamiento inductivo, sensibilidad didéctica,

profesores de matematicas.



Abstract

In this research a teacher cognitive change in the inductive reasoning of in-service mathematics
teachers was studied. This teacher change is described as a result of a transaction between the
development of teachers reasoning, and an action of professional practice. Therefore, it concerns both
personal development and professional growth of the teacher. It was assumed that the transaction
between the inductive reasoning of teachers and an action of teaching practice needs to be mediated
by didactic sensitising. The objective was to describe the cognitive change and didactic sensitivity in
mathematics teachers regarding their inductive reasoning and its implications in the redesign of a
learning activity. Teacher cognitive change was examined in two aspects: at a personal level, a
cognitive change in the teachers’ inductive reasoning and, at the level of professional activity, didactic
sensitivity as a means for the transaction between teacher reasoning and the action of redesigning a
generalization activity. The investigation was carried out through two actions: i) Examine the state of
inductive reasoning of secondary school teachers; and ii) Design and carry out a Teacher
Development Experiment to promote and analyze cognitive change and didactic sensitivity.
Cognitive change was analyzed using the microgenetic method and didactic sensitivity with the
thematic analysis method. Among the findings, it was obtained that there is a cognitive change in
teachers by connecting three inductive processes: observe regularities, establish patterns and
formulate generalizations, through establishing numerical relationships that describe a quadratic
behavior and abstracting generality. Also, a didactic sensitising was observed in the teachers that
allowed them to go beyond the recognition and understanding of the inductive processes in the

activities implemented, and transfer what they learned to the redesign of a generalization activity.

Palabras clave: Teacher cognitive change, inductive reasoning, didactic sensitivity, mathematics

teachers.
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Introduccion

En esta investigacion se disefid y experimentd una propuesta de actividades para promover y analizar
un cambio cognitivo en el razonamiento inductivo de profesores de matematicas, como una forma de
favorecer su desarrollo profesional docente. De acuerdo con Guskey (2000; 2002) el desarrollo
profesional involucra a aquellos procesos y actividades disefiados con el propdsito de cambiar y
mejorar el conocimiento profesional, las précticas docentes en el aula, las habilidades y actitudes de
los profesores vy, a su vez, el aprendizaje de los estudiantes.

Richardson y Placier (2011) sefialan que este cambio docente puede describirse en términos
de aprendizaje, crecimiento, mejora, implementacion de algo nuevo o diferente y un cambio
cognitivo. Esta investigacion doctoral toma como base la nocién de cambio cognitivo docente,
referida por estas autoras al hablar de un cambio en relacién a lo que el profesor conoce, piensa y
hace en su profesion. Un cambio cognitivo es una transicion de un estado menos organizado de
desarrollo a otro méas organizado (Fowler, 1992) o, en palabras de Vygotsky (1978), la transformacion
de un estado actual a otro superior o potencial de desarrollo. Tal como se postula en la teoria histérico-
cultural de Vygotsky, se asume que el desarrollo cognitivo es dinamico y progresivo, por lo que dicho
cambio es una manifestacion de aprendizaje y desarrollo. Méas aun, Fowler argumenta que el cambio

cognitivo tiene direccién hacia un punto final o estado meta en el desarrollo de un individuo.

En esa direccion, Clarke y Hollingsworth (2002) sostienen que el cambio profesional docente
alude tanto a un desarrollo personal como a un crecimiento profesional. EI primero esta orientado a
mejorar su desempefio, desarrollar habilidades o estrategias adicionales en el docente; el segundo,
involucra aprendizaje en una comunidad y cambio en la actividad profesional. De este modo, la
presente investigacion se sitta en la linea del cambio cognitivo docente como un descriptor del
desarrollo profesional de profesores de secundaria, y entendido como una transformacion de las
formas de pensamiento, conocimientos y habilidades del profesor, que ha de reflejarse en la mejora
en su préactica. En particular, aqui se estudio un cambio cognitivo respecto al razonamiento inductivo

de profesores de secundaria.

El razonamiento inductivo es un proceso cognitivo que consiste en inferir leyes o
conclusiones generales por medio de la observacion y conexidn de instancias particulares de una clase
de objetos o situaciones. Se tomé como objeto del estudio a este tipo de razonamiento, porque tiene
una funcion importante en el desarrollo de procesos intelectuales (Klauer, Willmes, & Phye, 2002;

Mousa, 2017), tales como la generacidn y aplicacion de conocimiento (Klauer, 1996), la habilidad de

Razonamiento inductivo en profesores de mateméticas. Un estudio sobre cambio cognitivo y sensibilidad did4ctica. | 1



resolucion de problemas (Haverty, Koedinguer, Klahr, & Alibali, 2000; Molnar, Greiff & Csapd,
2013) y la generalizacion de distintas clases de patrones matematicos (Cafiadas, Castro y Castro,
2008; Neubert & Binko, 1992).

Curricularmente, uno de los objetivos de la educacion secundaria (SEP, 2011; 2017; NCTM,
2000) es que los estudiantes generalicen patrones lineales y cuadraticos a partir de representaciones
numéricas y geomeétricas, y en esta actividad el razonamiento inductivo es clave. Es decir, es un medio
para generalizar desde casos particulares, porque permite descubrir la caracteristica invariante entre
los casos y sintetizarla en una regla general (Bills & Rowland, 1999). En lo escolar, esto implica una
demanda a los profesores de desarrollar en los estudiantes la capacidad de razonar inductivamente
para examinar estructuras, generar argumentos y generalizar. En el mismo sentido, en el plan de
estudios de educacion béasica en México (SEP, 2017) se atribuye a los profesores la funcion
pedagogica de organizar actividades de aprendizaje relacionadas con esta forma de razonamiento,
tales como formular conjeturas y generalizar patrones en la resolucién de problemas matematicos, asi
como de acompafiar a los estudiantes en el analisis, comunicacion y justificacion de su proceso de

solucion.

Por lo anterior, el trabajo se enfoco en el razonamiento inductivo de profesores en secundaria,
porque son quienes principalmente tiene la labor de fomentar e interpretar ésta y otras formas de
razonamiento en los estudiantes (AMTE, 2017; SEP, 2017). Sin embargo, realizar esta labor
representa una problematica. Por un lado, en la practica docente es confuso cémo promover el
razonamiento en el aula (Herberts, Vale, Bragg, Loong y Widjaja, 2015; Stylianides, Stylianides, &
Shilling-Traina, 2013) y es complejo para los profesores reconocer como razonan los estudiantes en
tareas de generalizacion (Callejo & Zapatera, 2017; EI Mouhayar, 2018). Por otro lado, estudios
previos reportan dificultades de profesores en formacion y servicio para generalizar de manera
inductiva, en particular, para obtener la regla de patrones cuadraticos (e.g., Alajmi, 2016; Manfreda,
Slapar, & Hodnik, 2012).

Pese a esta problematica, en la literatura sobre el tema se carece de informacion acerca de
cémo profesores de secundaria razonan inductivamente y como lo incorporan, si fuera asi, en la
ensefianza de conceptos matematicos (Sosa & Cabafias, 2017). Esto es, poco se ha indagado sobre el

razonamiento del profesor, aun cuando es parte constitutiva de su forma de pensar, conocer y actuar.

En este orden de ideas, se presenta el estudio del cambio cognitivo docente respecto al
razonamiento inductivo, tomando como referencia lo propuesto por Fraser, Kennedy, Reid y

Mckinney (2007). Para estos autores, un cambio profesional docente se entiende mejor si se describe
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como “resultado de un proceso de aprendizaje en términos de transacciones entre el conocimiento,
la experiencia y las creencias de los docentes, por un lado, y sus acciones profesionales, por el otro”
(p. 157). Por tanto, el cambio fue analizado en dos aristas: a nivel personal, referido al cambio en el
estado que guarda el razonamiento inductivo en la cognicion del docente; a nivel de la actividad
profesional, en una accion de su practica profesional, en especifico, el redisefio de una actividad de
generalizacion. El objetivo general fue describir el cambio cognitivo y la sensibilidad didactica
respecto al razonamiento inductivo de los profesores y sus implicaciones en el redisefio de una

actividad de aprendizaje.

No obstante, un cambio cognitivo por si mismo no garantiza que se refleje en la practica
docente. Segiin Hopwood (2016), el traspaso del aprendizaje profesional a la practica no se da por
transferencia de informacion, requiere de la sensibilizacion de lo aprendido para cambiar la forma en
que se interpreta la accion en la practica y fortalecer la conexion del conocimiento adquirido con tal
accion. Por tal razon, en el trabajo se presenta la nocion de sensibilidad didactica y se usa como un
medio para analizar la transaccion del cambio cognitivo en el razonamiento inductivo de los
profesores a la accion de redisefio de una actividad de aprendizaje. En este estudio, la sensibilidad
didactica a la induccion se refiere a la capacidad de los profesores de percibir a este razonamiento
como una forma alternativa de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, y sus implicaciones en

su préctica para potenciar el aprendizaje de los estudiantes.

Las acciones para el desarrollo de la investigacion fueron: i) Examinar el estado del
razonamiento inductivo de un grupo de profesores de secundaria; y ii) Disefiar y ejecutar un
Experimento de Desarrollo del Profesor (TDE, por sus siglas en inglés) con el objetivo de analizar un

cambio cognitivo y la sensibilidad didactica en los profesores respecto a este razonamiento.

Para presentar los elementos de la investigacion, este documento se ha estructurado en ocho
capitulos. En el Capitulo 1 se plantean los antecedentes del estudio y la problemética de la
investigacion. En el Capitulo 2 se expone el posicionamiento tedrico sobre el razonamiento inductivo
y el marco de referencia utilizado para examinar el estatus de dicho razonamiento y un cambio

cognitivo en los profesores.

Los fundamentos y constructos tedricos del trabajo se describen en el Capitulo 3. Por un lado,
los principios de la perspectiva histérico-cultural de Vygotsky (1978) sobre el desarrollo humano y
los elementos de la teoria de la Actividad de Leontiev (1984), los cuales se adoptaron para analizar

el cambio cognitivo y estructurar una actividad que lo suscite, respectivamente. Por otro lado, bajo la
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perspectiva del desarrollo docente como un proceso de crecimiento personal y profesional, se presenta

el constructo “sensibilidad didactica” y su marco conceptual.

El Capitulo 4 concierne al marco metodolégico. EI TDE es una modalidad de la metodologia
denominada Investigacion de disefio, se trata de un Experimento de Ensefianza en escenarios de
desarrollo profesional docente. Para estudiar un cambio cognitivo docente se utilizaron dos categorias
de andlisis correspondientes a cada nivel de cambio profesional docente: el personal y el de actividad
profesional. Estas categorias fueron: el cambio cognitivo y la sensibilidad didactica, respectivamente.
En la primera categoria se empled el método microgenético y en la segunda, el método de analisis

tematico.

En el Capitulo 5 se reportan los resultados del estudio sobre el estado del razonamiento
inductivo de profesores de secundaria, en los que se caracterizan los procesos inductivos que usan
para generalizar con éxito, asi como el tipo de dificultades que enfrentan. El Capitulo 6 contiene la
planeacién y disefio del TDE. En este se indican las etapas del experimento, la organizacion de las
sesiones y los objetivos perseguidos en cada una. También, incluye la descripcion de la trayectoria
hipotética de aprendizaje (objetivos, conjeturas y actividades) para el desarrollo del razonamiento de
los profesores. En el Capitulo 7 se detalla el desarrollo de las sesiones, junto con los andlisis y
resultados parciales del TDE.

En el Capitulo 8 se exponen los resultados finales de la investigacion relativos a la descripcion
del cambio cognitivo observado y en qué medida se produce, asi como una caracterizacién de la
sensibilidad didactica al razonamiento inductivo y su papel como mediadora para la transaccion del
conocimiento generado por los profesores a la accion de redisefio de una actividad de generalizacion

inductiva. Finalmente, se plantean conclusiones sobre limitaciones y aportes del trabajo.
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Capitulo 1

Desarrollo profesional docente y
razonamiento inductivo

El tema de la presente investigacién es el desarrollo profesional docente en matematicas, desde la
perspectiva de un cambio en el desarrollo personal y en el crecimiento profesional de profesores. En
esta linea, se considerd como objeto de estudio al cambio cognitivo en el razonamiento inductivo de
profesores de secundaria. En este capitulo se exponen los antecedentes de la investigacion en dos
direcciones: i) estudios sobre desarrollo profesional docente y cambio cognitivo; ii) estudios acerca
del razonamiento inductivo en el aprendizaje y en relacion con la docencia en matematicas. Con base

en los hallazgos de tales estudios se plantea el problema y los objetivos de esta investigacion.

1.1. Desarrollo profesional y cambio cognitivo docente en matematicas

El estudio de los procesos de formacion y desarrollo profesional docente, particularmente en
matematicas, ha transitado por diversas aproximaciones tedricas. Algunos han analizado y
documentado la relacion de dependencia entre el tipo de practica educativa realizada por el
profesorado con el tipo de concepciones, creencias y conocimiento que poseen (e.g., Pajares,
1992; Ponte, 1994; Thompson, 1992). Otros han colocado como eje central de estudio, el tipo
de conocimiento pedagogico y disciplinar que un profesor debiera poseer para desempefiar
profesionalmente su labor, asumiéndose la existencia de un conocimiento “base” para la
ensefianza, (e.g. Leinhardt & Greeno, 1986; Shulman, 1986, 2005).

En la educacion matematica, el andlisis y la caracterizacion del conocimiento de los
profesores para la ensefianza se ha investigado mayormente con base en el modelo

Mathematical Knowledge for Teaching (Ball, Thames, & Phelps, 2008), otros bajo el modelo
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denominado Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge [MTSK] (Carrillo, Climent,
Contreras & Mufoz-Catalan, 2013; Mufioz-Catalan, Contreras, Carrillo, Rojas, Montes,
Climent, 2015) y algunos con enfoque en las dimensiones del Conocimiento Didactico-
Matematico (Pino y Godino, 2015; Pino, Godino & Font, 2016). Estas investigaciones
argumentan que el conocimiento de la estructura matematica, el conocimiento pedagdgico y
la comprension de las conexiones intra y extra matematicas permite a los profesores ser mas
eficaces en el desarrollo del pensamiento matemaético de los estudiantes y en apoyar el

reconocimiento y uso de las estructuras matematicas.

Por otra parte, en la literatura también se han identificado estudios que plantean la
importancia de favorecer la auto reflexion académica y el andlisis de la reflexion sobre la
practica docente, como una forma de que los profesores mejoren su practica y se
responsabilicen de generar su propio conocimiento matematico para la ensefianza (e.g.
Jansen & Spitzer, 2009; Ponte & Chapman, 2006; Walshaw, 2010).

En los trabajos antes citados, la cuestion de la profesionalizacion docente ha sido
atendida desde la perspectiva de los procesos cognitivos del profesor, pero sin considerar el
papel de los colectivos en los procesos de desarrollo profesional. La vision del docente y su
actividad como un sistema complejo, en el que su conocimiento de la matematica se ve
afectado en lo global e individual por la interpretacion colaborativa y la actividad de co-
adaptacion en el aprendizaje, ha sido investigada en el modelo Mathematics for Teaching
(Davis & Simmt, 2003). De este modo, lo social se incorpora a lo cognitivo para estudiar no
cdmo ensefian, sino como aprenden matematicas los profesores, dando mayor importancia al
desarrollo de experiencias docentes en entornos colectivos y transformativos sobre la vision,

estructura y uso de la matematica (Davis & Simmt, 2006).

Desde una perspectiva sociocultural, las investigaciones sobre las experiencias de
profesionalizacion se han analizado mayormente en el contexto de comunidades de practica
(Nufez, Arévalo y Avalos, 2012) o los estudios de clase (Lee, 2008; Lewis, Perry, & Murata,
2006), mediante la conformacion de equipos de estudio entre profesores y formadores de
profesores para la teorizacion de la practica docente y la construccion de conocimiento a
través de acciones reflexivas situadas. También en un encuadre sociocultural, la

profesionalizacion docente en matematicas ha sido abordada desde una mirada
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socioepistemoldgica con énfasis en la nocion de problematizacion del saber matematico
escolar. Bajo esta mirada, la problematizacion del saber es vista como una forma en que el

profesor pueda empoderarse de su actividad (Reyes-Gasperini y Cantoral, 2014).

Es de notar que, en el tema de la profesionalizacion docente en matemaéticas, la
mayoria de las investigaciones se han centrado en el conocimiento, las creencias o
concepciones, la practica reflexiva y la nocion de aprendizaje situado (comunidad de
préacticas). No obstante, en pocos estudios se ha cuestionado cémo construye conocimiento
matematico el profesor o se ha intentado trascender del conocimiento al razonamiento
matematico, aun cuando dicho razonamiento forma parte del sistema complejo de

pensamientos, conocimientos y practicas inherentes al quehacer docente en matematicas.

En términos generales, el tema de la profesionalizacion docente ha sido estudiado
desde la perspectiva de un cambio en el profesor en relacion a lo que conoce, piensa y hace
en su profesién. Segun Richardson y Placier (2001), el cambio docente puede describirse en
términos de aprendizaje, crecimiento, socializacion, mejora, implementacion de algo nuevo
o diferente, auto-estudio, cambio afectivo y cognitivo. En un sentido cognitivista, el cambio
es sindénimo de aprendizaje y es esencial para el desarrollo (Dole & Sinatra, 1998; Siegler &
Crowler, 1991).

La presente investigacion doctoral se fundamenta en la nocion de cambio docente
referida en Richardson y Placier (2001), entendido como un descriptor del desarrollo
profesional de profesores de matematicas. A decir de estas autoras, las investigaciones en el
tema se han focalizado en examinar el conocimiento de la practica, del contenido, asi como
la reflexion de la préactica, a fin de determinar sus efectos en procesos de cambio en el
profesor. Desde una mirada de las teorias del aprendizaje constructivista, los cambios
relativos a lo que conoce y piensa el profesor son denominados por estas autoras como
cambios cognitivos. Al respecto, en la teoria histérico-cultural de Vygotsky se establece que
el desarrollo cognitivo es dindmico y progresivo (Vygotsky, 1978), y un cambio cognitivo
representa la transformacion de cierto estado de desarrollo y su ascenso a un estado superior.

Por ende, denota aprendizaje y desarrollo.
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El cambio profesional docente connota desarrollo personal del profesor y
crecimiento profesional (e.g., Clarke & Hollingsworth, 2002; Day, 1999). El cambio como
desarrollo personal involucra la modificacion o transformacion de actitudes, percepciones,
habilidades, pensamiento y estrategias del profesor con la intencion de mejorar su practica;
el cambio como crecimiento profesional concierne a las adaptaciones y modificaciones que
el profesor hace en su practica, mejordndola. En este trabajo, se estudia el cambio cognitivo
docente entendido como una transformacion en el pensamiento y conocimiento del profesor,

que repercute en su practica en términos de mejoras en su quehacer profesional.

La consideracién del cambio cognitivo docente, tanto a nivel personal como
profesional, se refuerza con la idea de que el cambio profesional se entiende mejor si se
describe como: “resultado de un proceso de aprendizaje en términos de transacciones entre
el conocimiento, la experiencia y las creencias de los docentes, por un lado, y sus acciones
profesionales, por el otro” (Fraser, Kennedy, Reid, & Mckinney, 2007, p. 157). Es decir, se
asume que un desarrollo profesional del profesor debe entenderse como un cambio cognitivo
que trasciende a lo personal y se sitGa en mejoras a la practica, por ende, en el aprendizaje de
sus estudiantes (nivel micro) y en la mejora de la calidad educativa (nivel macro). Por tanto,
el cambio cognitivo docente es considerado como un indicador de aprendizaje y desarrollo

profesional del profesor.

De acuerdo con Hopwood (2016), el traspaso del aprendizaje profesional a la practica
se realiza en escenarios con colectivos de profesionales donde se producen formas
cambiantes de conocimiento relacionadas con la accién en la practica, a traves de conectar
los conocimientos de una persona a otra en la accion y la interaccion, dando lugar a cambios
en la interpretacion de la accion. Este autor sostiene que el traspaso puede entenderse en
términos de dos funciones del aprendizaje profesional: conexién y sensibilizacién. Hopwood
sefiala que la conexion del conocimiento con la experiencia profesional, Util para transformar
la practica, no se logra por si mismo. Por el contrario, esta conexion a menudo se produce de
manera deliberada, cuestionando y discutiendo colectivamente el conocimiento emergente

del aprendizaje, mediante la interaccién entre profesionales.

La conexion del conocimiento de un profesional con la accion en la préactica se

afianzan a través de la sensibilizacién (Hopwood, 2016). Considerando que el aprendizaje
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profesional implica reposicionarse en relacion con los conocimientos y las acciones de otros
pares (Edwards, 2000), esta funcion del aprendizaje es la que permite acceder a formas
alternativas de interpretar la accion en la practica y abrir nuevas posibilidades de actuacion
en ésta. En efecto, en experiencias de aprendizaje profesional con colectivos de profesores
de educacion basica, se ha constatado empiricamente que la sensibilizacion didactica
respecto a lo que conoce y cdmo lo conoce (en el dominio matemaético y pedagdgico), y las
implicaciones de tal o cual practica en el aprendizaje de sus estudiantes, favorece la
reorganizacion de su practica en el aula al reconocer y aceptar la funcionalidad de nuevas

formas de ensefianza y aprendizaje de conceptos matematicos (Sosa y Aparicio, 2017).

Por consiguiente, se asumio que la sensibilidad tiene una funcién mediadora de la
transaccion entre un cambio cognitivo personal y la actividad profesional. Sosa y Aparicio
(2017) denominan sensibilidad didactica a la capacidad de los profesores para percibir
formas alternativas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, los alcances y
limitaciones de su préactica, y sus implicaciones en el aprendizaje de los estudiantes, segun el

tipo de conceptualizacion matematica y pedagdgica presente en ellos.

En esta investigacion, se estudia el cambio cognitivo docente respecto al
razonamiento inductivo en profesores de matematicas de secundaria. A nivel personal, se
analiza un cambio cognitivo en el razonamiento de los profesores, esto es, una transformacién
en el estado que éste guarda en su cognicion. En este nivel, el cambio estara indicado por el
transito de un estado inicial a un estado superior de desarrollo del razonamiento inductivo de

los profesores (Fowler, 1992; Vygotsky, 1978).

A nivel de la actividad profesional, se indaga si ese cambio cognitivo repercute en
una accién de la préctica profesional, como es el redisefio de una actividad de aprendizaje
matematico. Puesto que la generalizacion es una actividad que potencia el aprendizaje
(Demonty, Vlassis, & Fagnant, 2018; Warren, Trigueris, & Ursini, 2016) y el razonamiento
inductivo es un medio para generalizar (Bills & Rowland, 1999; Sriraman & Adrian, 2004),
el redisefio consistié en la modificacion de una actividad de generalizacion de acuerdo con

una logica inductiva.
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Para dar cuenta de la transaccion entre el razonamiento inductivo de los profesores y
una accion de la practica docente, se analiza su sensibilidad didactica a este tipo de
razonamiento. Es decir, su percepcion acerca del razonamiento inductivo y los procesos
cognitivos subyacentes, y su uso en la ensefianza de un concepto matematico. Por lo que la
sensibilizacion didactica (aumento de sensibilidad) en los profesores se observara si hay una
ampliacion en el conocimiento que poseen acerca de la induccion y una transformacion de
su interpretacion en la ensefianza de un concepto, asi como en el uso que hagan de este

conocimiento en el redisefio de la actividad de aprendizaje.

En la Figura 1.1 se presenta un esquema del objeto de estudio de la investigacion y

los elementos tedricos asociados.

Aprendizaje y desarrollo profesional docente

Cambio cognitivo
docente

Y Y

Nivel personal: Nivel de actividad

Cambio cognitivo en el profesional: accion de la
razonamiento inductivo de practica: Redisefio de una
los profesores. actividad de generalizacion.

Transformacion de 1

estado actual a superior
de desarrollo del RI

Uso de la l6gica y
procesos del RI

Sensibilidad didactica
(Percepcion e implicacion del razonamiento en la E-A)

Razonamiento inductivo (RI)

Figura 1.1. Esquema del cambio cognitivo docente respecto al razonamiento inductivo y los

elementos teéricos involucrados.

La atencion en esta forma de razonamiento obedece a dos consideraciones. Por un
lado, es una via de ensefianza para la conceptualizacion o formacién de conceptos en
matematicas, ya que ayuda a realizar abstracciones y generalizaciones (Dorfler, 1991;
Sriraman & Adrian, 2004). Por otro, en la educacion secundaria se demanda que los
estudiantes generalicen distintas clases de patrones lineales y cuadréaticos para obtener reglas
generales y formulas (NCTM, 2000; SEP, 2011; 2017). Y en la actividad de generalizacion,
el razonamiento inductivo es clave (Haverty et al., 2000; Neubert & Binko, 1992), debido a
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que permite descubrir caracteristicas invariantes entre casos particulares y sintetizar estas

caracteristicas en una regla general (Bills & Rowland, 1999).

1.2. Investigaciones sobre razonamiento inductivo de nifios y jovenes

El razonamiento inductivo ha sido ampliamente valorado en diversas areas del conocimiento
cientifico, pues se ha podido constatar sus aportes en el descubrimiento de principios
universales de fendmenos a partir de la observacion empirica de hechos particulares (Frank,
1991; Shapiro, 2007). Este juega un rol significativo en la mejora de los procesos del
desarrollo intelectual tales como la inteligencia, la resolucion de problemas y las estrategias
de razonamiento (Hayes, Heit, & Swendsen, 2010; Klauer & Phye, 2008; Mousa, 2017). Por
estas razones, diversos investigadores en el campo de la educacion matematica se han
interesado en analizar los procesos implicados y las formas de favorecer dicho razonamiento
en situacion escolar (e.g., Molnéar, 2011; Papageorgiou, 2009; Klauer & Phye, 1994;
Sriraman & Adrian, 2004).

La mayor parte de la literatura en este tema se ha enfocado en el aprendiz, mas que
en quien ensefa, y han probado que es posible desarrollar el razonamiento inductivo desde
la educacion basica. Desde una perspectiva psicoldgica, Klauer (1990; 1996) experimenta un
conjunto de tareas para la prescripcion y entrenamiento de esta forma de razonamiento en
nifios. Establece que el razonamiento inductivo se puede potenciar mediante estrategias
basadas en la comparacion para descubrir similitudes o diferencias entre los atributos y las
relaciones de objetos, a partir de una genealogia de tareas basadas en la clasificacion de

objetos y la formacion de sistemas de relaciones.

La tipologia de tareas propuesta por Klauer ha sido la base de varias investigaciones
para medir el impacto de programas de instruccion o entrenamiento del razonamiento
inductivo en relacion con la mejora de procesos intelectuales en nifios. Por ejemplo, Tomic
(1995) mide el efecto de transferencia de un programa de este tipo en nifios de siete afios en
promedio. La transferencia, medida en términos de un cambio mas o menos duradero en la
habilidad de un nifio para resolver problemas, resulté con un efecto positivo en la duracion
de la habilidad. Tambien, el programa mostro efectividad en tareas de transferencia cercana

a lejana, es decir, tareas sobre el mismo concepto, pero presentada con estimulos o
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condiciones diferentes a aquellas del entrenamiento. Klauer, Willmes y Phye (2002) analizan
el alcance de un programa de entrenamiento del razonamiento inductivo en relacion con la
inteligencia fluida y la cristalizada en nifios. La primera clase de inteligencia esta involucrada
en la resolucion de problemas, mientras que la segunda esta implicada en la adquisicion de
conocimiento declarativo y es considerada como producto de la inteligencia fluida y
educacién. El programa de entrenamiento impactd positivamente en ambas clases de

inteligencia, pero en mayor medida en la fluida que en la cristalizada.

Molnar (2011) evalta el efecto longitudinal de un programa de instruccion
caracterizado por el fomento ludico del razonamiento inductivo en nifios de primer grado (6-
8 afios) de educacion primaria. La instruccion se baso en la resolucion de 120 problemas
compuestos de los seis tipos de tareas propuestas en la teoria de Klauer: generalizacion,
discriminacion (entre atributos de objetos), clasificacion-cruzada, reconocimiento de
relaciones, discriminacion entre relaciones y formacion de sistema. El efecto positivo y a
largo plazo en el incremento del nivel de razonamiento inductivo en los nifios, evidencio que

dicho razonamiento podria ser desarrollado desde edad temprana.

En Matematica Educativa, varios estudios (e.g., Cafadas, Castro y Castro, 2008;
Haverty, Koedinguer, Klahr y Alibali, 2000; Molnér, Greiff y Csap6, 2013) coinciden en
sefialar que el razonamiento inductivo permite desarrollar las habilidades de los estudiantes
para resolver problemas y generalizar diferentes patrones matematicos. Papageorgiou (2009)
evalla los efectos de una instruccidn que combina resolucion de problemas de razonamiento
inductivo y el desarrollo de conceptos matematicos en un aula de primaria. En la instruccion
se utilizo el formato de problemas similitud y disimilitud propuestos por Klauer, los cuales
estaban enfocados a la busqueda de atributos y relaciones entre objetos aritméticos y
geométricos (Figura 1.2). Como resultado se obtuvo que este enfoque de instruccién fue
efectivo en mejorar la habilidad de los nifios para resolver este tipo de problemas y fomentar
el desarrollo de conocimientos conceptuales y procedimentales para la construccion de sus

esquemas.
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Attributes tasks Relations tasks

' Similarity The numbers below have Complete with the right number. '
something in common. Write the 1 5 13 29
common feature of thenumbers: ~_ ~ U7
4,16, 8, 32, 20, 100, 40 (@33 (B)37 (45 (961
Dissimilarity Find the numbers that does not ~ One of the figures disturbs the
fit in with the others and put itin sequence. Find it and define the
a circle. Explain. right sequence.
9 21 11 15 12 623 aloOalaoOa
Integration ~ Write the number 24 in the Complete the empty cell with the
appropriate cell. Explain. appropriate number.
6 18 |16 8 8 4 2
12 . 2 | 1 N N
3 15 (7 25 2 4
9 5

Figura 1.2. Problemas sobre similitud y/o disimilitud. Fuente: Papageorgiou (2009, p. 317).

Por su parte, Haverty, Koedinguer, Klahr y Alibali (2000) indagan los procesos
cognitivos involucrados en el razonamiento inductivo de estudiantes de licenciatura o
pregrado al resolver problemas sobre funciones cuadréticas. Estos autores muestran que las
actividades inductivas de recoleccion de datos, reconocimiento de patrones y generacion de
hipdtesis posibilitan la resolucion exitosa de problemas que involucran descubrir la formula
de dichas funciones. El papel de lo inductivo radicd principalmente en orientar el
establecimiento de relaciones entre pares de valores de dos variables y la deteccion de
patrones por parte de los jovenes, para asi obtener la formula de la funcidn que se ajustaba a

esos valores.

Molnér, Greiff y Csap6 (2013) examinan los niveles de desarrollo del razonamiento
inductivo, la resolucién de problemas en un dominio especifico (matematico) y la resolucion
de problemas complejos a lo largo de la escolarizacién, desde tercero a onceavo grado
(estudiantes de 9 a 17 afios). Asimismo, describen las relaciones entre estos procesos en
general y como cambian a través del tiempo. Entre los hallazgos del estudio se identificé que
el razonamiento inductivo guarda una fuerte relacion con la resolucién de problemas
complejos a lo largo de esa etapa escolar, y contribuye a la adquisicion y aplicacion de
conocimiento para la resolucion de problemas matematicos. Adicionalmente, se encontro que
el periodo escolar mas efectivo para fomentar el desarrollo de este razonamiento en relacion
con la resolucion de esta clase de problemas es el equivalente a la educacién secundaria en

México (12-14 afios de edad en promedio).
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Algunas investigaciones (Cafiadas & Castro, 2007; Cafiadas, Castro y Castro, 2008,
2009) se han centrado en identificar las estrategias y las fases de razonamiento inductivo que
siguen estudiantes de secundaria en la resolucion de problemas sobre sucesiones lineales y
cuadraticas. Por ejemplo, Cafiadas y Castro (2007) desarrollan y validan empiricamente un
modelo de las fases de razonamiento de los estudiantes, entre las que se encuentra la
identificacion de patrones, la formulacién de conjeturas y la generalizacion. En tales estudios
se reporta que los estudiantes inducen mayormente basados en estrategias numéricas por
encima de las figurales, y la identificacion de patrones es fundamental para generalizar de

manera inductiva.

Otros trabajos con foco en el razonamiento inductivo se han desarrollado en la linea
de propuestas instruccionales para el aprendizaje matematico. Tal es el caso del trabajo
realizado por Koedinger y Anderson (1998), quienes experimentan un tutor computacional
con soporte inductivo para favorecer la habilidad de simbolizar algebraicamente en
estudiantes de nivel medio superior. La estrategia de simbolizacion en el tutor consistia en
inducir a la obtencién de expresiones algebraicas de situaciones problema a partir de
reconocer patrones en operaciones aritméticas. En la adquisicién de dicha habilidad, la
estrategia inductiva propuesta en el tutor, mostré6 mayor efectividad que la estrategia de

traduccion directa de las palabras a los simbolos basada en una l6gica deductiva.

Por otra parte, Murawska y Zollman (2015) proponen una secuencia de tareas de
razonamiento inductivo, basadas en el modelo Inquiry Continuum (indagacién continua con
preguntas) para educadores de ciencias. Las tareas favorecieron que los estudiantes
conjeturan, construyeran argumentos y cuestionaran los razonamientos de los compafieros, y
asi lograr formular generalizaciones. Si bien la propuesta de ensefianza basada en lo
inductivo, promovié la comprension conceptual y el desarrollo de esta clase de competencias
matematicas en los estudiantes, los autores sefialan algunas limitaciones de esta. Por un lado,
que los estudiantes obtengan falsas generalizaciones y piensen que las generalizaciones
obtenidas son argumentos de una prueba formal. Por otro, la funcionalidad de la propuesta
puede limitarse si el conocimiento pedagdgico y de contenido del profesor es insuficiente
para promover estrategias de pensamiento en los estudiantes y generar condiciones para un

discurso significativo a lo largo de la actividad.
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Es indudable que el razonamiento inductivo soporta cognitivamente los procesos de
resolucion de problemas y generalizacion en particular, y el aprendizaje matematico en
general, como muestra la evidencia empirica que ha derivado de la investigacion en
disciplinas como la Psicologia y la Matematica Educativa. La induccion constituye parte
esencial de estos procesos también en el curriculo escolar y para la consecucion de los
objetivos de la educacion basica en matemaéticas (NCTM, 2000). Johnassen, Beissner y Yacci
(2013) sefialan que la adquisicion de un conocimiento estructural en el aprendizaje
matematico se basa en procesos relacionados con lo inductivo, tal como la generalizacion de

diferentes tipos de patrones.
1.3. Papel del razonamiento inductivo en el aprendizaje matematico

Historica y filosoficamente la construccion de conocimiento cientifico y matematico ha
estado estrechamente ligada a procesos tanto cognoscitivos como socioculturales que en su
mayoria iniciaron con razonamientos inductivos, con el estudio de casos particulares y la
deteccidn de patrones locales que se racionalizaron para hacer una generalizacion o validar
algin resultado (Poincaré, 1914; Pineda, 2009). Al respecto, Poincaré afirmaba que “El
verdadero razonamiento matematico es una induccion real [...] procediendo de lo particular
a lo universal” (p. 185). Hoy dia se reconoce que la induccion, junto con la deduccion,
constituye una forma de razonar que es importante para la construccién del conocimiento y

sustenta procesos de aprendizaje matematico.

El razonamiento inductivo es una forma de pensamiento que esta relacionada con la
adquisicién y aplicacion de conocimiento y la resolucion de problemas (Klauer, 1996;
Molnar et al., 2013; Pélya, 1957). Por tanto, es una via de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. EI conocimiento y la formacion de conceptos matematicos son resultado de la
abstraccién y generalizacion de las caracteristicas esenciales de un objeto matematico en
situaciones especificas (Sosa, Cabarias y Aparicio, 2019a). En un sentido cognitivo, formar
un concepto significa “seleccionar algunas caracteristicas de entidades particulares y
descartar algunas otras; entonces se forma una entidad generalizada” (Hodnik & Manfreda,
2015, p. 286). Es decir, la generalizacion de las caracteristicas esenciales de estas entidades

conduce a la formacion de un concepto; tal generalizacion es producto de un proceso
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inductivo que consiste en reconocer lo invariante en experiencias o situaciones particulares
(Sriraman & Adrian, 2004).

Por otro lado, las personas procesan informacion y adquieren conocimiento en la
resolucion de problemas empleando razonamiento inductivo (Haverty et al., 2000; Molnér et
al., 2013). Varios problemas matematicos poseen contextos distintos pero estructura similar,
de manera que este razonamiento es Util para reconocer la estructura comun de los problemas
y generalizar los métodos de resolucién (Sriraman & Adrian, 2004). De acuerdo con Klauer
(1996), el efecto del desarrollo del razonamiento en la mejora de la habilidad de resolver
problemas lo explica el hecho de que éste conduce a “detectar regularidades, sean clases de
objetos representados por conceptos geneéricos, estructuras comunes entre diferentes objetos
0 esquemas, que permitan a los estudiantes identificar la misma idea basica en diversos

contextos” (p. 53).

Curricularmente, desarrollar el razonamiento inductivo ha sido una demanda
constante para apoyar procesos de aprendizaje matematico tales como la resolucion de
problemas no rutinarios, la formulacion de conjeturas, la realizacion de generalizaciones
matematicas y la construccion de argumentos y pruebas (NCTM, 2000; Common Core State
Standards Initiative, 2010). Investigaciones empiricas respaldan la idea de que la
argumentacién basada en razonamientos inductivos coadyuva y soporta la justificacion de
conjeturas y la construccion de pruebas (e.g., Conner, Singletary, Smith, Wagner, &
Francisco, 2014; Martinez & Pedemonte, 2014). Wilhelm y Beishuizen (2003), argumentan
que los procesos del aprendizaje inductivo autodirigido como la generacién de hipotesis, el
disefio de experimentos sistematicos, la resolucion de tareas concretas y establecimiento de

inferencias, son transformativos y potencian el aprendizaje matematico.

En el Marco Matematico del TIMSS 2015, el razonamiento matematico es uno de los
dominios cognitivos que se precisan para el desarrollo de un pensamiento sistematico en
nifios y jovenes, el cual les permita plantear y resolver problemas en diferentes contextos. En
este marco, el razonamiento inductivo y el deductivo estan asociados a acciones tales como
analizar-sintetizar, observar y formular conjeturas, generalizar, justificar y hacer deducciones
I6gicas basados en suposiciones o reglas especificas (Grgnmo, Lindquist, Arora, & Mullis,
2013).
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Por su parte, el Consejo Nacional de Profesores de Matematicas (NCTM, por sus
siglas en inglés, 2000) enfatiza la necesidad de desarrollar el razonamiento inductivo en
estudiantes de secundaria para examinar estructuras, generar argumentos y formular
generalizaciones sobre patrones lineales o cuadraticos. A su vez, la actividad de generalizar
regularidades numéricas y geométricas ha sido resaltada por distintos autores como una
forma de propiciar el desarrollo del pensamiento algebraico en la escuela (Demonty, Vlassis,
& Fagnant, 2018; Warren, Trigueros, & Ursini, 2016). Y el razonamiento inductivo es un
proceso cognitivo esencial para llevar a cabo esta actividad, porque permite el
descubrimiento de caracteristicas invariantes entre casos particulares y sintetizar estas

caracteristicas en una regla general (Bills & Rowland, 1999).

En México, en el curriculo matematico de educacion basica, en la reforma de 1992 se
hacia explicita la importancia de promover el razonamiento inductivo en relacién con el
desarrollo de la habilidad para resolver problemas y de procurar el transito de esta forma de
razonamiento al deductivo, particularmente en educacion secundaria. En los mas recientes
programas de estudio (SEP, 2011; 2017) ha quedado algo implicito cémo y cuando
fomentarlo, pero como antes se ha mencionado, sustenta varios procesos de aprendizaje

matematico en secundaria, entre ellos, la generalizacion.

En la educacion secundaria, uno de los primeros retos cognitivos que enfrenta el
estudiante en matematicas estd asociado con la generalizacion en méas de un sentido. Por
ejemplo, obtener expresiones generales o ecuaciones hasta de segundo grado que definen
patrones matematicos para modelar y resolver problemas es uno de los propoésitos de estudio
en este nivel educativo (SEP, 2011; 2017). En relacion con el desarrollo del pensamiento
algebraico, se pretende que los estudiantes generalicen propiedades y relaciones numeéricas,
obtengan la regla general de una sucesion lineal o cuadratica e identifiquen expresiones
algebraicas equivalentes. Adicionalmente, se espera que los jovenes de secundaria
generalicen métodos o resultados a partir del analisis y resolucion de problemas particulares.
En ambos sentidos de la generalizacion, el razonamiento inductivo adquiere un papel clave
(Haverty, et al., 2000; Neubert & Binko, 1992; Sriraman & Adrian, 2004).

Por consiguiente, en el curriculo matematico de este nivel educativo, el razonamiento

inductivo esta conectado con la generalizacion de patrones lineales y cuadraticos en el eje
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tematico sobre pensamiento algebraico, entre otros contenidos. Obtener la regla general de
esta clase de patrones es un aprendizaje esperado relativo al tema “Patrones y ecuaciones”.
Es asi que hoy en dia, varios de los libros de texto gratuitos recomendados por la Secretaria
de Educacion Publica (2018) para matematicas en secundaria, proponen tareas sobre patrones

numéricos y figurales para la ensefianza de ecuaciones de primer y segundo grado.

En el libro “Matematicas 3. Desafios matematicos” (Ramirez, Castillo, Vergara,
Flores y Azpeitia, 2014), por ejemplo, el razonamiento inductivo se relaciona con la
resolucion de tareas cuyo propdsito es generalizar un patrén a partir de datos numeéricos para
obtener una expresion algebraica cuadratica. En una de las actividades extraidas de este libro
(Figura 1.3) puede observarse que en las tareas se plantea buscar la relacion entre los valores
del nimero de cubos que forman cada figura en una secuencia para obtener la expresion

algebraica correspondiente al niamero de cubos de la figura en la enésima posicion.

Patrones y ecuaciones

Obtencion de una expresion general cuadratica para definir el ene-
simo término de una sucesion

Leccion 29. Expresiones cuadraticas
£n 1as lecciones anteriores has resuelto problemas utilizando ecuaciones cuadraticas, ére-
cuerdas algunos de ellos?, ¢cconsideras que 1as ecuaciones cuadraticas se podrian utilzar

para resoiver otro tipo de preblemas? Coméntalo con un companero,

1. Formen equipos y observen cada llustracién. Después contesten en sus cuadernos
las preguntas.

1 2 3

a) Cuenten los cubos y comgleten la siguiente tabla,

[ husteacion R W
[Nameodecues | | | |

* Analicen la tabla y busquen la relacidén que existe entre el nimero de lIa posi
cidn de la figura y el nimero de cubos con ks que esta formada.

« Sicontin(an la sucesion, écudntos cubos formarian a cuarta ilustracién?, éy
cudntos la quinta?

* ¢Con cuantos cubos se puede formar 1a ilustracion que ocupara 12 vigésima
posicién en la sucesion?

* ¢Qué hicieron para conocer la respuesta?

» ¢Consideran gue las soluciones a las preguntas anteriores se pueden obte-
ner a través de expresiones cuadraticas? Justifica tu respuesta.

b) Completen Ia tabia con los resultados que obtuvieron.

[ stracion | 1 [ 2] 3] a5 |wo]22o][s] =]
A I

INunmrodomm l l ‘ [

nacion se conc uye que si v es el ndmero de la posicién
buscado de esta sucesion, 1a expresion algebraica que
el nimero de cubos que se necesitan para representar la

* A partir de esta
que oot el ni

* En grupo, expliquen por qué consideran que esta expresion es la correcta,

Figura 1.3. Actividad sobre patrones y ecuaciones en un libro de texto.
Fuente: Ramirez, Castillo, Vergara, Flores y Azpeitia (2014, p. 168).
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No obstante, las concepciones y practicas en la ensefianza de ecuaciones por
profesores de secundaria en México, se centran en la forma de las expresiones algebraicas y
se dirigen a la obtencién de elementos particulares tales como la solucién, los valores
especificos de una variable o puntos en la grafica que representa (Cedillo, 2006). En adicion,
Tossavainen, Attorps y Véisénen (2012) afirman que, en las concepciones de ecuacion de
profesores de secundaria se atribuye mayor importancia al valor de verdad y a la sintaxis de
su expresion. Estos autores concluyen que las ecuaciones también son vistas como etiquetas
para problemas algebraicos y dichas concepciones obstaculizan fomentar en los estudiantes
el pensamiento algebraico. En consecuencia, en la ensefianza prevalece una légica deductiva,
con discursos que inician con el establecimiento de ecuaciones generales y continGan con

ejemplos de su uso en casos particulares, con poca o nula atencién al estudio de patrones.

Por otra parte, el estudio matematico de fendmenos de las ciencias (Fisica, Quimica
y Biologia), que inicia justo en esta etapa escolar (SEP, 2011), entrafia practicas inductivas
para el descubrimiento de leyes y principios, por medio de la observacion y el andlisis de las
causas que los producen. Por tanto, el saber razonar inductivamente o tener la oportunidad
para desarrollar dicho razonamiento, resulta también relevante para el uso de las matematicas

y aprendizaje de ciencias en secundaria.

La incorporacion del razonamiento inductivo en las aulas de clase de matemaéticas,
demanda contar con profesores sensibles al papel de este razonamiento como una via de
ensefianza y aprendizaje de los conceptos matematicos, y suficientemente preparados para
promoverlo en sus estudiantes. Este aspecto ha pasado casi inadvertido en la literatura
especializada sobre procesos de formacién y desarrollo profesional docente en matematicas
en particular, en tanto poco se ha investigado sobre el estado del razonamiento inductivo en

los profesores y en la practica docente.

1.4. Razonamiento inductivo y docencia en matematicas

Ciertamente, desarrollar el razonamiento inductivo no solo es cuestion de los estudiantes,
sino también de los profesores. Ellos tienen la importante labor de fomentar, interpretar y

vigilar el razonamiento matematico de los estudiantes, asi como ayudarlos a reconocer sus
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limitaciones y posibilidades (AMTE, 2017; NCTM, 2000, SEP, 2017). Por ejemplo, los
profesores necesitan ser capaces de identificar y explicar las acciones del razonamiento de
los estudiantes al generalizar desde instancias particulares (EI Mouhayar & Jurdak, 2013;
Rivera & Becker, 2007).

Sin embargo, realizar esta labor representa una problematica. Por un lado, poco se
enfatiza el razonamiento matematico, incluyendo el inductivo, en la practica docente y existe
falta de claridad en como promoverlo en el aula, tanto para profesores en formacion como en
servicio (Herbert, Vale, Bragg, Loong, & Widjaja, 2015; Stylianides, Stylianides, & Shilling-
Traina, 2013). Ademas, investigaciones previas han mostrado que interpretar y prestar
atencion al razonamiento de los estudiantes en tareas de generalizacion es cognitivamente
desafiante para los profesores (Callejo & Zapatera, 2017; EI Mouhayar & Jurdak, 2013;
Melhuish, Thanheiser, & Guyot, 2018). En particular, EI Mouhayar (2018) sefiala que
reconocer propiedades y relaciones de aspectos generales de un patron en tareas de

generalizacion lejana es complejo para ellos.

Por otro lado, diversos estudios remarcan que profesores de primaria y secundaria
enfrentan dificultades para generalizar desde una clase finita de casos particulares;
especialmente en la generalizacién de patrones no lineales, como es el caso de los cuadraticos
(e.g., Alajmi, 2016; Hallagan, Rule, & Carlson, 2009; Rivera & Becker, 2003). Se asume que
estas dificultades estan relacionadas con el nivel de desarrollo de su razonamiento inductivo
porque éste ayuda a percibir caracteristicas, estructuras y reglas generales a partir de la
observacion de similitudes entre hechos o casos particulares (Bills & Rowland, 1999; Pdlya,
1966), lo cual es esencial para generalizar (Clements & Sarama, 2009; Rivera, 2010; Rivera
& Becker, 2016).

Las investigaciones sobre razonamiento inductivo y docencia en matematicas en su
mayoria se han conducido con profesores en formacion y atafien solamente al nivel personal
de desarrollo del profesor, en especifico se han enfocado en su cognicion. Estas se han
ocupado en analizar el rol de la induccion y la abduccion al realizar generalizaciones sobre
clases de objetos abstractos (Rivera & Becker, 2007); reconocer la relacion del razonamiento
inductivo y deductivo con estilos de aprendizaje (Arslan, Gocmencelebi, & Tapan, 2009); y

detectar los tipos de razonamientos que involucra el proceso de descubrimiento matematico
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en una clase para profesores en formacion (Soler-Alvarez & Manrique, 2014). En estos
trabajos puede hallarse una tipificacion de los razonamientos (abductivo, inductivo o
deductivo) que profesores en formacion emplean al resolver ciertos problemas matematicos.
En particular, Arslan, Gécmencelebi y Tapan (2009) concluyen que las respuestas a
problemas que involucran generalizaciones se basan esencialmente en argumentos inductivos

por encima de los deductivos.

Especificamente, los estudios sobre el razonamiento inductivo se han enfocado en
entender, desde la etapa de formacién profesional de profesores, los contextos y formas de
reconocer similitudes al generalizar por induccion a partir de representaciones numéricas y
figurales (Rivera & Becker, 2003), asi como los niveles de profundizacion y las estrategias
que emplean al resolver un problema de generalizacion razonando de manera inductiva
(Manfreda, Slapar, & Hodnik, 2012).

Estos estudios han usado tareas de generalizacion de patrones lineales y cuadraticos
y han mostrado que los profesores en formacion inducen reglas generales usando diferentes
estrategias. Por ejemplo, ellos tienden a usar estrategias de similitud numérica sobre las
figurales, pero quienes inducen por similitud figural parecen ser mas capaces de justificar y
dar sentido a sus generalizaciones (Rivera & Becker, 2003; 2007). Manfreda et al. (2012)
argumentan que no todas las estrategias son igualmente efectivas para generalizar, en
particular cuando se trata de un patrén cuadratico. Estas autoras sefialan que las estrategias
de producto, binomio y suma son mas efectivas cuando se generaliza, mientras que la

estrategia recursiva de diferencias suele conducir generalizaciones incorrectas.

Los resultados de estas investigaciones reafirman que los profesores tienen dificultad
para generalizar patrones cuadraticos cuando razonan de manera inductiva. Manfreda vy
colaboradores (2012) identificaron diferentes niveles de profundizacion en la generalizacion
de un patrén con funciones cuadraticas; aunque la mayoria identifica el patron numérico,
pocos fueron capaces de obtener la expresion general. Segun Rivera y Becker (2003), ellos
se enfocan més en los atributos invariantes de numeros que en las relaciones entre objetos al
inducir reglas generales. En adicion, si bien la estrategia recursiva es la mas utilizada para

generalizar patrones cuadraticos, ésta hace mas dificil reconocer la estructura del patrén
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cuadratico y por ende, alcanzar la generalizacion (Alajmi, 2016; Manfreda et al., 2012;
Yesildere & Akkog, 2010).

En conclusién, puede decirse que la capacidad para razonar inductivamente de los
profesores de matematicas influye en su forma de realizar generalizaciones. Los estudios
previos muestran que ellos tienden a usar razonamiento inductivo en tareas de generalizacion
desde casos particulares, pero tienen dificultades para llegar a producir una generalizacion
correcta; en particular, las mayores dificultades ocurren al intentar generalizar patrones
cuadraticos. Por otra parte, estos estudios se centran en un aspecto personal del profesor tal
como su cognicion, pero poco se conoce acerca de este razonamiento en relacion con su
practica profesional. Se carece de informacion sobre como los profesores lo perciben y cémo
lo interpretan en la ensefianza, tampoco si lo usan y de qué manera en acciones de la practica
docente. Por tal motivo, fue de interés examinar el cambio cognitivo docente respecto al
razonamiento inductivo no solo a nivel personal de desarrollo del profesor, sino también a

nivel profesional.

1.5. Problemay preguntas de investigacion

Uno de los niveles educativos en los que mayor demanda y efecto tiene el desarrollo del
razonamiento inductivo en los estudiantes para el aprendizaje matematico es la secundaria.
En particular, es necesario para ayudarlos a conectar instancias particulares y sistematizar el
reconocimiento de distintas clases de patrones y, por consiguiente, la generalizacion
(Canadas & Castro, 2007; Haverty et al., 2000; Sriraman & Adrian, 2004). El profesor es
quien principalmente tiene la labor de incorporar estrategias y medios en la préactica de
ensefianza que propicien el desarrollo de procesos inductivos en los estudiantes. No obstante,
como antes se ha mencionado, la movilizacion de esta forma de razonamiento en tareas de
generalizacion por parte de profesores de educacion basica representa una problematica. Por
un lado, les resulta poco claro y desafiante como promoverlo e interpretarlo en sus estudiantes
y por otro, es cognitivamente complejo para ellos lograr generalizar patrones no lineales de

manera inductiva, especialmente los de tipo cuadratico.
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En consecuencia puede decirse que la induccidn poco o nada se favorece al organizar
y tratar el contenido matemaético en el aula, por ejemplo, en el disefio o redisefio de
actividades de generalizacion matematica. Considerando que este razonamiento es un medio
para generalizar desde casos particulares (Bills & Growland, 1999; Haverty et al., 2000), en
esta investigacién asumimos que la capacidad de los profesores para razonar inductivamente
es un factor que influye no solo en la forma en que interpretan y resuelven las tareas de
generalizacion, sino también en las formas de fomentar y notar las acciones de razonamiento
de los estudiantes para generalizar. Si los profesores tienen falta de entendimiento o
consciencia de las caracteristicas y procesos cognitivos subyacentes al razonamiento
inductivo, dificilmente podran incorporarlos en actividades de aprendizaje ni reconocerlos
en las acciones matematicas de los estudiantes al generalizar. Asimismo, inhibe que

dispongan de formas propias de construir su conocimiento matematico.

Por tanto, se requiere sensibilizar a los profesores de matematicas de secundaria sobre
la importancia e implicaciones didacticas que tienen los procesos involucrados en el
razonamiento inductivo. En especial, si se considera que una de las problemaéticas en el
sistema escolar mexicano es el hecho de que las practicas docentes permanecen adheridas a

una logica formal de ensefianza y validacién de la matematica como ciencia deductiva.

Sin embargo, en la literatura sobre el tema se carece de informacién acerca de los
procesos cognitivos que profesores de matematicas en servicio, siguen o no, para razonar
inductivamente, y del tipo de dificultades que tienen cuando intentan generalizar patrones
cuadraticos (Sosa & Cabafias, 2017). Ademas, pocos estudios han examinado cémo
incorporar el razonamiento inductivo a los procesos de pensamiento y construccion de
conocimiento matematico en las personas, y se han enfocado en los estudiantes. Entonces, es
factible decir que en cierta forma se soslayan experiencias de aprendizaje profesional docente
en matematicas que otorguen atencion a la induccién como parte de los procesos de
desarrollo profesional. No basta solamente entender dicho razonamiento en quien aprende,
falta indagar el estado que éste guarda en quien ensefia y generar propuestas para su mejora

o desarrollo.

En esta investigacion examinamos el estado y desarrollo del razonamiento inductivo

de profesores de matematicas de secundaria al generalizar comportamientos cuadréaticos entre
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variables, con la intencidn de fomentar y analizar un cambio cognitivo respecto al estado que
guarda su razonamiento, no solo en lo cognitivo sino también en una actividad de su practica
profesional. Con tal proposito se disefid y experimentd una propuesta para promover el
desarrollo de dicho razonamiento en un grupo de profesores, como una manera de favorecer

una experiencia de aprendizaje y profesionalizacion docente.

Segun Vygotsky, el desarrollo cognitivo presupone aprendizaje. En ese sentido, se
espera que el cambio cognitivo en el razonamiento inductivo en los profesores signifique un
aprendizaje profesional. Sin embargo, como sefiala Hopwood (2016) se requiere de una
sensibilizacion para que el aprendizaje se traspase a la accion en la practica profesional, pues
cambia la forma de interpretarla y de actuar en ésta. Por tanto, se utiliz6 la nocion de
sensibilidad didactica para indagar y explicar este traspaso. De manera que, se dira que el
profesor muestra una sensibilizacion hacia el razonamiento inductivo en su préctica, si
percibe los aportes teodricos y practicos de lo inductivo en un espacio de aprendizaje
profesional docente y los traspasa adecuadamente a alguna accién para la mejora de su
préctica profesional, tal como el redisefio de una actividad de generalizacion de un patrén
cuadrético.

Por tanto, la transaccion entre el razonamiento inductivo de los profesores y la
actividad profesional docente, se analizé en dos aristas: 1) la movilizacion de procesos
cognitivos subyacentes al razonamiento inductivo en los profesores, asociados al transito de
un estado inferior a otro superior de desarrollo de su razonamiento, y 2) la sensibilidad
didéctica como un medio para la transaccion entre el razonamiento de los profesores y una

accion de su practica profesional. La investigacion se orient6 hacia los siguientes objetivos:

Objetivo general:

Describir el cambio cognitivo y la sensibilidad didactica en profesores de matematicas de
secundaria respecto a su razonamiento inductivo y sus implicaciones en el redisefio de una

actividad de aprendizaje.
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Objetivos especificos:

1. Analizar el cambio cognitivo en el razonamiento inductivo de profesores de

matematicas cuando realizan actividades de generalizacion.

2. Describir la sensibilidad didactica de los profesores al razonamiento inductivo y los

criterios que emplean para el redisefio de una actividad de aprendizaje.
En relacidn con estos objetivos, se plantearon las siguientes preguntas de investigacion:

A. ¢En qué medida se produce un cambio cognitivo en el razonamiento inductivo de

los profesores mediante actividades de generalizacion de patrones cuadraticos?

B. ¢Qué caracteriza la sensibilidad didactica al razonamiento inductivo asociada al

cambio cognitivo en los profesores?
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Capitulo 2

Marco de referencia del razonamiento
inductivo

En este capitulo se muestran diferentes perspectivas del razonamiento inductivo: en la filosofia y
epistemologia de las ciencias, en Logica, en el ambito de la psicologia y en la resoluciéon de
problemas. Asimismo, se establece una relacion entre induccion y generalizacion. En este trabajo, se
examina el cambio cognitivo de esta forma de razonamiento en profesores de secundaria desde una
perspectiva cognitiva. Ante la ausencia de un marco de referencia en la literatura para tal objeto de
estudio, se proponen y describen tres procesos cognitivos subyacentes al razonamiento inductivo, que

se utilizan como referentes para reconocer el estado y desarrollo del razonamiento de los profesores.

2.1. Razonamiento matematico

La induccion es un tipo de razonamiento matematico. El razonamiento es una forma de
pensamiento que consiste en la estructuracion de ideas para generar conclusiones. Singmann
y Klauer (2011) afirman que las teorias contemporaneas sobre el razonamiento humano se
han desplazado del logicismo y consideran que éste incorpora mecanismos que son
inconmensurables con la I6gica estdndar. Desde una perspectiva psicoldgica, Rubinstein
(1979) establece que el razonamiento no radica en la correlacion de premisas o proposiciones
en si mismo, sino en la correlacién entre los objetos que se tratan en las proposiciones, de sus
propiedades y relaciones. Lo sefialado por Rubinstein marca una diferencia en la forma en
que el razonamiento es entendido desde un punto de vista l6gico y uno cognitivo. En
particular, en esta investigacion analizamos el razonamiento inductivo con un enfoque

cognitivo.
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De acuerdo con Francisco y Maher (2005), el razonamiento matematico consiste en
la capacidad para discernir y articular relaciones que involucran conceptos matematicos.
Conner, Singletary, Smith, Wagner y Francisco (2014) lo definen como hacer una inferencia
deliberada acerca de entidades o relaciones matematicas. La entidad es “cualquier objeto

matematico de cualquier area de las matematicas” (p. 183).

2.2. Perspectivas del razonamiento inductivo

La induccion, del latin inductio (conduccion a o hacia), es definido en el Diccionario
filosofico (Frolov, 1984) como un tipo de razonamiento y método de investigacion. De
manera que es considerado como un razonamiento que posibilita “pasar de los hechos
singulares a las proposiciones generales” (p. 227) y también como una via del estudio
experimental de los fendmenos para descubrir principios generales a partir de la observacion
y la experiencia (método inductivo). En este escrito, los términos “induccién” o
“razonamiento inductivo” se utilizan de manera indistinta para referirnos a una forma
especifica de razonamiento que, grosso modo, consiste en el proceso para pasar de lo

particular a lo general.
2.2.1. Induccidn en la ciencia

Filosofica y epistemoldgicamente, la induccién y la deduccion, han sido formas de construir
conocimiento cientifico. Segun Frank (1991), la ciencia antigua (medieval) y la ciencia
moderna (después de 1600) han usado ambas clases de procedimiento 0 métodos para el
establecimiento de principios generales con base en hechos observados, pero difieren en la
forma de hacerlo. La ciencia medieval usaba el método deductivo, de manera que a través de
generar conclusiones basadas en principios generales se llegaba a hechos particulares, los
cuales podian ser observados. Pero a su vez, estos principios generales se fundamentaban en
la induccidn. Mientras que, la ciencia moderna parte de la observacion y experimentacion de
hechos particulares y llega a principios generales a través del método de induccion;
posteriormente, de tales principios se extraen (deducen) conclusiones légicas para obtener

hechos individuales que se verifican mediante la experimentacion.
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El filosofo Francis Bacon (1620) enfatizd el papel de la induccidn en la ciencia,

antigua y moderna, al sefialar que:

Hay, y sélo puede haber, dos maneras de buscar y descubrir la verdad. Una de ellas va desde
los sentidos y los detalles hasta los axiomas méas generales, y desde estos principios, cuya
verdad se da por establecida e inconmovible, pasa a juzgar y a descubrir axiomas intermedios,
y esta forma esta ahora en boga [en la ciencia medieval]. La otra deduce axiomas de los
sentidos y los detalles elevandose mediante una ascension gradual e ininterrumpida, de
manera que llega a los axiomas mas generales al final de todo. Este es el verdadero camino,
pero, hasta ahora, no ha sido ensayado (Bacon, como se cit6 en Frank, 1991, p. 34).

Frank (1991) aclara que los “axiomas intermedios” referidos por Bacon son las leyes
que se construyen por induccién a partir de observaciones y experimentos, tal como las leyes
fisicas. Por ejemplo, a partir de las observaciones y mediciones de las posiciones del planeta
Marte, Kepler infirid6 la ley del movimiento de los planetas, segin la cual siguen un
movimiento en Orbitas elipticas. De manera que, para Bacon, tanto la ciencia antigua como
la moderna parten de la induccion. La posibilidad de conocer cientificamente los hechos de
la realidad mediante este método se fundamenta en el principio de legalidad de la naturaleza,
el cual establece que toda naturaleza esta regida por leyes (Mares, 2015). Es asi que el filsofo
Whewell (1837) considerd a la fisica, la quimica y la biologia (es decir, a las ciencias de la

naturaleza) como ciencias inductivas.

Asimismo, las consideraciones metodoldgicas y filos6ficas de Newton para el
descubrimiento de leyes de la fisica tuvieron un caracter experimental y fueron soportadas
por la induccion. Para Newton (como se cito en Shapiro, 2007), el procedimiento de la ciencia
para entender la constitucion de la naturaleza debia partir del andlisis y extraer principios

generales por la via inductiva:

Este Anadlisis consiste en <hacer experimentos y observaciones y argumentar por ellos [los
fendmenos] > de las composiciones a los ingredientes y de los movimientos a las fuerzas que
los producen y en general de los <efectos> a sus causas y de las causas particulares a las mas

generales hasta que el argumento termine en el mas general. (p. 122)

Moulines (1976) refiere que el concepto de induccion de Newton operaba en dos

niveles: “regularidades empiricas” y “leyes teoricas”. El primero consiste en inferir de todos
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los objetos observados en un dominio empirico, que estos poseen una propiedad. EI segundo,
podria interpretarse como una especie de extension la propiedad o ley general descubierta en
un primer nivel inductivo, en palabras de Moulines (1976, p. 30), el nivel tedrico se refiere
al caso en que “de las observaciones hechas en un dominio se hace una inferencia acerca de
otro dominio, distinto del primero, pero andlogo en algin sentido”. Por ejemplo, hacer
inferencias sobre los movimientos de los planetas a partir de la observacién de la existencia

de una fuerza que influye en la caida libre de cuerpos, a saber: la gravedad.

¢COmo pasar de los hechos particulares a los axiomas o principios generales en
ciencias? Frank (1991) resume la estructura del método inductivo de la siguiente forma. En
primer lugar, obtener resultados de fendmenos o situaciones mediante observaciones y
experimentos fisicos (material observacional). Y luego, emplear palabras o férmulas
matematicas (material linglistico) para conectar estos resultados. Basado en el trabajo de
Whewell, quien refiere que la induccion consiste en conectar hechos con ideas, Frank
describe el papel de este método en la produccion de conocimiento como sigue: “la induccion
parte de las sensaciones, los hechos, las cosas,... conecta estos elementos mediante ideas,
teorias, pensamientos... y conduce a principios generales de los cuales, por deduccion,

pueden inferirse nuevos hechos, cosas” (p. 36).

De acuerdo con Whewell, la produccion de leyes generales de manera inductiva
requiere construir nuevos conceptos a través de material linguistico para coligar los hechos
observados. Por ejemplo, Kepler conect6 y describio las posiciones del planeta por medio
del concepto de elipse; y Newton empled los conceptos de aceleracion y gravitacion en el
descubrimiento de las leyes del movimiento (Frank, 1991). De este modo, la induccién
conduce de hechos especificos al descubrimiento de nuevos hechos y leyes generales por
medio de la observacion de regularidades (Poincaré, 1914), lo cual supone el reconocimiento

de repeticiones o uniformidades en secuencias de hechos.

El caracter del razonamiento inductivo como un proceso de inferencia es enfatizado
por el filosofo John Stuart Mill (1806-1873), es decir, refiere a la induccion como una
operacion mental que permite descubrir algo nuevo o antes desconocido a partir de algo
conocido. Define a la induccién como "el proceso mediante el cual concluimos que, lo que

es verdad en ciertos individuos de una clase es verdad para toda la clase, o lo que es verdad
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en ciertos momentos sera verdad en circunstancias similares en todo momento” (Mill, 2011,
p. 27). Al respecto, Smith y Henderson (1959) sefialan que dicho razonamiento conduce a un

conocimiento probable, pues produce conclusiones sin certeza.

El valor de verdad o la justificacion de las conclusiones establecidas ha sido planteado
como el problema de la induccion por filosofos y también desde la perspectiva de la l6gica.
De hecho, Newton sefialaba que la argumentacion por induccion no era una demostracion de
las conclusiones generales, pero la veracidad de éstas se hacia méas fuerte conforme se
argumente sobre la base de un mayor nimero de experimentos (Shapiro, 2007). Segun
Holyoak y Morrison (como se cité en Cafiadas, 2007), Hume aceptaba a la induccién como
forma de hacer ciencia partiendo de la experiencia y la observacion de un hecho que se repite,

pero no era suficiente para justificar las inferencias establecidas por este método.

En conclusion, la induccidn en las ciencias ha sido considerada como un método y
proceso mental de construccion de conocimiento, que se caracteriza por el descubrimiento
de leyes o principios generales a partir de la observacion empirica de hechos particulares y
su conexion a través del uso de formas linguisticas y conceptos. Sin embargo, carece de
formas de validacion propia, por lo que algunos pensadores lo consideran como generador

de un conocimiento sin certeza o probable.

2.2.2. Razonamiento inductivo en Légica

En Logica, el razonamiento es considerado como una forma de pensamiento abstracto tal que
“partiendo de uno o varios juicios verdaderos, denominados premisas, llegamos a una
conclusion conforme a ciertas reglas de inferencia” (Guetmanova, 1989, p. 13). Se denomina
inferencia a la relacién o nexo logico entre las premisas y la conclusién. La l6gica formal
suele distinguir dos clases de razonamiento: deductivo e inductivo. En el primero, la
conclusion se infiere necesariamente de las premisas, y si estas son verdaderas, la conclusién
también lo sera (Martin y Valifia, 2002). El segundo, consiste en inferir una conclusion
general o universal (G) con base en algunas premisas particulares (P), las cuales son el
resultado de observaciones o de experiencias; la conclusion que se infiere no es

necesariamente verdadera (Davila, 2006).
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En esta ciencia, el término general o universal se emplea para referir a enunciados
del tipo “Todos los A son B”, por ejemplo, “Todos los angulos rectos miden 90°”; y el
término particular alude a cosas especificas o seres singulares, asi como a alguno(s) de los
elementos de un conjunto dado (Hernandez y Parra, 2013). Por ejemplo, “7 es un niimero
primo” (enunciado que refiere a algo singular), y “Algunos tridngulos son isdsceles”
(elementos del conjunto “triangulos™). En la Figura 2.1 se muestran esquemas de ambas

clases de razonamiento.

Razonamiento deductivo . . .
. . Razonamiento inductivo
(con proposiciones universales)
El elemento p que pertenece a la clase x
Todos los Pson Q  (Premisas) tiene la propiedad z
Todos los R son P El elemento g que pertenece a la clase x
Todos losRson Q  (Conclusion) tiene la propiedad z
El elemento r que pertenece a la clase x

tiene la propiedad z

Todos los objetos que pertenecen a la
clase x tienen la propiedad z

Figura 2.1. Esquemas del razonamiento deductivo y del inductivo en Logica.

Si bien la anterior caracterizacion de razonamiento inductivo es comunmente
aceptada en Ldgica, excluye algunos casos de inferencias de premisas particulares a
conclusiones particulares (P-P), o de premisas generales a conclusiones generales (G-G), que
también son de caracter inductivo. Bajo este argumento y la intencién de contar con una
postura unificada que se adecuUe a los distintos casos tipicos de dicho razonamiento para

facilitar su ensefianza, Hernandez y Parra (2013, p. 63) proponen la siguiente caracterizacion:

= Las premisas presentan una caracteristica que los elementos de un conjunto inicial A tienen
en comun.

= En las premisas también se establece que algunos de los elementos de tal conjunto comparten
una segunda caracteristica.

= En la conclusién se generaliza la segunda caracteristica (compartida por un subconjunto de
elementos no necesariamente propio) a, por 1o menos, un nuevo elemento del conjunto A del

que no se sabe, a partir de la informacion dada en las premisas, si realmente la tiene.
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Autores como Guetmanova (1989), consideran que el razonamiento por analogia
también es parte de la l6gica tradicional o aristotélica. Este razonamiento consiste en atribuir
una propiedad o trasladar relaciones a un objeto (o conjunto de objetos homogéneos), por lo
que implica hacer alguna inferencia sobre la pertenencia de cierta propiedad o relacion a un
objeto con base en la homologia de indicios sustanciales con otro. En la Figura 2.2 se presenta

un esquema de la analogia de propiedades:

El objeto A posee propiedades a, b, c, d, e, f.
El objeto B posee propiedades a, b, c, d.

Es probable que el objeto B posea propiedades e, f
Figura 2.2. Esquema de un razonamiento por analogia. Fuente: Guetmanova (1989, p. 204).

Un acercamiento entre la ldgica y la matematica es creado por Charles Peirce (1883),
fundador de la ldgica deductiva moderna. El muestra, por mencionar un ejemplo, que las
operaciones con relaciones dan lugar a un algebra de transformaciones lineales y que la
notacion y las operaciones matriciales permiten descubrir cuantificadores (Oostra, 2000). El
aporte mas relevante de Peirce a la l6gica estuvo en proponer a la abduccion como una clase
fundamental de razonamiento en el proceso de investigacion cientifica, y que era

complementada por las concebidas en la I6gica tradicional:

La primera, que yo llamo abduccion (...) consiste en examinar una masa de hechos y en
permitir que estos hechos sugieran una teoria. De este modo ganamos nuevas ideas; pero el
razonamiento no tiene fuerza. La segunda clase de razonamiento es la deduccion (...) Sélo
es aplicable a un estado ideal de cosas, 0 a un estado de cosas en tanto que puede conformarse
con un ideal (...) El tercer modo de razonamiento es lainduccion o investigacion

experimental (Peirce, como se cité en Hoffmann, 1998).

El concepto de abduccidn es central para Peirce. Lo define como el proceso de formar
0 adoptar una hipotesis explicativa de algin hecho observado (Hoffmann, 1998). Afirmaba
que las hipotesis o teorias abducidas son inferencias muy plausibles. Oostra (2000) describe
la relacion de la abduccion con los otros modos de razonamiento al sefialar que, la induccion
determina el grado de coincidencia entre la hipotesis y los hechos a través de experimentos;
y la deduccidn establece las consecuencias necesarias de la validez de cierta hipdtesis. Asi,
la induccion para Peirce no generaba un conocimiento nuevo, sino que ayuda a encontrar

tendencias en resultados de eventos y generalizarlos en forma de reglas (Abe, 2003)
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En relacion con el proceso de generalizacion en matematicas, Rivera (2013) identifica

tres elementos que conforman la estructura de estas tres clases de razonamiento:

Caso (C): D es una coleccion de datos (hechos, observaciones,...)
Ley (L): H explica D (Si fuera cierta, explica D)
Resultado (R): H es probablemente verdadera [los casos siguen la ley H].

Cada clase de inferencia queda diferenciada de las demas por la manera en que se
relacionan estos elementos, es decir, por la forma de la inferencia. Rivera indica que la
deduccion supone una ley general y un caso (o casos) observado, para inferir I6gicamente
un resultado valido. Los casos que menciona son sucesos especificos de la ley general. Esta
es la estructura de la deduccion e intercambiando el orden de esos elementos se obtiene la

estructura de la induccién y la abduccién (Figura 2.3):

Deduccién  Abduccion Induccién
LyC RyL CyR
R C L

Figura 2.3. Estructura de la abduccion, induccion y deduccion (Rivera, 2013).

En este enfoque basado en la l6gica de Peirce, la induccion tiene la funcién de probar
y confirmar la viabilidad de la hipétesis abducida, observando tendencias en casos
especificos para decidir si es razonable aceptar la conclusién general (Rivera & Becker,
2007).

2.2.3. Razonamiento inductivo desde una perspectiva psicolégica

En términos generales, el razonamiento es el proceso de extraer conclusiones orientadas al
cumplimiento de ciertos objetivos (Leighton, 2004). En Psicologia, es entendido como “un
proceso de pensamiento secuencial explicito de algun tipo, que consiste en representaciones
proposicionales” (Evans & Over, 1996, p. 15). Seglin Stenning y Monaghan (2004), emerge
0 se produce cuando una persona transforma representaciones de informacion sobre alguna
situacion, incluso considerando informacion adicional, en otras formas de representacion

para expresar conclusiones sobre la misma situacion.
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A diferencia de la Logica, desde una perspectiva psicologica se acepta que el
razonamiento no siempre se basa en el empleo de reglas formales de inferencia, sino en otros
mecanismos tales como el uso de modelos mentales. Estos son representaciones seméanticas
de alguna situacion, elaboradas por las personas a partir de su entendimiento de la
informacidn disponible de la situacion y de su propio conocimiento (Martin y Valifia, 2002).
La teoria de modelos mentales de Johnson-Laird y Byrne (1991) postula que las personas
razonan usando el significado de proposiciones y su conocimiento general para construir
modelos mentales de las posibilidades de lo que podria ocurrir en la situacion; y la conclusion
emerge del modelo elaborado. La teoria funciona bajo los siguientes tres supuestos (Johnson-
Laird, 2004):

(1) Cada modelo mental representa una posibilidad, que captura lo comdn en las
diferentes maneras en las cuales algo podria ocurrir;

(2) Es iconico, las partes del modelo corresponden a las partes de lo que representan y,
por tanto, su estructura corresponde a la estructura de lo que representa; y

(3) El modelo representa lo que es verdad, pero no lo que es falso.

En consecuencia, en esta teoria se considera que el conocimiento y las creencias de
cada individuo influyen en la interpretacion de proposiciones y en el proceso de razonamiento

en si mismo.

Filoséfica y l6gicamente, la deduccién y la induccion se han distinguido segun si se
procede de lo general a lo particular, y viceversa, respectivamente. Sin embargo, como se
menciono en el apartado anterior, la induccidn también puede ir de lo particular a lo particular
y de lo general a lo general. Entonces, cognitivamente ;en qué se parecen o qué los hace
diferentes? Es complejo diferenciar o separar estos procesos mentales en la actividad diaria
de los seres humanos; ambas coexisten en el pensamiento de las personas y son

complementarios.

Desde una mirada psicolégica, las diferencias y relaciones entre ambos
razonamientos se han establecido con foco en distintos aspectos. Bajo la teoria de los modelos
mentales, se diferencian en que el deductivo no va mas alla de la informacion obtenida de las

premisas; mientras que el inductivo implica obtener nueva informacion a partir de la dada, lo
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que conlleva apoyarse afnadir informacion al modelo empleado y depender de nuestro
conocimiento (Johnson-Laird, 2004). Por tanto, es posible que las conclusiones inductivas

sean falsas aunque las premisas sean verdaderas.

Por otro lado, Heit (2007) sefiala similitudes y diferencias entre el razonamiento
inductivo y el deductivo desde la vision del “problema” y la vision del “proceso”. En la vision
del problema, suelen tipificarse los problemas como inductivos o deductivos de acuerdo a la
forma de argumentar: de lo especifico a lo general o de lo general a lo especifico,
respectivamente. Sin embargo, esta distincion puede resultar problemaética al presentarse
argumentos que no encajan en este esquema, tal como cuando se argumenta de lo general a

lo general.

Desde la vision del proceso, induccion y deduccion son comparadas respecto a los
procesos psicoldgicos subyacentes y la cuestion a clarificar es si se trata del mismo proceso
o corresponden a dos distintos. Si se consideran los planteamientos de la teoria de Johnson-
Laird y Byrne (1991), podria decirse que las personas aplican un proceso (general) en la
resolucion de una variedad de problemas de razonamiento, a saber: la construccién de un
modelo mental. En contraste, varios investigadores distinguen dos procesos o clases de
razonamiento, cada uno con un sistema distinto de funcionamiento. Heit hace esta distincion

al decir que:

Existe un sistema que es relativamente rapido pero esta muy influenciado por el contexto y
las asociaciones, y otro sistema mas deliberativo y analitico o basado en reglas [...], la
distincion tradicional entre estas dos formas de razonamiento puede no ser la mejor manera
de dividir las cosas en términos psicoldgicos. Aun asi, es plausible que la induccion
dependeria mas del primer sistema, mientras que la deduccion dependeria mas del segundo.
Esta consideracion de dos procesos se ha utilizado para explicar una variedad de hallazgos
en el razonamiento, en relacion con las diferencias individuales, los patrones de desarrollo y

las relaciones entre el razonamiento y el tiempo de procesamiento (pp. 9-10).

La idea de que existen dos sistemas de razonamiento y que cada uno conduce a
resultados cualitativamente diferentes, aun al resolver un mismo problema, también es

apoyada por los datos de estudios neuropsicoldgicos (Heit & Rotello, 2010). Estos reportan
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que, anatdbmicamente, hay sistemas separados y areas cerebrales distintas para la deduccion

y la induccion.

Stenning y Monaghan (2004) prestan atencién a las representaciones externas y la
semantica al hablar de razonamiento. Caracterizan al razonamiento deductivo como la
reformulacion de informacion considerada verdadera (premisas) y su expresion en una
conclusion; el inductivo es descrito como la presentacion de nuevos supuestos o
proposiciones a partir de evidencia. En referencia a cada uno como proceso cognitivo, indican
que la deduccion concierne a la relacion entre la forma y el significado de las
representaciones; mientras que la induccion es acerca de la relacion entre evidencia y
generalizacion. Estos autores afirman que estos procesos son complementarios porque hacer
proposiciones es una operacion fundamental de la deduccién y ademas, este tipo de

razonamiento extrae lo que esta contenido en los supuestos establecidos inductivamente.

Psicoldgicamente, las representaciones de informacion empleadas, las relaciones que
se establezcan entre éstas y los significados que les sean atribuidos, determinan la forma de
razonamiento de las personas ante una situacion. De hecho, el razonamiento matematico
necesita representaciones mentales, verbales, visuales u otras para su desarrollo y
comunicacion (Dreyfus, Nardi, & Leikin, 2012; Hiebert & Carpenter, 1992). En particular,
el razonamiento inductivo involucra relacionar y transformar las representaciones de
instancias particulares para inferir conclusiones generales sobre la base de esta evidencia. Es
asi que, esta relacionado con actividades cognitivas tales como: categorizacion, elaboracion

de juicios sobre similitudes, resolucion de problemas y toma de decisiones.

Desde una perspectiva cognitiva, se considera al razonamiento en general, y al
inductivo en particular, como un proceso inferencial secuencial. Este caracter secuencial
connota que a cada razonamiento subyacen una serie de procesos 0 subprocesos mentales
para llegar a conclusiones generales con base en evidencia especifica. En esta investigacion,
nos interesamos en reconocer los procesos cognitivos involucrados en el razonamiento
inductivo de profesores con la intencion de identificar el estatus y describir un cambio
cognitivo en el razonamiento de ellos. Teniendo en cuenta que, una clase de situaciones
donde es til la induccion en matematicas es la resolucion de problemas, a continuacion se

presentan las fases del método inductivo en el trabajo del mateméatico George Polya.
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2.2.4. Razonamiento inductivo y resolucion de problemas

En el campo de las matematicas, Polya (1957) concibid al razonamiento inductivo como “el

proceso de descubrir leyes generales mediante la observacion y la combinacion de casos

particulares” (p.114). Con el término “combinacion” se refiere a la conexion de casos a partir

de percibir las caracteristicas que comparten, independientemente de su variacion; y en gran

cantidad de ejemplos mostré que esto es parte esencial para detectar patrones y descubrir

algo general. Polya considerd a la induccion no solo como una forma de generar

conocimiento cientifico, sino también como una heuristica. Es decir, como un método o serie

de pasos generalizados a seguir para lograr resolver problemas de cierta clase.

Para sistematizar el descubrimiento de propiedades, principios y reglas generales en

matematicas, P6lya (1966) propuso las siguientes cuatro fases del razonamiento inductivo:

1)

(@)

Observar casos particulares. La induccion inicia con la observacion de casos
especificos de objetos o experiencias para reconocer alguna propiedad, semejanza o
relacion entre estos. Por ejemplo, al observar las siguientes tres secuencias numéricas
se puede reconocer que los sumandos son nimeros impares positivos y que la suma
es un numero al cuadrado:
1+3 = 4= 22
1+43+5 =9= 32
1+3+5+7 = 16= 47

Formular una conjetura. Se trata de elaborar un juicio sobre la semejanza
observada en los casos particulares. En el ejemplo dado, una conjetura que podria
formularse es: la suma de los primeros nimeros impares positivos aparentemente es

un nimero al cuadrado.

Segin Pdlya (1966) una conjetura se obtiene examinando y comparando
observaciones relevantes de casos concretos, observando regularidades, dudando de
lo que se percibe, y combinando con éxito los aspectos dispersos en un todo que

pudiera significar algo.
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(3) Verificar la conjetura. Dado que la conjetura es sugerida por la observacion y
ejemplos particulares, su certeza todavia no podria afirmarse y requeriria ser
probada. Una forma de verificarla es ensayando con otros casos. Probando la

conjetura anterior para los casos n = 5, n = 6 yn = 7, resulta que es verdadera:

1+3+45474+9 = 25= 52
143454749411 = 36 = 62
14+3454+7494+114+13 = 49= 72

En la medida que una conjetura no es refutada y se vaya verificando en nuevos casos,
se hace mas plausible y podria generalizarse. Asi, un juicio mas general puede
emerger al cuestionarse y responderse si la regularidad observada se cumplira para
otros casos. Por ejemplo, (Qué pasa con otros nimeros impares? ;Seguiran un

comportamiento similar al sumarse?

Reconocer el patron de las caracteristicas comunes y variaciones entre tales casos,
es sefialado por Pdélya como un proceso clave para alcanzar una generalizacion

apropiada.

(4) Generalizacion. Pdlya (1966) define la generalizacion como “pasar de la
consideracién de una serie determinada de objetos a la de una serie mayor que
contiene a la primera” (p. 37). De manera analoga, también se generaliza al pasar de

un objeto a una clase total de objetos que contiene al primero.

Siguiendo con el mismo ejemplo, para llegar a la generalizacion uno podria
preguntarse ¢Por qué todas estas sumas son cuadrados? ;Qué puede decirse acerca
de estos cuadrados? Y llegar a la conclusion de que, en cada caso, la suma es igual
al nimero de sumandos elevado al cuadrado. De alli puede establecerse la siguiente
ley general: La suma de los primeros nimeros impares positivos es igual al nimero
de sumandos elevado al cuadrado. Otra forma de expresarla, es:

Paran =1, 2, 3, ... se cumple que:

1+3+5++(2n—1)=n?
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En contraste con las ciencias fisicas que emplean métodos experimentales de
validacion, Pdlya remarca que las leyes generales matematicas descubiertas de manera
inductiva deben demostrarse o probarse rigurosamente para validar su veracidad, pero este

proceso es complementario a la induccién.

2.2.5. Teorias y modelos del razonamiento inductivo

La primera teoria del razonamiento inductivo es de tipo prescriptiva y desarrollada por el
psicélogo aleman Karl J. Klauer, quien lo define como un proceso mental requerido para
descubrir reglas, leyes o regularidades (Klauer, 1990; 1996). La teoria es prescriptiva en el
sentido de establecer cdmo deberian organizarse una serie de tareas en la ensefianza, para la
aparicion y mejora de dicho razonamiento en nifios de cinco a ocho afios. Esta basada en el
supuesto de que el razonamiento inductivo tiene lugar al intentar detectar regularidades y que
éstas son descubiertas por la estrategia de comparacion, esto es, escrutando objetos con
respecto a los atributos y a las relaciones entre objetos. En la Tabla 2.1 se indican los seis

tipos de tareas propuestas en la teoria:

Tabla 2.1. Tipos de tareas del razonamiento inductivo (Klauer, 1996, p. 39)

Proceso Operacion cognitiva requerida
Generalizacion Similitud de atributos
Discriminacion Discriminacion de atributos
Clasificacion transversal Similitud y diferencia entre
(Cross classification) atributos

Reconocimiento de relaciones  Similitud de relaciones
Diferenciacion de relaciones Diferencias en relaciones
Construccién de sistema Similitud y diferencia en relaciones

La teoria de Klauer se enfoca en el entrenamiento del razonamiento inductivo en los
primeros afios de educacion primaria, y su relacion con la inteligencia, el aprendizaje en
general y la resolucién de problemas, mas no es especifica de algin dominio especifico de
conocimiento. La aplicacion de esta teoria a la resolucion de problemas matematicos es
realizada por Christou y Papageorgiou (2007) en la formulacion y validacion de un marco de
referencia para promover y evaluar el razonamiento inductivo en nifios de quinto grado (10

afnos en promedio). Este marco incorpora tres procesos cognitivos para detectar similitudes
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y/o diferencias entre los atributos y las relaciones de objetos matematicos en problemas de

tipo inductivo, tales como clasificacion, analogia, series y matrices. Estos procesos son:

e Similitud. Refiere a la identificacion de similitudes de atributos de numeros o
formas, asi como de relaciones entre nimeros u objetos.

e Disimilitud. Consiste en notar diferencias entre objetos con respecto a sus
atributos o relaciones, para reconocer el objeto que no encaja con los demas de
un conjunto o para excluir el objeto de una serie a fin de conservar un patrén.

e Integracion. Implica determinar simultaneamente tanto los atributos comunes
como los diferentes de al menos dos objetos. Asimismo, involucra encontrar
equivalencia o diferencia entre relaciones, es decir, determinar si hay una
relacién comun entre un par de numeros o formas con al menos otro par de estos,

y esta relacion es diferente de una relacion con al menos otro par.

A diferencia del trabajo de estas investigadoras, Reid (2002) presenta una
caracterizacion del patron de razonamiento inductivo de estudiantes de quinto grado,
centrando la atencion en las fases y no en los procesos cognitivos subyacentes. Otra
diferencia con respecto al marco presentado por Christou y Papageorgiou (2007) es la clase
de tarea usada para describir como razonan los nifios, en lugar de utilizar problemas cerrados
de clasificacion o series, considera uno de tipo abierto que involucra conjetura y
generalizacion. De este modo, identifico las siguientes cinco fases que siguen en su

razonamiento:

e Observar un patrén. Consiste en observar que varios casos especificos comparten
una caracteristica comun. Reid y Knipping (2010) sefialan que esta fase coincide con
la que Polya denomina “notar u observar” similitudes entre casos.

e Conjeturar que el patron aplica generalmente, es decir, a todos los casos del
problema.

e Probar la conjetura. Involucra una especializacion y una comparacion. La primera
es una deduccidn de la conjetura aplicada a un caso especifico; y la segunda, es una
examinacion de por lo menos una especializacion con otra para establecer si

coinciden o difieren.
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e Generalizar la conjetura. Implica la generalizacién de la conjetura como una regla,
la cual sea aceptada como verdadera por alguien. Reid aclara que, a diferencia de la
generalizacion, la conjetura se presenta sin ser considerada verdaderas o falsas, sino
con duda y sujeta a prueba.

e Usar la generalizacion como la base para hacer deducciones simples acerca de otros
aspectos de la situacion.

El estudio realizado por Reid proporciona evidencia empirica de que las fases
distintivas del razonamiento de los estudiantes se corresponden de alguna manera con las
propuestas por Pdlya (1966). Posteriormente, Reid and Knipping (2010) sefialan que entre
las fases de observacion del patron y la conjetura, ocurre una prediccién del patron al razonar
de casos particulares a otros casos particulares. Estos autores argumentan que,
cognitivamente, tal prediccion conduce a una conclusion que podria ser una conjetura o una

generalizacion, segun si una verificacion adicional es requerida o no, respectivamente.

Partiendo del trabajo de P6lya e incorporando las nociones de prediccion del patron
y el elemento de duda atribuido a la conjetura en las fases identificadas por Reid (2002),
Cafiadas y Castro (2007) formulan un modelo empirico de siete fases que describen el
razonamiento inductivo de estudiantes de secundaria al resolver problemas sobre sucesiones.
Este modelo extiende las fases mencionadas por Polya debido a que incorpora una fase de
organizacion de particulares, otra de blsqueda y prediccion del patron en relacion a la
formulacién de una conjetura, y también considera a la demostracion de la generalizacion.

Las siete fases del modelo se describen a continuacion:

e Trabajo con casos particulares. Accidn inicial en el proceso de razonamiento y
consiste en tener experiencias u obtener casos especificos de un problema dado.

e Organizacion de casos particulares. Colocar los casos particulares en alguna manera
que favorezca sistematizar el trabajo con estos para percibir algin patron, por
ejemplo, ordenando los casos en una tabla.

e Busqueda y prediccion de patrones. Reconocer un posible patron en los casos
observados y considerar su aplicacion a alguno desconocido. En este modelo, el

patron es considerado como “lo comun, lo repetido con regularidad en diferentes
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hechos o situaciones y que se prevé que puede volver a repetirse” (Castro, Canadas y
Molina, 2010, p. 57).

e Formulacion de conjeturas. Elaborar una proposicion sobre todos los posibles casos
del problema, con base en algunos casos especificos. Esta proposicion se supone
verdadera, con duda, pues no ha sido validada.

e Justificacion de las conjeturas. Intentar justificar o verificar la conjetura para nuevos
casos particulares, pero no en general. De manera que, esta justificacion podria ser
empirica. La verificacidon o no de la veracidad de la conjetura en esos casos conduciria
a su aceptacion o rechazo, respectivamente.

e Generalizacion. La conjetura es considerada como verdadera en general, esto es, para
todos los casos de cierta clase y no solo para algunos particulares. Involucra relacionar
y expresar el patron con una regla general (Castro, et al., 2010).

e Demostracion. Proporcionar una justificacion que garantice la veracidad de la

conjetura mediante una prueba formal.

En el razonamiento de los estudiantes, estas fases no siguen necesariamente un orden
lineal en el paso de lo particular a lo general, incluso algunas podrian demandar mayor
esfuerzo cognitivo que otras o no llevarse a cabo (Cafiadas, Castro y Castro, 2009; Castro,
Cafiadas y Molina, 2010).

De los marcos de referencia antes descritos, solamente el propuesto por Christou y
Papageorgiou refiere a procesos cognitivos asociados al razonamiento inductivo. Dichos
procesos caracterizan el razonamiento de nifios al iniciar la educacién primaria y al nivel de
descubrir regularidades entre objetos especificos y sus atributos, pero no aplican para la
generalizacion de patrones con el uso de estructuras matematicas algebraicas, como las
tratadas en educacion secundaria. Por tal razén, se descarta este marco como referente en
nuestro trabajo para analizar los procesos inductivos de los profesores, aunado al hecho de
que existen diferencias cualitativas en el razonamiento de nifios con respecto al de jovenes y
adultos al inducir (Rivera & Becker, 2003).

Las fases del patron de razonamiento inductivo descrito por Reid (2002) y del modelo
de Cafnadas y Castro (2007) clarifican los pasos seguidos por nifios y jovenes,
respectivamente, para transitar de lo particular a lo general. El objetivo en estos trabajos es
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cercano al de nuestro estudio, en tanto buscan entender y describir la forma inductiva de
razonar y se comparte la idea de hacerlo a través de tareas de generalizacion a partir de

instancias particulares.

Se coincide con estos autores en considerar el trabajo de P4lya como un referente para
estudiar el razonamiento inductivo de profesores, pero nos interesamos no solo en conocer la
forma en que ellos razonan, sino también entender por qué algunos alcanzan a generalizar y
otros no. Es asi que nos enfocamos en esclarecer los procesos cognitivos que subyacen al
razonamiento de profesores de secundaria y en como se conectan para producir
generalizaciones, maxime si se considera la existencia de problemas para generalizar

patrones cuadraticos por parte de profesores de secundaria, como se reporto en el Capitulo 1.

Para cerrar este capitulo, en el siguiente apartado se plantean algunos
posicionamientos tedricos de este estudio y se presenta un marco de referencia de los
procesos inductivos considerados para investigar el estatus y cambio cognitivo del

razonamiento inductivo de los profesores.

2.3. Caracteristicas y procesos subyacentes al razonamiento inductivo

El razonamiento inductivo es un método y proceso de razonamiento que procede de lo
particular para concluir leyes o reglas generales (Reid & Knipping, 2010). Como método en
la investigacion del conocimiento cientifico, ha sido la via de estudio de hechos particulares
para establecer principios universales; que consiste en buscar relaciones invariantes en

hechos, objetos o fendmenos para descubrir las leyes que lo rigen.

Si bien existen varias conceptualizaciones del razonamiento inductivo, desde una
perspectiva cognitiva, en este trabajo se concibe al razonamiento inductivo como el proceso
mental orientado a inferir leyes o conclusiones generales por medio de la observacién y

conexion de instancias particulares de una clase de objetos o situaciones.

2.3.1. Relacién entre razonamiento inductivo y generalizacion

Es ampliamente aceptado que el razonamiento inductivo facilita notar patrones para

transitar de lo particular a lo general, por tanto, es Util si es necesario descubrir algo general
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0 una regularidad (Klauer, 1990). En efecto, distintos procesos de generalizacion en
matematicas se llevan a cabo mediante la induccion. Por ejemplo, Sriraman (2004) menciona
que los teoremas matematicos son el resultado final de un proceso inductivo que inicia con
la construccién de ejemplos, en los cuales se detectan patrones. Cafadas, Castro y Castro
(2008) muestran que la generalizacion de patrones precisa acciones asociadas al
razonamiento inductivo tales como observar casos particulares, buscar un patrén y extenderlo
a una clase de casos, incluso desconocidos. Asimismo, la generalizacion de una conjetura
basada en la observacion de un nimero finito de casos discretos o dindmicos, puede hacerse

por medio de induccion empirica (Cafiadas, Deulofeu, Figueras, Reid & Yevdokimov, 2007).

Por este hecho, varios estudios (e.g., Cafiadas, Castro, & Castro, 2009; Haverty et
al., 2000; Christou & Papageorgiou, 2007; Rivera & Becker, 2003; Manfreda et al., 2012)
han examinado dicho razonamiento en estudiantes y profesores en formacion usando tareas
de generalizacion. De acuerdo con Dreyfus (2002), generalizar es “derivar o inducir desde
instancias particulares, identificar caracteristicas compartidas o atributos, para expandir
dominios de validez” (p. 35). Tales estudios coinciden en sefalar que el razonamiento
inductivo y la generalizacion son dos procesos cognitivos conectados. Klauer (1996) refiere
esta conexion al decir que "el producto final de un proceso de razonamiento inductivo es el

descubrimiento de una generalizacion..." (p. 38).

Cognitivamente, hacer una generalizacion implica detectar una interconexién entre lo
general y lo individual, donde lo general abarca la diversidad de lo individual (Davydov,
1990). Para este autor, esto significa hacer una conexion necesaria de un fenémeno o hecho
individual dentro de cierta totalidad. Cuando esta conexidén involucra ver lo general en lo
particular, la generalizacion se asocia con el razonamiento inductivo; en sentido contrario, se
relaciona con el deductivo (Hodnik & Manfreda, 2015).

El razonamiento inductivo es un medio o ruta para realizar generalizaciones desde
casos particulares, ya que este tipo de generalizacion implica reconocer una propiedad o
caracteristica invariante en una clase de objetos o casos especificos y extenderla al caso
general (Bills & Rowland, 1999; Davydov, 2008). Esta generalizacion puede ser expresada

con una regla que describa lo invariante. En adicion, un tipo de tareas que evocan razonar
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de manera inductiva son aquellas en las que se requiere inducir u obtener una regla que

gobierne a un conjunto de elementos especificos (Glaser & Pellegrino, 1982).

Por tanto, en esta investigacion se considerd que el razonamiento inductivo de los
profesores de matematicas puede detonarse y movilizarse a traves de tareas de generalizacion
(de lo particular a lo general). Asi, usamos esta clase de tareas para examinar los procesos
cognitivos involucrados en su razonamiento y analizar como desarrollarlo a fin de que

Ileguen a producir generalizaciones adecuadamente.

2.3.2. Procesos inductivos

Aun cuando en las investigaciones en Matematica Educativa se carece de algin marco de
referencia sobre los procesos que involucra el razonamiento inductivo en personas adultas,
tal como los profesores, los estudios previos dejan entrever que este razonamiento inicia con
el proceso de observar regularidades en casos particulares y, si se desarrolla adecuadamente,
conduce a la produccion de generalizaciones (Cafiadas, Castro y Castro, 2008; Haverty et al.
2000; Klauer, 1996). En estos trabajos también es posible reconocer que, en el paso de los
casos particulares a la inferencia de una regla general, el proceso de establecer patrones

matematicos es clave.

Por lo anterior, en las fases propuestas por Poélya para la realizacién de
generalizaciones matematicas, se reconoce que éstas implican desplegar y articular tres
procesos cognitivos subyacentes al razonamiento inductivo: la observacion de una
regularidad, el establecimiento de un patron y la formulaciéon de una generalizacion. Se
considera que validar formalmente la veracidad de la generalizacién, no corresponde
propiamente al proceso de desarrollo del razonamiento inductivo, sino a un proceso de
prueba. La conclusion o regla general obtenida del proceso inductivo puede ser comprobada
con una argumentacién empirica o0, con mayor rigor matematico, validada por una prueba
deductiva (Cafiadas, Castro y Castro, 2009; Davydov, 1990; Pdlya, 1966).

Con base en Pdélya (1966) vy la literatura sobre el tema, se configuré un marco de
referencia que permita entender como los profesores razonan de manera inductiva para

obtener una regla general y como tales procesos se interconectan. Asi, para examinar su
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estado de razonamiento y un posible cambio cognitivo, se consideraron los siguientes

procesos inductivos descritos en Sosa, Aparicio y Cabafias (2019, p. 566):

a. Observacién de una regularidad

La observacion de una regularidad la entendemos como un proceso cognitivo que se
basa en la accion mental de comparar con el fin de identificar alguna similitud, diferencia o
lo que permanece invariante en un conjunto de objetos o casos particulares (Polya, 1966;
Klauer, 1990). El razonamiento inductivo inicia con el andlisis de casos particulares de una
situacion y se dirige a la observacion de alguna regularidad (Pdlya, 1966), es decir, “trata de
encontrar regularidad y coherencia detras de las observaciones” (p. 17). Klauer y Phye (1994)
afirman que las regularidades son parte esencial para establecer categorias y descubrir una

regla general.

b. Establecimiento de un patrén

Establecer un patron es un proceso cognitivo esencial para obtener una regla general
desde casos particulares (Pdlya, 1966; Haverty et al, 2000). El patrén representa lo que se
repite con regularidad en un conjunto de casos o hechos especificos (Castro, Cafadas, &
Molina, 2010). Este proceso se corresponde con la fase de formulacion de una conjetura
mencionada por Pdlya, dado que involucra hacer una proposicion sobre el patron matematico
y su aplicacion a otros posibles casos de la situacion, incluso aquellos desconocidos. Por
tanto, para formular una conjetura se precisa reconocer un posible patrén en los casos

observados y expresarlo de forma verbal, numérica u otra (Cafiadas & Castro, 2007).

Segun Clements y Sarama (2009): “Identificar y aplicar patrones ayuda a llevar orden,
cohesion y previsibilidad a situaciones aparentemente desorganizadas y permite hacer
generalizaciones mas alla de la informacioén que tiene frente a usted” (p. 190). Para estos
autores, establecer un patron implica conectar regularidades y estructuras matematicas. Asi,
reconocer lo que se repite con regularidad es necesario para establecer un patrén, sin
embargo, esto no es suficiente. Ademas, se precisa de reconocer las relaciones matematicas
subyacentes a tal regularidad, por ejemplo, las relaciones numéricas, espaciales o ldgicas

implicadas en el patrén (Mulligan & Mitchelmore, 2009).

Capitulo 2: Marco de referencia del razonamiento inductivo | 46



c. Formulacion de una generalizacion

Pblya (1966) propone hacer una generalizacion como parte culminante de la
induccidn, es decir, pasar de un objeto o serie especifica de objetos a una serie mayor que los
contiene. Cognitivamente, la formulacion de una generalizacion es un proceso que requiere
abstraer lo general de un conjunto de instancias particulares, a traves de hacer una conexion
del fenébmeno individual dentro de cierta totalidad (Davydov, 1990). Este proceso consiste
en la extension del patrén a una totalidad de casos (Cafiadas y Castro, 2007), por tanto, ayuda
a transitar del patrén a la expresion de una regla general. Adicionalmente, la generalizacion
de un patrén matematico requiere usar y describir relaciones estructurales o estructuras
(Kichemann & Hoyles, 2009), por ejemplo, describir relaciones entre variables usando

estructuras matematicas lineales, cuadraticas, etc.

Cada uno de estos tres procesos fue considerado como un nivel o estado de desarrollo
del razonamiento inductivo, desde el trabajo con casos particulares hasta la produccion de
generalizaciones. De manera que, el transito de la observacion de regularidades al
establecimiento del patron o de este proceso a la formulacion de una generalizacion fueron
indicadores del cambio cognitivo en los profesores. Para propiciar, examinar y describir el
cambio cognitivo en el razonamiento de los profesores se adoptaron elementos de la teoria
del desarrollo humano de Vygotsky y de la actividad de Leontiev. Los constructos y
fundamentos teoricos de la investigacion relativos al cambio cognitivo y desarrollo

profesional docente se presentan en el siguiente capitulo.
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Capitulo 3

Fundamentos y elementos tedricos

En este capitulo se presentan las perspectivas tedricas del cambio cognitivo y el desarrollo profesional
docente desde las que se abordé el objeto de la investigacion. Considerando que el razonamiento
inductivo es un proceso cognitivo susceptible de ser desarrollado en las personas y que tal desarrollo
puede lograrse a través de la interaccion social y la mediacidn semiotica, se adopto el posicionamiento
historico-cultural del desarrollo humano de Vygotsky (1978) para analizar y sustentar una forma de
favorecer un cambio cognitivo en el razonamiento de profesores de secundaria. Por otro lado, desde
la perspectiva del desarrollo profesional docente como un proceso de cambio y crecimiento
profesional (Richardson y Placier 2001; Fraser, Kennedy, Reid y Mckinney, 2007), se propone la
nocion de sensibilidad didactica como un elemento descriptor del cambio profesional docente y su
marco conceptual. Asi, dos constructos centrales en este trabajo para analizar el cambio docente

respecto al razonamiento inductivo fueron: cambio cognitivo y sensibilidad didactica.

3.1. Desarrollo cognitivo en la teoria de Vygotsky

El principio fundamental en la teoria histérico-cultural de Vygotsky, es que el desarrollo del
ser humano es definido culturalmente (Vygotsky, 1978). Si bien desde el nacimiento del ser
humano, el desarrollo es primero determinado por procesos de maduracion de naturaleza
bioldgica, son los procesos de aprendizaje los que detonan el proceso de desarrollo cognitivo
de naturaleza sociocultural (Wertsch, 1988). El papel de las relaciones sociales en el
desarrollo cultural del nifio es referido por Vygotsky en la ley genética general del desarrollo:

Cualquier funcion, presente en el desarrollo cultural del nifio, aparece dos veces o0 en dos
planos distintos, en primer lugar aparece en el plano social, para hacerlo, luego, en el plano
psicologico. [...] Las relaciones sociales o relaciones entre personas subyacen genéticamente

a todas las funciones superiores y a sus relaciones (Vygotsky, en Wertsch, 1988).
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A cada linea de desarrollo en el ser humano, la natural (bioldgica) y la sociocultural, estan
asociados procesos cognitivos que Vygotsky denomina como elementales y superiores,
respectivamente (Vygotsky, 1978). Como se dara cuenta en el siguiente apartado, el
razonamiento inductivo es un proceso cognitivo de orden superior. Para hablar del desarrollo
de este tipo de procesos en el marco de la teoria de Vygotsky se hace necesario primero,
identificar la génesis de los procesos cognitivos elementales y superiores; segundo, entender
la nocion de desarrollo cognitivo como un proceso continuo consistente de cambios
evolutivos y su relacion con el aprendizaje. Estos tépicos se trataran en los dos apartados

siguientes como predmbulo a la nocién de cambio cognitivo.

3.1.1. Procesos cognitivos elementales y superiores

En la teoria de Vygotsky (1978) se establece que en el ser humano co-existen dos lineas de
desarrollo, una natural y la otra sociocultural. EI desarrollo natural produce funciones
cognitivas tales como la memoria, la percepcién y el pensamiento; mientras que el desarrollo
sociocultural transforma esas funciones que aparecen en forma primaria (procesos

elementales), a formas superiores (Wertsch, 1988).

Desde esta perspectiva sociocultural, las relaciones sociales son el origen de las
funciones cognitivas superiores. En la interaccion social se originan signos, que los seres
humanos emplean para comunicarse. Estos signos, median la relacion entre personas,
convirtiéndose en instrumentos para operar en la realizacion de actividades propias o con
otras personas (Rodriguez, 2003). La mediacién con instrumentos o signos en la realizacién
de cualquier actividad humana (digase recordar, comparar algo, elegir u otra), es un factor

que transforma a los procesos cognitivos elementales en superiores (Vygotsky, 1978).

Para ejemplificar lo anterior, considérese la coexistencia de una memoria natural y
una memoria culturalmente elaborada en el ser humano, donde la primera precede a la

aparicion de la segunda. Vygotsky, citado en Wertsch (1988) las describe como sigue:

...[La memoria natural] domina el comportamiento de las personas sin formacion,
caracterizada por la impresion no-mediada de materiales y por la retencion de experiencias
actuales como fundamento de las huellas mnémicas (de memoria) [...] se caracteriza por su

inmediatez. [...] otros tipos de memoria pertenecientes a una linea evolutiva completamente
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diferente coexisten con la memoria natural. La utilizacién de nudos y palos marcados con
muescas, los comienzos de la escritura y las ayudas memoristicas, demuestran que, incluso
en sus primeros estadios de desarrollo histérico, los humanos fueron mas alla de los limites
de las funciones psicoldgicas otorgadas por la naturaleza, procediendo a una nueva forma de
organizacion de su comportamiento elaborada culturalmente. [...] estas operaciones con
signos son el producto de condiciones especificas del desarrollo social. (Wertsch, 1988, p.
42)

En este ejemplo acerca de la memoria, las operaciones de hacer un nudo y marcar
sefiales en un palo fungen como instrumentos para recordar algo, provocando que se extienda
la operacion de la memoria bioldgica y cambie su estructura a la de una memoria
culturalmente elaborada. Estas operaciones permiten incorporar estimulos artificiales o
autogenerados que orienten la conducta de las personas (en la actividad de recordar), los
cuales Vygotsky denomind signos® (Cole, John-Steiner, Scribner y Souberman, 2009). De
esta manera, se transforma el “recordar” en una actividad externa, y se construye el proceso

de memorizacion a través de operaciones externas.

Puesto que el uso de instrumentos y signos (particularmente, el lenguaje) introducen
cambios cualitativos en el desarrollo de los procesos cognitivos elementales, tal desarrollo
estd en continuo movimiento y evoluciona para constituir procesos superiores (Wertsch,
1988). Al respecto, Vygotsky (1978) estableci6 que:

El uso de medios auxiliares, la transicién a la actividad mediada, cambia fundamentalmente
todas las operaciones mentales, del mismo modo que el uso de herramientas amplia
ilimitadamente el rango de actividades en el cual pueden operar las nuevas funciones

psicologicas. (p. 55)

Los cuatro criterios de Vygotsky para distinguir las funciones psicolégicas
elementales y superiores son (Wertsch, 1988, pp. 42-44):

1) El paso del control del entorno al individuo, es decir, la emergencia de la regulacion
voluntaria o autorregulacion. Una caracteristica que distingue a las formas superiores

de comportamiento, respecto a las elementales, es la creacion y uso de estimulos

1 El sentido que le otorga al término signo es como poseedor de significado (Wertsch, 1988).
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artificiales como medios auxiliares para orientar o regular la accion del individuo ante
una nueva situacion.

2) La realizacion consciente de los procesos psicoldgicos. Este criterio se refiere a la
intelectualizacion de las funciones psicoldgicas superiores, esto es, a que se
fundamentan en el pensamiento.

3) Ser de origen y naturaleza social. La sociedad es el factor determinante del
comportamiento humano. La interaccion social conduce a la aparicion y desarrollo
de procesos cognitivos superiores.

4) El uso de signos como mediadores. Los procesos psicoldgicos superiores presuponen
la existencia de instrumentos (herramientas psicoldgicas) o de signos que pueden ser

utilizados para controlar la actividad propia y la de los demas.

3.1.2. Desarrolloy aprendizaje

La actividad mediada por signos hace a los procesos psicoldgicos superiores especificos de
los humanos y marca la pauta de su desarrollo (Rodriguez, 2003). En la teoria de Vygotsky,

el desarrollo es:

(...) el movimiento progresivo y logico por linea ascendente de lo inferior a lo superior,
avanzando de un estado a otro mas elevado. El desarrollo es un proceso de transformacion de
posibilidades en realidades. La posibilidad es una tendencia con existencia real y que
permanece latente en objetos y fendmenos, convirtiéndose en realidad sélo cuando se dan

determinadas condiciones para ello (Castillo, 2011, p. 24).

La perspectiva del desarrollo humano de esta teoria, se basa en la idea del
materialismo dialéctico de Marx de que los fendmenos estan en continuo movimiento y se
caracterizan por sus cambios y, por tanto, poseen historia. Se considera que los procesos
cognitivos sufren cambios en el curso del aprendizaje y el desarrollo, luego pueden
comprenderse determinando su origen y trazando su historia (Cole et al., 2009, p. 33). Sobre
esto, Vygotsky afirmaba que el aprendizaje en los nifios comienza antes de que asistan a la
escuela y que todo aprendizaje escolar tiene una historia previa, por ejemplo, ellos han tenido
cierta experiencia con la nocion de cantidad antes de estudiar la aritmética. Sefialaba que, a

diferencia del aprendizaje generado antes de la escuela, el escolar es sistematico e introduce
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algo nuevo en el desarrollo del nifio, porque hay una variacion evolutiva en su grado de
desarrollo a través de la resolucion de problemas guiada por el profesor o trabajando con
compafieros méas capaces (Werstch, 1988). Entonces, el aprendizaje se interrelaciona con el

desarrollo mental.

En este encuadre teorico, para descubrir las relaciones entre aprendizaje y el proceso
de desarrollo, deben determinarse por lo menos dos niveles: el nivel de desarrollo actual y
el nivel de desarrollo potencial (Vygostsky, 1978). El primero corresponde al nivel de
desarrollo de las funciones mentales de un individuo que se ha establecido como resultado
de ciertos ciclos de desarrollo ya completados. Este nivel puede determinarse mediante
pruebas que permitan indicar solo aquello que los nifios o personas pueden hacer por si
mismas, es decir, lo que pueden lograr hacer de manera independiente. El nivel de desarrollo
potencial se establece a partir de mirar en prospectiva lo que las personas son capaces de

realizar por medio de la asistencia o interaccidn con otras personas.

La interrelacion entre aprendizaje y desarrollo es explicada por el concepto “zona de
desarrollo proximo”, el cual Vygotsky (1978) define como:

La distancia entre el nivel de desarrollo actual, segin lo determinado por la resolucién

independiente de problemas, y el nivel de desarrollo potencial, determinado mediante la

resolucion de problemas bajo la guia de un adulto o en colaboracién con pares mas capaces.
(p. 86)

La zona de desarrollo proximo proporciona una herramienta con la que puede
entenderse el curso del desarrollo mental, ya que lo caracteriza prospectivamente. Por un
lado, define procesos cognitivos en estado de formacion que poseen las personas, pero que
no han madurado o de los cuales no se ha tomado consciencia. Por otro, permite evidenciar

lo que potencialmente una persona es capaz de desarrollar.

El aprendizaje antecede y apunta al logro de nuevos estados del proceso de desarrollo
mental, que aun no se han consolidado o terminado de madurar. En palabras de Vygotsky
(1978), “el aprendizaje organizado adecuadamente resulta en desarrollo mental y pone en
movimiento una variedad de procesos de desarrollo que serian imposibles aparte del
aprendizaje” (p. 90). En consecuencia, una caracteristica esencial del aprendizaje es crear la

zona de desarrollo proximo. Siendo asi, las actividades de aprendizaje deben centrarse no en
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el nivel de desarrollo actual, sino teniendo como referencia los procesos en el nivel de
desarrollo potencial. Castillo (2011) ilustra la relacion entre aprendizaje y desarrollo con el

siguiente esquema:
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Figura 3.1. Relacion entre aprendizaje y desarrollo. Fuente: Castillo (2011, p. 21).

Desde esta perspectiva teorica, la interaccion social y la mediacion semiotica proveen
el soporte de la relacion de interdependencia aprendizaje-desarrollo, pues promueven el
surgimiento de funciones cognitivas internas (Rodriguez, 2003). Si bien el lenguaje se origina
en la comunicacion de una persona con otras en su ambiente, solo hasta que éste se convierta
en un discurso interno, fungird como organizador del pensamiento, es decir, como una
funcién cognitiva interna (Vygotsky, 1978). Para ejemplificar lo anterior, Vygostky se apoya
en un resultado de Piaget, quien evidencid que el razonamiento en un grupo de nifios emerge
como un argumento destinado a probar su propio punto de vista, previo a su aparicion como

una actividad interna de verificar y confirmar sus pensamientos.

En sintesis, el aprendizaje provoca una variedad de procesos internos de desarrollo
que son capaces de operar solo cuando una persona interactlia con otras en su ambiente o
coopera con sus pares. Una vez que estos procesos se internalizan, se convierten en parte del
logro de desarrollo independiente de la persona. Vygotsky denominé internalizacién a la
reconstruccion interna (cognitiva) de una operacion externa (social) mediada por signos
(Vygotsky, 1978, p. 56). En palabras de Wertsch (1988), es “el proceso implicado en la

transformacion de los fenomenos sociales en fenomenos psicologicos” (p. 79).

Por tanto, en esta investigacion se asume que el proceso de desarrollo cognitivo es
dindmico y progresivo. Asimismo, que el aprendizaje pone en movimiento la transformacion

de cierto estado de desarrollo cognitivo y su ascenso a un estado potencial superior. De
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acuerdo con Vygotsky, el proceso de desarrollo consiste en la internalizacion de operaciones

externas mediante el uso de instrumentos culturales o signos.

3.1.3. Cambio cognitivo

Se ha mencionado que el desarrollo cognitivo es un proceso de naturaleza cambiante y
evolutiva. Este es susceptible describirlo a partir de los cambios cognitivos que acontecen
durante la trayectoria del mismo, segun las siguientes consideraciones teoricas. Tanto la
teoria de Vygotsky como el método genético que elabora para explicar la transformacion de
procesos psicologicos elementales en formas superiores, se enfocan en el analisis y
descripcion de los cambios cualitativos que se producen en el curso del aprendizaje y del
desarrollo (Cole et al., 2009). El argumento de Vygotsky (como se citd en Wertsch, 1988) es
que los procesos psicoldgicos solamente pueden explicarse si se estudian en el proceso de su

desarrollo, es decir, cuando estos se movilizan en alguna actividad:

Necesitamos concentrarnos, no en el producto del desarrollo, sino en el proceso mismo
mediante el que las formas superiores se constituyen [...] Plantear una investigacion sobre el
proceso de desarrollo de un objeto determinado con todas sus fases y cambios — desde el
nacimiento hasta la muerte — significa fundamentalmente describir su naturaleza, su esencia,
de manera que «es solamente en movimiento cuando un cuerpo muestra lo que es». Por ello, el
estudio historico [...] del comportamiento no es un aspecto auxiliar del estudio teorico, sino

que, mas bien, forma su auténtica base (Wertsch, 1988, p. 35).

Vygotsky definia el desarrollo en términos de “saltos cualitativos revolucionarios”
fundamentales, y no como incrementos cuantitativos constantes. Estos saltos fungen como
puntos de inflexion del desarrollo y dan cuenta de su naturaleza cambiante. Cada salto se
produce cuando en determinados momentos de la aparicion de un proceso cognitivo, los
principios que anteriormente explicaban el desarrollo, requieren reorganizarse y conjuntarse
COoN nuevos principios para incorporarse en una estructura explicativa general, pues por si

solos ya no podrian explicarlo (Wertsch, 1988).

Por lo anterior, desde la perspectiva sociocultural del desarrollo de Vygotsky, el
estudio y explicacion del desarrollo de un proceso cognitivo superior debe analizar la historia

de todos los estados de desarrollo y sus cambios durante la movilizacion de este proceso en
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una actividad. Es decir, considerando su estado actual y su transito a estados potenciales. El
cambio cognitivo es “una transicion de un estado, condicion o fase menos organizada [del
desarrollo] a una més organizada” (Fowler, 1992, p. 1239), por lo que el cambio procede en
la direccion de alcanzar un estado final y es un descriptor del desarrollo. Siegler (2006)

establece cinco dimensiones del cambio cognitivo:

e Trayectoria (path): Es la secuencia de estados, representaciones o comportamientos
predominantes que usan las personas mientras adquieren una competencia. EI cambio
integra aspectos cuantitativos y cualitativos que describen como este ocurre a traves
del aprendizaje.

e Tasa del cambio (rate): Se refiere a cuanto tiempo o experiencia separa el uso inicial
de un nuevo enfoque o competencia de su uso en una manera consistente. Involucra
indicar si el cambio es repentino o lento (Flynn, Pine, & Lewis, 2006).

e Amplitud (breadth): Laamplitud del cambio implica cudn ampliamente se generaliza
el nuevo enfoque a otros problemas y contextos. Es decir, establecer si el cambio es
especifico de un dominio (resolucion de problemas, razonamiento matematico,
memoria, lenguaje, etc.) o generalizable a otros dominios (Flynn et al., 2006).

e Variabilidad (variability): Se refiere a qué tan variable es el comportamiento de una
persona ante tareas similares en un mismo dominio y si existen patrones comunes 0
diferencias en el cambio de varias personas, por ejemplo, en las estrategias utilizadas
por cada una al resolver cierta tarea.

e Fuente (source): Concierne a las causas que ponen el cambio en movimiento, es

decir, cual fue el origen o fuente del cambio.

Estas dimensiones que describen el cambio cognitivo reflejan que, durante el
desarrollo hay cambios en la forma, estructura u organizacion de un proceso, los cuales son

esenciales para el desarrollo y lo describen (Fowler, 1992).

En esta investigacion se asume que el razonamiento inductivo, al igual que otros
procesos como el pensamiento critico-creativo, la deduccion y la metacognicién, es un
proceso cognitivo superior (Ledesma, 2014). Entonces, es susceptible de desarrollo y

andlisis. Por consiguiente, el desarrollo de esta forma de razonamiento en los profesores
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involucra que transiten del estado actual que guarda su razonamiento a un estado potencial.
El producto de la transformacion de un estado inicial de razonamiento a otro superior es

considerado una manifestacion de un cambio cognitivo (Figura 3.2):

[ Proceso de desarrollo ]

Estado de P q Estado de
desarrollo roceds_o € desarrollo
k aprendizaje k41

Transformacion

Cambio cognitivo

Figura 3.2. Cambio cognitivo como descriptor del desarrollo del razonamiento inductivo.

Con base en la teoria de Vygotsky, se asumid que el desarrollo de un proceso
cognitivo en matematicas, tal como el razonamiento inductivo, puede propiciarse y analizarse
como producto de una actividad en un ambiente sociocultural especifico, mediada por el uso
de sistemas de signos. Luego, para entender como promover un cambio cognitivo en el
razonamiento de los profesores, se consideraron elementos y planteamientos de la Teoria de

la Actividad de Leontiev, los cuales se exponen en el siguiente apartado.

3.1.4. Actividad y desarrollo cognitivo en la teoria de Leontiev

En la teoria de Vygotsky se establece que, los procesos cognitivos superiores aparecen
primero como procesos en un plano social y, tras una interiorizacion, son transformados en
procesos internos de cada individuo. Para Leontiev (1984), los procesos cognitivos se
desarrollan por medio de la realizacion de actividades humanas sujetas a un motivo. Se
entiende por actividad, los procesos que provocan una relacién activa de los seres humanos
con la realidad objetiva. La relacion es activa en el sentido de que el sujeto transforma su
realidad, mediante la interaccion con el objeto de la actividad y su entorno (Leontiev, 1984).
Por ejemplo, las actividades profesionales, de estudio y de ejercitacion fisica son especificas
de las personas y le ayudan a entender su entorno, crecer en lo personal y profesional, etc.
(Brito y Castellanos, 1987).
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En la teoria de Leontiev (1984), la actividad humana se origina en la accion préactica
con objetos materiales, por lo que inicialmente es una actividad externa, y luego es interna
cuando se realizan acciones mentales con esos objetos en un plano representativo
(Montealegre, 2005). Por tanto, el desarrollo de los procesos cognitivos inicia con la
formacion de acciones externas con los objetos de la realidad y la actividad humana es justo

la via de interaccion de las personas con su medio (Patifio, 2007).

3.1.4.1. Estructura de la actividad

Para Leontiev (1984), la actividad se constituye de procesos especificos en los que
acontece una relacion activa con la realidad objetiva, y en ésta tiene lugar la interaccion del
sujeto con un objeto cognoscente. El objeto de la actividad es lo que constituye su motivo, y
puede ser material o ideal. Un ejemplo es la actividad profesional docente en matematicas;
el objeto puede decirse que es el aprendizaje matematico en los estudiantes (Dolores, 2014),
aunque también pueden haber otros motivos de la misma. Otro ejemplo de actividad es la
modelacion matematica y su objeto es el modelo de las relaciones entre variables que
describen cierta situacion (e.g., Arrieta y Diaz, 2015; Suéarez, 2014). El objeto primero
aparece de manera independiente al sujeto, transformando su actividad, y después como su
imagen, la cual se produce como resultado de la actividad del sujeto y del conocimiento

generado en ésta.

La actividad es un sistema que tiene su propia estructura, es decir, estad formado por
componentes que se interrelacionan como un todo (Leontiev, 1984). Los componentes
estructurales de la actividad son: motivo, objetivo, base orientadora, medios de ejecucion y
resultado. Estos se organizan en dos grupos: componentes de orientacion y componentes de

ejecucion, los cuales se describen a continuacion:

a. Componentes de orientacion. Leontiev (1984) establece que las necesidades y los
motivos son componentes de la actividad que orientan el actuar de las personas. La
necesidad dirige y regula la actuacion de una persona en la actividad. La funcién de
regulacion aparece hasta que la necesidad entra en contacto con el objeto de la
actividad (Brito y Castellanos, 1987; Montealegre, 2005). Para Leontiev (1984), “el
objeto de la actividad [sea material o ideal], es su verdadero motivo” (p. 82). El

motivo responde a una necesidad, orienta y da sentido a la actividad (Brito y
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Castellanos, 1987). Por tanto, la actividad no existe sin un objeto o motivo. El
resultado o producto que podria alcanzarse con la realizacion de la actividad es su
objetivo (Talizina et al., 2010).

b. Componentes de ejecucion. Uno de los componentes principales de la actividad son
las acciones para su ejecucion. Leontiev (1984) denomina accion al proceso que esta
orientado al logro del fin consciente u objetivo de la actividad. Enfatiza que la
actividad es una cadena de acciones; sin accion no hay actividad. Talizina, Solovieva
y Quintanar (2010) afirman que el resultado de las acciones es un objeto material,
una imagen, un concepto, una expresion artistica o la solucion de un problema

matematico.

Las acciones de la actividad pueden ser externas o internas. Algunas formas de las
acciones en el plano externo son: material, verbal escrita u oral y visual; la verbalizacién
interna y la imagen mental son ejemplos de formas de las acciones internas (Talizina et al.
2010). La accion para Leontiev (1984), ademas de tener una intencion (qué debe lograrse),
tiene un aspecto operacional relativo a como o por qué medio lograrlo. Las tareas son las

condiciones determinadas, segun el fin de la actividad, para la ejecucion de las acciones.

Los medios o procedimientos con los cuales se ejecuta cada accion los llamo
operaciones. Por ejemplo, la accion de graficar una relacion funcional entre variables, en un

plano cartesiano, puede realizarse por distintas operaciones tales como:

— latabulacién de pares de valores de las variables y trazar puntos en el plano,
— determinar las coordenadas de los puntos de interseccion de la curva con los ejes, asi

como puntos maximos, minimos y de inflexidn, y ubicarlos en el plano.

A diferencia de las acciones, las operaciones son automatizadas (Talizina et al., 2010).
En la estructura de la actividad, las acciones estan ligadas a los fines de la actividad y las
operaciones con las tareas (Figura 3.3).
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Actividad

Necesidad

Objetivo
¢ Qué se lograra?
Tareas i
[ ¢Como se lograra?

Figura 3.3. Estructura de la actividad en la Teoria de Leontiev.

En sintesis, la actividad de los individuos mediada por instrumentos o signos es el
motor para el surgimiento y desarrollo de los procesos cognitivos superiores. Bajo este
posicionamiento teorico, se adopté la nocion de actividad de Leontiev para estructurar
actividad de generalizacién, la cual se propuso a los profesores para propiciar un cambio
cognitivo en su razonamiento inductivo, y asi explorar una forma de contribuir a su desarrollo

profesional.

3.2. Desarrollo profesional docente y sensibilidad didactica

El desarrollo profesional docente es concebido en esta investigacién como un proceso de
cambio y crecimiento docente en dos niveles: el personal (individual) y el profesional (social)

del profesor, de acuerdo con las siguientes consideraciones sobre el tema.

3.2.1. Desarrollo profesional docente como cambio y crecimiento

El desarrollo profesional docente consiste en las experiencias de aprendizaje y actividades
conscientes y planificadas que tienen por objetivo beneficiar a un individuo, grupo o escuela
y, por este medio, contribuir a la calidad de la educacion en el aula (Day, 1999). Para Day,
es el proceso mediante el cual los profesores, de manera individual y colectiva, desarrollan
conocimiento, habilidades e inteligencia emocional que se requieren para un pensamiento

profesional.

En Guskey (2000, 2002), el desarrollo profesional docente se refiere como aquellos

procesos Y actividades disefiados con el propdsito de cambiar y mejorar el conocimiento
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profesional, las practicas docentes en el aula, las habilidades y actitudes de los profesores vy,
a su vez, el aprendizaje de los estudiantes. Los autores antes mencionados, coinciden al
sefialar a las actividades y experiencias de aprendizaje como parte del proceso de
profesionalizacion, y a la idea de cambio en los entendimientos de los profesores respecto a
su préactica, conocimientos y habilidades, como un indicador o resultado de dicho proceso.
De hecho, en este contexto, Guskey (2002) se refiere al cambio profesional docente como un

proceso de aprendizaje experiencial.

Segln Richardson y Placier (2001), el cambio del docente puede describirse en
términos de aprendizaje, crecimiento, mejora, implementacion de algo nuevo o diferente y
cambio cognitivo. A decir de estas autoras, las investigaciones en el tema se han focalizado
en examinar aspectos relativos a la cognicion del profesor, tales como su conocimiento de la
préctica, del contenido y la reflexion sobre la préctica, a fin de determinar sus efectos en
procesos de cambio en el docente. En tal sentido, se admite que un cambio docente es
primeramente, desde una mirada de las teorias del aprendizaje constructivista, un cambio

cognitivo.

Por su parte, Clark (como se citd en Roesken, 2011), sefiala que el desarrollo
profesional docente en matematicas inviste un cambio en cualquier combinacion de los
siguientes elementos, y no sélo en uno: las creencias y actitudes, el conocimiento y la préactica
de los profesores. Al respecto, Day (1999) afirma que un cambio a nivel méas profundo
implica la modificacién o transformacion de las actitudes, emociones y percepciones del
profesor que toman parte en la préctica docente. En adicion, menciona que un cambio

requiere ser internalizado para que no sea temporal o superficial.

Si bien el desarrollo profesional docente involucra una mejora personal del profesor,
las diferentes perspectivas en la literatura estan coincidiendo hoy en dia en ubicar al cambio
docente a nivel de un crecimiento profesional. En esta direccion, Clarke y Hollingsworth
(2002) consideran que el cambio profesional docente concierne tanto a un desarrollo
personal como a un crecimiento profesional. Segun estos autores, el cambio como desarrollo
personal esta orientado a mejorar el desempefio, desarrollar habilidades o estrategias
adicionales del docente; el cambio como crecimiento, involucra aprendizaje docente en una

comunidad y cambio en la actividad profesional.

Capitulo 3: Fundamentos y elementos teéricos | 60



Fraser, Kennedy, Reid y Mckinney (2007) argumentan que un cambio profesional se
entiende mejor si se describe como “resultado de un proceso de aprendizaje en términos de
transacciones entre el conocimiento, la experiencia y las creencias de los docentes, por un
lado, y sus acciones profesionales, por el otro” (p. 157). De este modo, el desarrollo
profesional del profesor puede entenderse como un cambio cognitivo que trasciende a lo
personal y se sitla en mejoras a la practica, por ende, en el aprendizaje de sus estudiantes

(nivel micro) y en la mejora de la calidad educativa (nivel macro).

Entonces, el desarrollo profesional docente en matematicas es un proceso progresivo
de transformacion, tanto en el docente como en sus actividades profesionales, hacia la mejora
de la practica y el aprendizaje matematico de los estudiantes. Es en este sentido, que en este
trabajo se habla del cambio cognitivo docente respecto al razonamiento inductivo de los
profesores matematicas como una forma de desarrollo profesional. Es decir, un cambio
cognitivo en el razonamiento del profesor que trascienda a alguna accion para la mejora de

su practica profesional, tal como el redisefio de una actividad de aprendizaje.

Para analizar si el resultado de la experiencia de aprendizaje sobre el razonamiento
inductivo que se hizo vivir a los profesores en este estudio, fue transferido a esa accion
profesional, se consider6 que una sensibilizacién didactica debia actuar como una mediadora

para la transaccion de lo personal a lo profesional.

3.2.2. Sensibilidad didactica docente

Hopwood (2016) afirma que, el traspaso del aprendizaje profesional a la practica, no es
transferencia de informacion, sino “un sitio de aprendizaje sobre las formas cambiantes de
conocimiento y sobre la conexién del conocimiento de una persona a otra”. Este autor
argumenta que el traspaso puede entenderse en terminos de dos funciones del aprendizaje

profesional: conexion y sensibilizacion.

La funcion de conexion se refiere a modificar o restaurar las conexiones entre los
tipos de conocimientos que sustentan el aprendizaje y la practica, porque el aprendizaje toma
la forma de y cambia la accion en la practica. Esta conexion no ocurre por si misma, sino de

forma deliberada en el aprendizaje profesional. Como lo que se aprende puede ser inestable
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y tener implicaciones para los conocimientos que sostienen a las practicas, se requieren
mantener las conexiones en la accion. Hopwood establece que la funcion de sensibilizacion
garantiza que las conexiones permanezcan de forma flexible y sean reforzadas, permitiendo
cambiar la forma de interpretar y abrir nuevas posibilidades de la accion en la practica.
Asimismo, esta funcion del aprendizaje permite que las practicas se ajusten mas pronto a los

cambios y las hace mas sensibles a tener sutiles variaciones.

Considerando que la conexion se puede propiciar intencionalmente en experiencias
de aprendizaje profesional, se centro la atencion en la sensibilizacion porque representa una
funcién importante para traspasar el aprendizaje profesional a la practica y mantener las
conexiones en la accion. Sin embargo, se desconoce cOmo ocurre y qué caracteriza tal
sensibilizacion. Por ello, la nocidn de sensibilidad didactica es utilizada en este trabajo como
una herramienta conceptual para analizar si los profesores perciben qué es el razonamiento
inductivo, asi como los procesos que subyacen, y los convierten en un conocimiento para
realizar una accion de la practica docente relacionada con lo inductivo, en particular, el

redisefio de una actividad de generalizacion.

Segun la filosofia del materialismo dialéctico, el proceso de conocimiento es sensorial
y racional. Es decir, en un primer momento (sensorial) el conocimiento transita de lo
sensorial a lo racional, de lo percibido sensorialmente al pensamiento; en un segundo
momento de conocimiento (racional), el pensamiento reorganiza el reflejo de las
caracteristicas de los objetos y fendmenos captados de forma sensorial y lo hacen consciente
y generalizado (Brito y Castellanos, 1987). El conocimiento sensorial tiene un papel
fundamental en la organizacion de la actividad practica de las personas y sirve de base a la
formacion del conocimiento racional. Segun Kant (en Hegedus y Moreno, 2011), lo percibido
sensorial o empiricamente se transforma y adquiere forma de conocimiento a través de

formas innatas de sensibilidad.

Las formas de sensibilidad suelen ser intrinsecas a las personas, aunque también
pueden detonarse por una accion de percepcion guiada mediante interacciones que produzcan
un cambio en la estructura del individuo (Preciado, Metz y Marcotte, 2015). Al hablar de los
aspectos del conocimiento desde una perspectiva psicolégica, Brito y Castellanos (1987)

definen la sensibilidad como la capacidad para captar estimulos. Afirman que la sensibilidad
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varia en cada persona e incluso para la misma en diferentes momentos y circunstancias. La
variacion puede ocurrir por el contenido de la actividad que se realiza, por el interés de la
persona hacia la tarea o por la adaptacion de nuestros sentidos a ciertos estimulos. El aumento

de sensibilidad es denominado por estos autores como sensibilizacion.

Al inspeccionar la acepcion de sensibilidad en diversos ambitos de la vida, el arte y
las ciencias (medicina, moral, politica, etc.), puede concluirse que es la capacidad de percibir
y reaccionar, ya sea fisioldgica o psicolégicamente, a lo captado por nuestros sentidos o por
la influencia de opiniones y juicios racionales (Vermeir & Deckard, 2012). El término
“sensibilidad emocional”, por citar un ejemplo, es utilizado en psicologia para medir y
explicar el grado en que una persona es capaz de identificar y reaccionar a emociones, tanto
propias como ajenas (Herrera y Guarino, 2008). En general, se acepta que la sensibilidad es
la capacidad para captar la cualidad de un objeto, hecho o situacién, y tener algun tipo de

reaccion ante ello.

Regresando al tema del desarrollo profesional docente, lo anterior significa que las
personas, incluyendo al profesor de matematicas, son susceptibles de cambiar en la medida
que son sensibles y toman consciencia de algo. En relacién al ejemplo de la sensibilidad antes
mencionado, las personas cambian de estado de animo cuando son sensibles emocionalmente

a una demanda ambiental (relacionada con él).

En ese orden de ideas, para que un cambio en el desarrollo personal del profesor se
transforme en una mejora de su practica profesional, se hace necesario que sea sensible a
reconocer formas distintas de ensefianza que le permitan promover aprendizajes
matematicos. Asi, se denomina sensibilidad didactica docente a la capacidad para percibir la
ausencia o presencia de formas distintas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas por
parte del docente, asi como las implicaciones didacticas en la practica. La sensibilidad
didactica refiere a la facultad que adquiere un docente para reconocer los alcances y
limitaciones de su practica, en funcion del tipo de conceptualizacion matematica y

pedagdgica (instruccional) en él presente (Sosa y Aparicio, 2017).

En el caso que nos ocupa, la sensibilidad didactica al razonamiento inductivo se

interpreta como la capacidad para percibir este tipo de razonamiento como una forma de
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generar conocimiento matematico y un medio para generalizar, esto es, como una forma de
organizar y otorgar un tratamiento didactico los objetos matematicos a fin de potenciar el
aprendizaje de los estudiantes. Tener dicha sensibilidad implica que los profesores
reconozcan qué caracteriza al razonamiento inductivo y los procesos cognitivos asociados
para promoverlo en el aula de matematicas, particularmente en una actividad de
generalizacion. Debido a esto, la sensibilidad didactica se consideré como una variable a
analizar con la intencidn de dar cuenta de un cambio en una accién de la actividad profesional

docente.

Por tanto, para determinar si un cambio cognitivo docente se traduce en una forma de
desarrollo profesional, se utilizaron dos categorias de analisis correspondientes a cada nivel
de cambio docente: el personal y el de actividad profesional. Estas categorias son el cambio
cognitivo y la sensibilidad didactica al razonamiento inductivo, respectivamente (Figura
3.4).

Aprendizaje y desarrollo profesional docente

Cambio cognitivo
docente

Y Y

Nivel personal: Nivel de actividad

Cambio cognitivo en el profesional: accion de la
razonamiento inductivo de practica: Redisefio de una
los profesores. actividad de generalizacion.

Transformacion de 4

estado actual a superior
de desarrollo del RI

K
Uso de la l6gica y
procesos del Rl

Sensibilidad didactica
(Percepcion e implicacion del razonamiento en la E-A)

Razonamiento inductivo (RI)

Figura 3.4. Esquema del estudio de un cambio cognitivo docente respecto al

razonamiento inductivo.
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Capitulo 4

Marco metodologico

La investigacion sobre el cambio cognitivo docente en el razonamiento inductivo se
desarrollé por medio de un Experimento de ensefianza (Teaching Experiment), en la
modalidad de “Experimento de Desarrollo del Profesor” (Simon, 2000). Este tipo de estudios
se inscribe en la metodologia denominada Investigacion de disefio (Design Research) o
Investigacion basada en disefio, caracterizada por la interrelacion entre el disefio
instruccional y el desarrollo o la validacion de teoria (Bakker y Van Eerde, 2015). En este
capitulo, se describen las acciones de la investigacién, el marco de una investigacion de
disefio, las caracteristicas generales y fases de un experimento de ensefianza y de desarrollo
del profesor, asi como las categorias y métodos utilizados para el andlisis de los datos

recabados.

4.1. Acciones de la investigacion
Para el logro de los objetivos de la investigacion, se realizaron las siguientes acciones:

1. Se examino el estado del razonamiento inductivo de un grupo de profesores de
matematicas en educacién secundaria, para caracterizar los procesos inductivos que
emplean en la generalizacion de un patron de comportamiento cuadratico y asi
identificar estados potenciales del desarrollo de este tipo de razonamiento. Este
estudio también tuvo como propdsito reconocer el tipo de dificultades que enfrentan

para generalizar razonando de manera inductiva.
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2. Se disefi0 y ejecutd un Experimento de Desarrollo del Profesor para promover el
desarrollo del razonamiento inductivo en los profesores, con el proposito de analizar

el cambio cognitivo y la sensibilizacion didactica en ellos.

4.2. Investigacion de disefio

La Investigacion de disefio es una metodologia de corte cualitativo que consiste en el
desarrollo de disefio instruccional y de teoria de manera paralela, mediante el estudio
sistematico de procesos o ambientes de aprendizaje y los medios que los soportan,
considerando el contexto natural en que acontecen (Cobb, Confrey, diSessa, Lehrer &
Schauble, 2003; Cobb, Zhao & Dean, 2009). Es decir, el disefio instruccional esta orientado
al desarrollo de teoria con fundamento empirico y, a su vez, ésta se genera para entender los

procesos de aprendizaje, con miras a la mejora en el disefio de las experiencias de instruccion.

Fue desarrollada en el campo de las Ciencias del aprendizaje, el cual se enfoca en el
estudio de los procesos de aprendizaje desde una perspectiva multidisciplinar, que
comprende a la psicologia, sociologia, pedagogia, antropologia y otras disciplinas
relacionadas con el aprendizaje (Confrey, 2006). EIl término “Investigacion de disefio”
engloba a un conjunto de disefios de investigacion educativa con este caracter practico-
tedrico, pero que varian en motivos, tipo de resultados, teoria base (de aprendizaje), y escala
(Prediger, Gravemeijer & Confrey, 2015). Entre estos se encuentran los experimentos de
disefio (Cobb et al. 2003), la investigacion basada en disefio (Barab & Squire, 2004), los
estudios de disefio (Shavelson, Phillips, Towne, & Feuer, 2003; Walker, 2006) vy la
investigacion de implementacién basada en disefio (Penuel, Fishman, Cheng, & Sabelli,
2011).

Se optd por esta metodologia para disefiar un ambiente de aprendizaje con
fundamento tedrico, que promueva un cambio cognitivo docente respecto a este tipo de
razonamiento en profesores de secundaria y, en paralelo, ayude a entender la forma de

propiciarlo.
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4.2.1. Origenes, fundamentos y proposito de la metodologia

Son dos las circunstancias que en conjunto se asocian a los origenes de la investigacion de
disefio. Por un lado, el interés por nuevos enfoques de investigacion que reduzcan la brecha
tedria-practica para resolver los problemas de la practica educativa; por otro, la atencién en
los procesos de aprendizaje en relacion con el papel del contexto en que se sitdan, enfatizado
por las teorias sociocultares sobre la cognicion humana (Plomp & Nieveen, 2013; Prediger,
Gravemeijer & Confrey, 2015).

Durante las décadas 60°s —90’s en el siglo pasado, la investigacion basica y las teorias
del aprendizaje, conductuales en un primer momento y después cognitivistas, precedieron el
desarrollo en materia de curriculo (planes y programas de estudio, innovacion educativa,
materiales didacticos, y similares) para la atencion de problemas educativos. Sin embargo,
las propuestas curriculares en varias ocasiones resultaban inadecuadas por su desapego a la
realidad del escenario educativo donde se implementaban. Ademas, proporcionaban poca o

nula comprension de su éxito o fracaso (Prediger et al. 2015).

En palabras de Stoke (1997), para reducir la brecha entre la investigacion y un uso
practico que refleje mejor la realidad, se debia “avanzar en las fronteras de la comprension,
pero movidos por las consideraciones de uso” (p. 74). Emergi6 entonces la necesidad de
enfoques de investigacion que ajustaran las variables del contexto de ensefianza aprendizaje
al disefio de intervenciones educativas para resolver problemas de la practica. Por tanto, para
producir intervenciones educativas, habria que entender las formas de aprendizaje y su
contexto, y viceversa. Es bajo esta filosofia que surge la Investigacion de disefio, la idea de
fondo es “entender algo para cambiarlo, y cambiarlo para entenderlo” (Gravemeijer & Cobb,
2013). De este modo, se origina como una metodologia alternativa con la cual investigar
sistematicamente cambios en las variables de contexto, para examinar cOmo esos cambios

influyen en el aprendizaje y en la practica (Barab, 2014).

Por otra parte, justo por la importancia del contexto sociocultural en la cognicion de
las personas, en las ciencias del aprendizaje empezaba a adquirir mayor relevancia el estudio
del aprendizaje como un proceso sociocognitivo dindmico, y la necesidad de alcanzar una
comprension mas completa de su produccion en escenarios reales (Plomp, 2013). Diferentes

perspectivas tedricas socioculturales coincidian en la idea de que los procesos de interaccion
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y comunicacion son mediadores del aprendizaje. En consecuencia, se hacia necesario
disponer de mayor conocimiento cientifico para generar procesos de disefio instruccional que
propiciaran formas mas activas de aprendizaje, tanto en lo individual como en lo colectivo,

y que consideraran la complejidad de los escenarios escolares (Prediger et al. 2015).

En este sentido, el surgimiento de la investigacion de disefio también fue alentado por
el interés en disefiar tareas o ambientes de aprendizaje, con fundamento teorico, que
promuevan el pensamiento de los estudiantes en interaccion con otros estudiantes y el
profesor. Se hacia imprescindible contar con nuevo conocimiento cientifico que apoye a los
profesores en interpretar como actlan y razonan sus estudiantes en contextos de aprendizaje

activo.

Los fundamentos de la investigacion de disefio se encuentran principalmente en
posicionamientos socioculturales sobre el aprendizaje, tales como los de Vygotsky y Dewey.
Tres principios tedricos que sustentan la mayoria de los estudios con esta metodologia son
(Prediger et al., 2015):

i. Los sujetos en un proceso de aprendizaje, son agentes epistémicos que incorporan sus
experiencias personales y culturales, y sus propios recursos cognoscitivos. Ambos
influyen en qué y como aprenden.

ii. A medida que se aprenden ideas, concepciones o estrategias en algun dominio de
conocimiento, ocurren cambios en el pensamiento. Por ejemplo, cambios
conceptuales o cognitivos.

iii. El pensamiento y la accion estan interconectados e influyen entre si.

Acorde a esta metodologia, este estudio sobre un cambio cognitivo docente en el
razonamiento inductivo de profesores se sustenta en los tres principios anteriores. Segun los

fundamentos tedricos establecidos en el Capitulo 3, en la investigacion se asume que:

i. Los profesores son agentes epistémicos, cuyas experiencias personales y
culturales, asi como sus formas propias de conocer, influyen en su aprendizaje.

ii. Ocurrira un cambio cognitivo en su razonamiento inductivo a medida que
aprendan ideas y desarrollen procesos inductivos en matematicas, mediante la

interaccion social y el uso de representaciones semidticas.
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iii. El pensamiento y la accion estan interconectados e influyen entre si por lo que,
para analizar el cambio cognitivo, se presta atencion al discurso y representaciones

utilizadas por los profesores para explicar y justificar su razonamiento.

En sintesis, esta metodologia se origind como una forma de producir y experimentar
disefios instruccionales e ir ajustando sistematicamente variables del contexto, con el
propdsito de generar y validar teorias sobre procesos de aprendizaje en escenarios naturalistas
(Plomp, 2013). EIl aprendizaje, en este enfoque de investigacion, es concebido como un
proceso constructivo por los estudiantes y se atribuye un papel importante al contexto en que
se situa la actividad de aprender. De alli que, varios estudios con esta metodologia se orienten
al pensamiento de los estudiantes y a los medios que lo hacen evolucionar. Una muestra de
esto es la gran cantidad de investigaciones que se han enfocado en estudiar patrones de
razonamiento de los estudiantes en un dominio especifico de conocimiento (e.g., Cobb,
Stephan, McClain & Gravemeijer, 2001; Cobb & Gravemeijer, 2008). El objetivo de la

investigacion de disefio es:

Desarrollar una clase de teorias sobre el proceso de aprendizaje y los medios que estan
disefiados para apoyarlo, ya sea el aprendizaje de estudiantes individuales, de una comunidad
de aula, de una comunidad profesional de docentes o de una escuela o distrito escolar visto

como una organizacion. (Cobb et al., 2003, p. 10)

El contexto natural y multivariable en que tienen lugar el aprendizaje es una variable
importante en los estudios con esta metodologia. Su funcion consiste en el estudio sistematico
del disefio, desarrollo y evaluacion de intervenciones educativas, tales como programas,
procesos y ambientes de aprendizaje, para desarrollar soluciones a problemas complejos en

la practica educativa basadas en la investigacion (Plomp, 2013).

Los estudios en que se emplea esta metodologia tienen tanto un caracter pragmatico
como una orientacion tedrica, pues ponen a funcionar en paralelo el disefio instruccional y la

investigacion. Al respecto Cobb et al. (2003) afirman que:

Prototipicamente, los experimentos de disefio implican tanto “ingenieria” [disefio y
produccion] de formas particulares de aprendizaje, como el estudio sistematico de esas

formas de aprendizaje dentro del contexto definido por los medios para apoyarlas. Este
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contexto disefiado esta sujeto a prueba y revision, y las iteraciones sucesivas que resultan

desempefian un papel similar al de la variacion sistematica en el experimento. (p. 9)

Las investigaciones de disefio pueden dirigirse hacia el disefio y desarrollo de
intervenciones educativas, ya sea ambientes, estrategias, materiales de aprendizaje o
similares, para solucionar problemas educativos complejos; o bien, al desarrollo y validacion
de teoria (van den Akker, Gravemeijer, McKenney & Nieven, 2006). Mas adelante, se

describe de manera mas amplia estos tipos de investigaciones.

La interaccion teoria-practica es una caracteristica de los estudios con esta
metodologia. De la practica a la teoria, el disefio de ambientes de aprendizaje sirve de
contexto para la investigacion y mediante andlisis continuos de su implementacién se generan
explicaciones tedricas sobre el aprendizaje; de la teoria a la practica, la teoria asi desarrollada
informa sobre los procesos de aprendizaje y orienta la mejora del disefio (Molina, Castro,
Molina y Castro, 2011). Esta es una caracteristica del estudio aqui reportado, pues se
disefiaron experiencias de aprendizaje para promover un cambio cognitivo docente en el
razonamiento inductivo de profesores de secundaria, con base en supuestos tedricos sobre
los procesos cognitivos que les permitirian transitar de lo particular a lo general, por
mencionar un ejemplo. Y de manera simultanea, se fue examinando continuamente como
ocurria este cambio y generando explicaciones sobre el fendmeno de estudio, lo cual servia
de base para la toma de decisiones y el disefio de otras intervenciones instruccionales con los

profesores.

El foco de atencion de estos estudios no se centra en verificar si cierto disefio
instruccional funciona para algin objetivo especifico de aprendizaje y qué funciona, sino en
explicar por qué y bajo qué condiciones funciona. Se realizan para desarrollar “teorias”
especificas o locales que permitan comprender los procesos de aprendizaje y los medios que
los producen y sustentan. Las investigaciones de disefio, entonces, son un medio para
comprender la complejidad y la forma en que interactan los distintos elementos de un
contexto de aprendizaje, tales como las tareas a resolver, los discursos que se promueven, las

herramientas y medios materiales que se proveen para el aprendizaje, etc. (Cobb et al., 2003).
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Segun Kelly (2013), esta metodologia es apropiada en estudios en los que se dispone
de pocas o nulas directrices para enfrentar algin problema complejo de ensefianza y
aprendizaje, cuando las soluciones aplicadas en otros escenarios son infructuosas o no se
adaptan al contexto del problema. Asimismo, si se desconoce o hay pocos acuerdos de los
especialistas sobre codmo proceder para su resolucién e, incluso, cuando los indicadores de

éxito para el logro de algun objetivo educativo todavia deber ser delineados.

La investigacion de disefio se dirige a un objetivo educativo, a nivel macro, o a uno
de aprendizaje, a nivel micro; y apuntan a describir o explicar las condiciones bajo las cuales
dicho objetivo es alcanzable mediante cierto disefio instruccional implementado en un
contexto especifico. Esto es, se realizan para discernir cuéles son las caracteristicas de un
disefio instruccional que lo hacen funcional para un objetivo educativo en cierto contexto
(Plomp, 2013).

En términos generales, la investigacion de disefio es ad doc para el estudio de
problemas abiertos y complejos. Los abiertos son aquellos en que se desconocen o no son
claras estas tres componentes; los complejos, ademas de estas caracteristicas, acontecen en
contextos unicos, involucran factores interconectados de manera sistémica que inciden en el
progreso para el logro del objetivo y tienen indicadores pocos claros de una solucion viable
(Rittel & Webber, 1977).

En sintesis, la metodologia es apropiada para el estudio de problemas en los que

permea por lo menos una de las condiciones siguientes (Kelly, 2013, p. 138):

 El conocimiento del contenido a aprender es nuevo o esta siendo descubierto por
los expertos.

 El conocimiento pedag6gico del contenido a ensefiar es escaso.

» No se dispone de materiales adecuados de instruccién o son poco favorables para
el objetivo.

 Los conocimientos y habilidades de los profesores son insatisfactorios.

 Los investigadores educativos disponen de poca informacion sobre el contenido y
las estrategias de instruccion.

» Existen factores contextuales que pueden complicar o afectar negativamente el

progreso hacia el logro del objetivo de la instruccion.
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Dadas las caracteristicas de los problemas que se estudian bajo esta metodologia, tres

componentes a clarificar para implementarla son (Kelly, 2013):

a. Estado inicial del objetivo: Conocimiento inicial del objetivo educativo y estado
de conocimiento de los participantes.

b. Estado meta o final: Estado e indicadores de logro del objetivo.

c. Operadores: Medios para moverse del estado inicial al estado meta (disefios,

recursos, ambiente de aprendizaje...).

En el presente estudio se aborda la problematica de cbmo movilizar el razonamiento
inductivo en profesores de matematicas de secundaria, para que puedan transitar del trabajo
con casos particulares a la formulacion de generalizaciones y ademas, reconocerlo como una
via para de ensefianza y aprendizaje. Como se ha documentado en el Capitulo 1, poco o nada
se conoce acerca de la forma en que los profesores usan el razonamiento inductivo para hacer
una generalizacién o en procesos didacticos en matematicas (Sosa & Cabafias, 2017), ya que
la mayoria de las investigaciones previas se habia enfocado en tipificar el razonamiento
matematico de profesores en formacion al resolver problemas o en las acciones del
razonamiento inductivo de los estudiantes. Debido a la escasa o nula informacion que se
disponia para atender este problema complejo relacionado con el desarrollo profesional del

profesor de matematicas, se considero apropiado utilizar esta metodologia.

En otro orden de ideas, por la funcion y la dualidad “disefio instruccional-desarrollo
tedrico” de las investigaciones de disefio, son varias las configuraciones que tiene en cuanto

a participantes, escenarios y objetivos (Cobb et al. 2003; Valverde, 2014):

a. Escenarios de aprendizaje con estudiantes:

Modalidad 1: Un profesor (investigador) conduce sesiones de ensefianza con un
pequefio numero de estudiantes con el objetivo de crear un ambiente de aprendizaje a escala,
a manera de laboratorio, para estudiarlo con profundidad (e.g., Steffe & Thompson, 2000).

Modalidad 2: Un equipo de investigadores colabora con un profesor para
implementar y analizar un disefio instruccional en un aula de clases. El rol del profesor puede
ser asumido por uno de los investigadores (e.g., Bakker and van Eerde, 2015; Confrey &
Lachance, 2000; Gravemeijer & Cobb, 2006).
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b. Escenarios de aprendizaje con profesores:
Modalidad 1: Experimentos de ensefianza con profesores en formacion en el cual uno
0 mas investigadores organizan y estudian la formacion de futuros profesores (e.g., Valverde,
2014).
Modalidad 2: Estudios con profesores en servicio con el objetivo de apoyar el
desarrollo de una comunidad profesional (e.g., Cobb, Zhao & Dean, 2009; Pape, Bell &
Yetkin, 2003).

La investigacion de disefio en este trabajo corresponde a la modalidad “estudio con
profesores en servicio para apoyar su desarrollo profesional”, porque se estudia una forma
de favorecer el desarrollo profesional docente en un escenario de aprendizaje con profesores
de matematicas en servicio, a través de promover un cambio cognitivo docente en su

razonamiento inductivo.

En particular, esta investigacion se llevé a cabo en la modalidad de un Experimento
de Ensefianza, que corresponde a un estudio de desarrollo de teoria. Este es uno de los dos
tipos de estudios que engloban las investigaciones de disefio, los cuales se describen en el

apartado siguiente.

4.2.2. Tipos de estudios de disefio y caracteristicas genéricas

Se distinguen dos tipos de investigaciones de disefio segun sus objetivos y productos:
estudios de desarrollo para el disefio de intervenciones educativas y estudios de validacion

o desarrollo de teoria (Plomp, 2013; Prediger, Gravemeijer, & Confrey, 2015).

a. Estudios de desarrollo. El objetivo de este tipo de estudios es desarrollar
intervenciones educativas (programas, estrategias, materiales de aprendizaje, etc.) basadas
en la investigacién para abordar problemas complejos en la practica educativa. Consiste en
el andlisis sistematico, disefio y evaluacién de las intervenciones con una doble
intencionalidad: resolver el problema al tiempo que se genera conocimiento sobre las
caracteristicas y el proceso de disefio de intervenciones educativas en un dominio especifico
(Plomp, 2013).
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El caracter y uso practico de los estudios de desarrollo se refleja en su doble producto:
la intervencion educativa y los principios de disefio. Se denomina principios de disefio a
proposiciones heuristicas acerca de las caracteristicas esenciales y metodoldgicas de la
intervencion. Los principios articulan los fundamentos teoéricos del disefio de la intervencion
con la evidencia empirica de su funcionamiento y eficacia con un grupo de personas en un
contexto especifico (Van den Akker, 2013). Pueden ser principalmente de dos tipos (Van den
Akker, 1999):

i. Principios de disefio de procedimiento: Caracteristicas del enfoque o perspectiva del
disefio.

ii. Principios sustantivos de disefio: Caracteristicas del disefio (intervencién) en si.

Los principios de disefio constituyen el producto tedrico de los estudios de desarrollo,
y solamente son generalizables sobre la base de las caracteristicas de la intervencion real
(Prediger et al., 2015). Por tanto, estos estudios son pertinentes para atender problemas
educativos en los que no se dispone de directrices o principios para el disefio y desarrollo de

actividades de instruccion.

b. Estudios de validacion o desarrollo de teoria. El término estudios de validacion se
usa para referirse a experimentos de disefio, es decir, experimentos (en laboratorios o aulas
de clase) que se centran en los procesos de aprendizaje y en la forma en que progresa el
razonamiento de las personas. Su objetivo apunta al desarrollo y validacién de teorias locales
sobre procesos de aprendizaje en dominios especificos y los medios que son disefiados para
apoyar ese aprendizaje (Plomp, 2013). Con tal objetivo, se disefian trayectorias o ambientes
de aprendizaje con sustento en teorias (por ejemplo, la epistemologia genética, el
constructivismo, las perspectivas socioculturales y el aprendizaje situado) enfocadas en la
construccidn del conocimiento, que susciten el desarrollo del pensamiento en estudiantes o

profesores, en lo individual y colectivo (Prediger et al., 2015).

A diferencia de los estudios de desarrollo, el objeto de los de validacion no es la
implementacion de un disefio de instruccion y sus caracteristicas, sino utilizar el disefio para
incentivar formas activas de aprendizaje, previstas y no, con la intencion de analizar su

progreso durante el experimento (Ball & Cohen, 1996, como se cit6 en Prediger, et al., 2015).
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La palabra “validacion” no se refiere a la verificacion o confirmacion de una teoria,
sino al desarrollo de teoria acerca de un proceso de aprendizaje en cierto dominio de
conocimiento, mediante la experimentacion y analisis de disefios de instruccion. La
realizacion de analisis sobre el proceso de forma continua y retrospectiva, permite probar
conjeturas acerca de la evolucién del razonamiento de los estudiantes y las interacciones en
el aula (Gravemeijer & Cobb, 2013). Asi, el producto de los estudios de validacion adquiere

la forma de teorias locales sobre el aprendizaje (Cobb et al., 2003).

En el caso de problemas muy complejos o persistentes, Plomp (2013) afirma que es
posible combinar estos dos enfoques de la investigacion de disefio, dando lugar a estudios de
implementacion. Estos se caracterizan por implementar una intervencion educativa basada
en la aplicacion de principios de disefio obtenidos de otros estudios. De esta manera, al
tiempo que se desarrolla una intervencion, se investiga la validez de tales principios en un
nuevo contexto, a través del andlisis sistematico de su implementacion. Se produce entonces
un conjunto de procedimientos y condiciones para implementar con éxito la intervencion
educativa. En la Tabla 4.1, se resumen los objetivos y productos de los tipos de

investigaciones de disefio:

Tabla 4.1. Tipos de investigaciones de disefio segln su objetivo y producto (Plomp, 2013, p. 23).

Tipo de estudio Objetivo Producto
i) Desarrollo de una intervencion basada en la
. Desarrollar una . o i
Estudios de . ., investigacion como solucion a un problema
desarrollo Intervencion complejo
educativa Pleo, ¥

ii) Principios de disefio re-utilizables.
i) Disefio de ambientes de aprendizaje para generar

. Validar o teorias.
Estudios de . S .
validacion desarrollar ii) Desarrollo y validacién de teorias acerca del
teoria aprendizaje y ambientes de aprendizaje, o validacién
de principios de disefio.
. i) Implementar un programa particular y,
Estudios de Implementar o ) mp prog P y

ii) Estrategias y condiciones bajo las cuales puede

implementacion  ampliar a escala . . oL L
hacerse la implementacion (principios de disefio).

Las cinco caracteristicas genéricas de la investigacion de disefio son (Van den Akker
etal., 2006, p. 5):
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1. Intervencionista: La investigacion tiene como objetivo disefiar una intervencion
educativa en un escenario real.

2. lterativa: Incorpora ciclos de andlisis, disefio y desarrollo, evaluacion y revision.

3. Orientada al proceso: La atencion se centra en comprender y mejorar las
intervenciones.

4. Orientada a un uso practico: La utilidad del disefio se mide, en parte, por la
practicidad de su uso para los usuarios en contextos reales de ensefianza aprendizaje.

5. Orientada a la teoria: El disefio esta basado en un marco conceptual y en
proposiciones teoricas. Asimismo, la evaluacion sistematica de la intervencion

contribuye a determinar principios de disefio 0 a construir teoria.

En general, los principios de disefio o teorias “locales” generados sobre la
intervencion en las investigaciones de disefio, se expresan en el siguiente formato (Plomp,
2013, p. 33): “En el contexto Z, la intervencion X (con ciertas caracteristicas) conduce a los

resultados Y1, Ya,..., Yn”.

4.2.3. Procedimiento y evaluacién de calidad de la investigacion de disefio

La produccion de resultados en la investigacion de disefio, conlleva un proceso de
teorizacion. A diferencia de la investigacién experimental en las ciencias naturales con
métodos estandarizados de recoleccion y analisis de datos, la teorizacién no se reduce a
validar teorias con base en la aceptacion o refutacion de hipotesis. En los estudios que
emplean la investigacion de disefio, la teorizacion refiere a la emergencia de teorias de
instruccion local que evolucionan tras la revision y refinamiento de conjeturas acerca del

aprendizaje (Confrey y Lachance, 2000, como se cit6 en Prediger et al., 2015).

La formulacion y refinamiento de las conjeturas de la investigacion requiere de ciclos
iterativos de experimentacion. Asimismo, precisa de realizar actividades de documentacion,
reflexion y andlisis continuos sistematicos, mediante la colaboracién entre investigadores y
profesionales en su campo, para producir los principios de disefio y las teorias locales de
instruccion (Plomp, 2013). Para la consecucion de los objetivos y resultados de las
investigaciones de disefio, estas deben realizarse mediante las siguientes tres etapas (Nieveen
& Folmer, 2013):
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(1) Investigacion preliminar: Esta etapa tiene un doble objetivo: i) Conocer la situacion
problemética mas a fondo y las posibilidades de mejora, y ii) especificar principios
de disefio tentativos y como se pueden desarrollar. Consiste en el analisis de las
necesidades y contexto de la situacion, asi como en la exploracion del conocimiento
cientifico existente sobre la problematica mediante la revision de la literatura. Estas
acciones se traduciran en la delimitacion de un marco conceptual o tedrico para el

estudio.

(2) Desarrollo o creacion de prototipos: Es una etapa iterativa que apunta al disefio y
desarrollo de varios prototipos. Con el término prototipo se denomina a una version
provisional de la intervencion educativa o de una parte de ésta, que se crea con base
en las pautas de disefio obtenidas en la etapa anterior. Es iterativa porque cada
prototipo corresponde a un ciclo de la investigacion, y se evaltan y refinan durante

toda la intervencion.

(3) Evaluacioén: La dltima etapa consiste en una evaluacion sumativa, que se realiza
con el propdsito de determinar en qué medida la implementacion de la intervencion
educativa conduce al logro de su objetivo o resultado esperado. Plomp (2013)
denomina a esta evaluacién semi-sumativa, ya que no solo mide la efectividad de la

intervencion, sino que frecuentemente deriva en recomendaciones para su mejora.

Estas son fases generales para la realizacion de investigaciones de disefio, pero los
métodos en cada estudio pueden variar bastante por los diferentes objetivos, resultados,
funciones y escala de cada uno. Especialmente en los estudios con foco en los procesos de
aprendizaje, se usan gran variedad de métodos de analisis de datos debido a las adaptaciones
(o nuevas invenciones) de los procedimientos de andlisis en relacion con el dominio
especifico de conocimiento y el contexto de aprendizaje. Independientemente de esta
variedad, cada estudio debe proporcionar una justificacion propia de sus métodos y hacer

transparente el proceso de generacion de resultados (Prediger et al., 2015).

Al respecto, Bakker y van Eerde (2015) sefialan que dos indicadores para un analisis
confiable de datos y obtencidn de resultados validos son la confiabilidad y la validez de la
investigacion, tanto interna como externamente. La primera concierne al trabajo con los datos

sin interferencia del investigador. La segunda se refiere a si realmente se mide lo que se
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pretendia medir. La verificacion de tales indicaciones puede hacerse bajo las consideraciones

siguientes:

Se dice que hay confiabilidad interna cuando la recoleccion y analisis de datos se
hace de manera objetiva, con independencia del investigador. Esta puede mejorarse
usando dispositivos para registros de datos en audio y video. La externa connota
replicabilidad, es decir, transparencia en el proceso de generar conclusiones a partir
de los datos y las condiciones del estudio.

La validez interna se refiere a la calidad de los datos y a la consistencia del
razonamiento que ha llevado a las conclusiones. La externa implica la generalizacién
de los resultados, pero no en un sentido estricto. Considerando que la especificidad
del contexto en que se desarrollan las investigaciones de disefio es una de sus
caracteristicas, la generalizacion es relativa al uso de los productos de la investigacion
para el estudio de problematicas similares en otros contextos, de manera que pueda

establecerse bajo qué condiciones son aplicables los resultados.

Estos indicadores se relacionan con los criterios mencionados por Nieveen y Folmer

(2013) sobre el desarrollo de intervenciones de alta calidad con esta metodologia, en

particular con los criterios de consistencia y factibilidad. Plomp (2013) organiza y describe

estos criterios de calidad como se muestra en la Tabla 4.2:

Tabla 4.2. Criterios para intervenciones de alta calidad en investigaciones de disefio.

Criterio Descripcion

Relevancia (también referido Hay una necesidad para que se lleve a cabo la
como validez de contenido) intervencién y su disefio esta basado en el estado

de arte del conocimiento (cientifico).

Consistencia (también referido  La intervencion esta “logicamente” disenada.
como validez de constructo)
Practicidad Esperada: Se espera que la intervencion sea

utilizable en los escenarios para el que ha sido
disefiada y desarrollada.

Real: La intervencion es utilizable en los
escenarios para los cuales ha sido disefiada y
desarrollada.

Eficacia Esperada: Se espera que al usar la intervencion

produzca los resultados deseados.
Real: El uso de la intervencion produce los
resultados deseados.

Fuente: Plomp (2013, p. 29).
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La investigacion aqui desarrollada se tipifica como un estudio de desarrollo de teoria,
porque se disefié una intervencion en un escenario presencial de trabajo con profesores, con
la intencion de favorecer experiencias de aprendizaje profesional que permitan examinar el
progreso de su razonamiento inductivo durante estas experiencias. Asimismo, con la
experimentacion y analisis continuo y retrospectivo de la intervencidn se prueban conjeturas
acerca de la evaluacion del razonamiento de los profesores y los medios que lo propiciaron,

tal como las actividades de generalizacion inductiva implementadas.

Para la realizacion de la investigacion, se consideraron las tres etapas de Nieveen y
Folmer (2013), antes referidas. Asi, el estudio del cambio cognitivo docente se estructurd en

las etapas y los objetivos siguientes:

A. Diagnosticar el razonamiento inductivo de un grupo de profesores de
matematicas de secundaria al intentar generalizar y respecto a su sensibilidad

didactica.

B. Promover el razonamiento inductivo en los profesores en la resolucion de una
actividad de generalizacion y el reconocimiento de procesos inductivos en la

estructura de las tareas de la actividad.

C. Evaluar en qué medida se produjo un cambio cognitivo y la sensibilizacion

didactica en los profesores respecto al razonamiento inductivo.

Este estudio se realizd en la modalidad de un Experimento de ensefianza,

especificamente, de Desarrollo del profesor.

4.3. Experimentos de Ensefianza y de Desarrollo del profesor

El Experimento de ensefianza es un tipo de investigacion de disefio, que se ubica en la
categoria de estudios para el desarrollo de teoria. Se basa en el establecimiento de hipétesis
0 conjeturas tedricas provisionales sobre el aprendizaje de estudiantes o profesores, las cuales
pueden ser verificadas o declinadas de manera empirica, mediante la configuracion e

implementacién de disefios instruccionales (Molina, Castro, Molina y Castro, 2011).
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4.3.1. Caracteristicas de un experimento de ensefianza

Los experimentos de ensefianza comparten las caracteristicas de los estudios para el
desarrollo de teoria, empero se centran particularmente en examinar cémo progresa el
razonamiento de las personas en contextos de ensefianza. Las caracteristicas de estos

experimentos son.

a. El objetivo de esta metodologia es experimentar el aprendizaje matematico y el
razonamiento de estudiantes, o profesores en el caso que nos ocupa, en el contexto de
episodios reales de ensefianza (Steffe & Thompson, 2000). Se orienta al
establecimiento de principios de disefio o al desarrollo de modelos sobre formas

especificas de aprendizaje y razonamiento.

b. Se centran en procesos de aprendizaje de un contenido especifico y la forma en que
se desarrolla el razonamiento de estudiantes y profesores. Es decir, se enfocan en
examinar como ellos explican, desarrollan y justifican su razonamiento, con sus
compafieros de clase o pares, al resolver situaciones matemaéticas (Steffe &
Thompson, 2000; Pape & Bell, 2003).

c. La investigacion y el disefio instruccional se basan en perspectivas sociales del
aprendizaje, en las cuales el aprendizaje es concebido como un proceso cognitivo del
individuo y como un proceso social de un grupo (Cobb, 2000). Por ello, los
experimentos se realizan mediante el disefio de trayectorias o0 experiencias de
aprendizaje que propicien el desarrollo del razonamiento, la interaccion social y la
participacion en actividades en el aula, a traves de tareas matematicas caracterizadas

por una demanda fuerte de estrategias para su solucion.

d. El experimento consta de un ciclo continuo con un “refinamiento progresivo”
(Molina, Castro y Castro, 2007). Este ciclo inicia con el establecimiento de hipotesis
0 conjeturas sobre el problema a abordar y un proceso especifico de aprendizaje,
seguido del disefio de una intervencién en el aula, su puesta en practica, analisis y el
disefio de nuevas intervenciones. Las conjeturas son refinadas o reformuladas tras el

analisis de cada intervencion para el disefio de un nuevo episodio de ensefianza y, de
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manera global, al final del experimento mediante un analisis retrospectivo. Esto

permitird explicar como y porqué funciona el disefio (Cobb et al., 2003).

e. Ruptura de la diferenciacién entre profesores e investigadores (Molina et al., 2011).
Cada episodio incluye un agente de ensefianza, los sujetos bajo investigacion
(estudiantes/profesores), un observador de los episodios de ensefianza y los medios
para el registro de lo acontecido en cada episodio (Engelhardt, Corpuz, Ozimek, &
Rebello, 2004). El agente de ensefianza o instructor es una persona del grupo de
investigacion, quien participa en el contexto de ensefianza de acuerdo con los
objetivos de aprendizaje e interactGa con los estudiantes para comprender lo ocurrido
en el proceso de ensefianza aprendizaje a partir de su vivencia (Molina et al., 2011).
La funcion del observador es ayudar al instructor a entender a los estudiantes y el
proceso mediante una visiébn mas objetiva de las interacciones en cada episodio de
ensefianza (Engelhardt et al., 2004). En particular, los experimentos de desarrollo del
profesor involucran a investigadores, formadores de profesores y profesores en activo

en sesiones de un programa de desarrollo profesional (Valverde, 2014).

4.3.2. Fases para el desarrollo del experimento

Los experimentos de ensefianza se desarrollan mediante un ciclo de investigacion que
conjuga la planeacion y desarrollo de un disefio instruccional, basado en conjeturas tedricas
provisionales sobre algun proceso de aprendizaje, y el analisis continuo de las actividades y

eventos en el aula, el cual es guiado por un marco interpretativo emergente (Cobb, 2000).

TN

Fase de desarrollo Fase de investigacion
(Guiada por teoria (Guiada por
instruccional en un metodologia empirica
dominio especifico) especifica)

N~

Figura 4.1. Aspectos del ciclo de investigacion en estudios de desarrollo.
Fuente: Cobb (2000, p. 315).
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El ciclo comienza con la planeacién y puesta en escena de actividades de aprendizaje;
y continua con un analisis de lo sucedido en la implementacién de cada actividad, el cual
proporciona informacion para planear la siguiente. Estos andlisis continuos y uno
retrospectivo de la experimentacion completa de la secuencia de actividades, permiten
reafirmar, refinar o refutar las conjeturas para el desarrollo de teoria sobre el proceso de
aprendizaje. Y de nuevo se regresa al punto de partida del ciclo, pues este conocimiento
tedrico generado informa para la mejora del disefio instruccional (Cobb, 2000; Molina et al.,
2011).

La conduccion de un experimento se realiza mediante tres fases (Bakker y Van Eerde,
2015): (1) preparacion del experimento y disefio instruccional; (2) ejecucion del
experimento; y (3) andlisis retrospectivo de lo sucedido en la experimentacion. A
continuacién se describe cada fase y se indican las acciones para llevarlas a cabo. Estas
acciones se determinaron con base en una integracion y adaptacion de las referidas en Molina
etal. (2011) y Valverde (2014).

Fase 1: Preparacion y disefio

La preparacién del experimento inicia con la delimitacion de objetivos de aprendizaje y la
intencidn tedrica de la investigacion, es decir, cudl es el objeto del estudio. A su vez, esto
supone que el los investigadores conceptualicen como se llevara a cabo el proceso de
ensefianza aprendizaje para la consecucion de tales objetivos, con base en las ideas que
soportan los procesos de aprendizaje en algin dominio especifico de conocimiento segun la
literatura especializada en el tema (Cobb, 2000). Por ejemplo, la nocién de distribucion para
la comprension de medidas de tendencia central en estadistica o la idea de variacion para el

estudio del Calculo.

En esta fase también se formulan conjeturas sobre los elementos cognitivos y sociales
que daran lugar a posibles formas de aprendizaje. Segun Cobb et al. (2003), en algunos casos,
estas conjeturas pueden establecerse con base en la literatura, pero cuando se dispone de poca
o insuficiente investigacion sobre un tema, se necesita realizar un estudio piloto para entender
mas a fondo la problematica y los procesos de aprendizaje asociados, e incluso podria ser (til
para identificar aspectos del razonamiento de los estudiantes y desarrollar nuevos métodos

de evaluacion.
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Para elaborar el disefio instruccional se requiere configurar una Trayectoria
Hipotética de Aprendizaje (HLT, por sus siglas en inglés), tener en cuenta lo mencionado en
los dos parrafos anteriores. Las HLT son descripciones del pensamiento y aprendizaje de los
participantes en un dominio matematico especifico, las cuales involucran conjeturas sobre
como evolucionaran, asi como un conjunto de tareas disefiadas con la intencion de detonar
procesos mentales y acciones para desarrollar progresivamente sus niveles de pensamiento
(Clements & Sarama, 2004). Asi, una HLT se compone de tres elementos: el objetivo de
aprendizaje, las actividades de aprendizaje y el proceso de pensamiento y aprendizaje en el

que estarian involucrados los participantes (Simon, 1995).

Clements y Sarama (2004) establecen que para determinar una forma de hacer
progresar el desarrollo del pensamiento de los participantes, es necesario emplear modelos
con fundamento teérico y empirico sobre el pensamiento, aprendizaje y desarrollo de nifios
y adultos (Clements & Sarama, 2004), a fin de especificar los procesos involucrados para
alcanzar el objetivo de aprendizaje. Asimismo, sefialan que las actividades de aprendizaje se
componen de tareas claves disefiadas para promover el aprendizaje y llegar a niveles
superiores de pensamiento. Estas tareas deben estar secuenciadas y favorecer que los
participantes apliquen, externa y mentalmente, las acciones correspondientes al nivel de

pensamiento establecido como meta.

En sintesis, se indican a continuacidn las acciones a seguir en la fase de preparacion
del experimento y disefio (Molina et al., 2011; Valverde, 2014):

+ Definir el problema de investigacion

 Justificar el interés y la necesidad de realizar este estudio

 ldentificar los objetivos concretos de la intervencion por realizar.

» Describir y justificar la eleccion de los participantes en el estudio.

« Disefiar la secuencia de intervenciones en el aula y su temporalizacion de manera
justificada.

« ldentificar metodologias de ensefianza adecuadas para el contenido a abordar en el
aula, segun los objetivos de investigacion planteados.

« Elaborar hipdtesis de investigacion relativas al problema en estudio, que puedan ser

contrastadas a partir de las intervenciones en el aula.
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« Intentar prever las posibles reacciones de los participantes y las dificultades que
puedan presentarse.

+ Delinear una trayectoria hipotética de aprendizaje que describa el resultado esperado
del proceso de aprendizaje y el modo en que se va a promover y alcanzar dicho
aprendizaje.

« Disefiar la recoleccion de datos.

Fase 2: Ejecucion del experimento

Esta segunda fase del experimento de ensefianza consiste en su ejecucion a través de la
implementacidn de las actividades para la intervencion en el aula, asi como de la realizacion
de analisis continuos (Molina et al., 2011), sesion tras sesion, para revisar y efectuar los
ajustes que se consideren pertinentes en las actividades de la siguiente intervencion y en su
caso, se reformulan las conjeturas establecidas en la primera fase del experimento. Las

acciones para la ejecucion, son:

« Implementar las actividades de la intervencion y recolectar los datos de lo acontecido
en la sesion mediante grabaciones de audio, hojas de trabajo, notas del observador,
etc.

» Modificar el disefio de la intervencion si fuera necesario segun el objetivo de la
misma.

» Analizar los datos recolectados en la intervencion.

» Revisar y, en su caso, reformular las conjeturas de la investigacion a partir de
contrastarlas con los resultados obtenidos en cada intervencion.

« Ajustar el disefio de cada intervencidn con base en la informacion empirica obtenido

en la realizada previamente.

Fase 3: Analisis retrospectivo

Esta fase consta de un analisis retrospectivo global de los datos del experimento, en el cual
se contrasta la trayectoria hipotética con el aprendizaje observado (Molina et al., 2011). Las

acciones para realizar este tipo de analisis, son:

» Organizar todos los datos recolectados.
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« Analizar los datos para identificar la ruta conceptual o de razonamiento seguida por
el grupo y por cada participante, considerando los cambios en cada uno y las acciones

0 situaciones que contribuyeron a tales cambios.

Segln Cobb, Jackson y Dunlap (2015), formar una argumentacion que relacione los
datos con el andlisis y del andlisis con las afirmaciones finales en investigaciones de disefio,

involucra los siguientes pasos:

* Mostrar que los sujetos desarrollaron formas particulares de razonamiento
matematico, y que fue por su participacion en el experimento.

« Documentar como emergié cada forma sucesiva de razonamiento.

 Identificar los aspectos especificos del entorno de aprendizaje en el aula que fueron
necesarios, mas que contingentes, para apoyar el surgimiento de estas formas de

razonamiento.

El Experimento de Desarrollo del Profesor (TDE, por sus siglas en inglés)
comparte las caracteristicas esenciales y fases antes descritas de un experimento de
ensefianza, pero se distingue por utilizarse especificamente para promover y estudiar el
desarrollo del conocimiento o el razonamiento matematico de profesores en formacion o en
servicio (Simon, 2000). Ademas, a diferencia de los experimentos de ensefianza que se
enfocan principalmente en el conocimiento matematico, los TDE se centran en indagar el

conocimiento didactico y otros aspectos relativos al desarrollo del profesor (Valverde, 2014).

Para nombrar esta clase de experimento de ensefianza, Simon (2000) emplea el
término desarrollo del profesor en el sentido de desarrollo profesional, es decir, refiriéndose
a: “los cambios en el conocimiento, las creencias, disposiciones y habilidades que apoyen el
incremento de la capacidad de los profesores para implementar con éxito los principios de la
reforma actual de la educacion matematica” (p. 335). De acuerdo con este autor, en los TDE
se busca fomentar el desarrollo del profesor al tiempo que se estudian y comprenden los
procesos de este desarrollo. De manera que, cada intervencion con los profesores es seguida
por un analisis de sus actuaciones en las sesiones del experimento, y cada sesién de analisis

conduce a la configuracién de la préxima intervencion (Tzur, Simon, Heinz & Kinzel, 2001).
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El TDE en este trabajo tuvo como objetivo: promover y analizar el cambio cognitivo
de profesores de matemaéticas de secundaria respecto a su razonamiento inductivo. El
experimento consistio en el disefio e implementacion de actividades de generalizacion de lo
cuadratico, de manera que al tiempo que se busco propiciar el desarrollo del razonamiento
de los profesores, se examind como ocurre el cambio cognitivo y en qué medida favorece
que redisefien una actividad. Con tal intencion, se establecieron supuestos tedricos sobre los
procesos inductivos que los profesores requerian conectar y asimilar para llegar a generalizar,
los cuales se contrastaron con la evidencia empirica obtenida en cada sesion de ejecucion del
experimento. Para el establecimiento de estos supuestos, se examind previamente la forma
en que un grupo de profesores conectan procesos subyacentes al razonamiento inductivo para
generalizar con éxito y la naturaleza de las dificultades que enfrentaron quienes no lo

lograron. Estos resultados se presentan en el Capitulo 5.

Actividades para promover el desarrollo del razonamiento inductivo

v |

Disefio instruccional: Investigacion:
Actividades de generalizacion — Analizar el cambio cognitivo
inductiva de comportamientos docente respecto al razonamiento

cuadréticos inductivo

| )

Contraste de lo acontecido en las sesiones con los supuestos tedricos

Figura 4.2. Esquema general del TDE respecto al razonamiento inductivo.

4.4. Categorias y métodos de analisis de datos

El objeto del estudio es el cambio cognitivo docente en relacion con el razonamiento
inductivo. Este cambio se analizé tanto a nivel personal como a nivel de la actividad
profesional docente, bajo el supuesto de que es resultado de un proceso de aprendizaje e
implica la transaccion del conocimiento y la experiencia adquirida por los profesores en este

proceso a sus acciones profesionales (Fraser, Kennedy, Reid, & Mckinney, 2007).

En el nivel personal la atencion se centr6 en entender el transito de un estado inferior
a uno superior en el razonamiento inductivo de los profesores; a nivel de la actividad

profesional, el interés estuvo especificamente en examinar si una evolucion en el
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razonamiento de los profesores se transfiere a la accion de redisefiar adecuadamente una
actividad de generalizacion, mediante una mejor percepcion del papel de la induccién en el
aprendizaje y de los procesos subyacentes. Por tanto, de acuerdo con el objetivo y el marco
teorico de la investigacion, para el TDE se determinaron como categorias de analisis de los

datos: el cambio cognitivo y la sensibilidad didactica respecto al razonamiento inductivo.

El cambio cognitivo se ha definido previamente como la transformacion de un estado
inferior a otro superior en el desarrollo de un proceso cognitivo. De manera que, la variable
en esta categoria son los estados de desarrollo del razonamiento inductivo en los profesores.
Estos estados se determinaron con base en los procesos inductivos descritos en el marco de
referencia (Capitulo 2), estos son: observacion de regularidades, establecimiento de un
patron y formulacion de una generalizacion. Asi, por ejemplo, se determind que el estado de
razonamiento inductivo de un profesor al resolver una tarea de generalizacion estaba en el
nivel de observar regularidades, si solamente lograba percibir similitudes o relaciones
invariantes entre casos particulares, pero no llegaba a establecer un patrén. Por lo que, el
transito de la observacion de regularidades al establecimiento de un patron fue reconocido

como un cambio cognitivo en su razonamiento.

La descripcion del cambio cognitivo en el razonamiento de los profesores se realizo
con base en las dimensiones establecidas por Siegler (2006): trayectoria, tasa, amplitud,
variabilidad y fuente del cambio. Para el analisis de los datos concernientes a esta categoria,

se empled el método del andlisis microgenético.

La sensibilidad didactica al razonamiento inductivo se refiere a la capacidad para
percibirlo como una forma de ensefianza y un medio para la generalizacion en matematicas.
Esta fue medida en términos de la percepcién que tienen los profesores sobre qué es el
razonamiento inductivo y los procesos cognitivos asociados para resolver y estructurar una
actividad de generalizacion razonando de manera inductiva. Para analizar la sensibilidad
didactica como mediadora para que el cambio cognitivo se transfiera a la accion de redisefiar
una actividad de generalizacion, se identificaron los criterios que los profesores utilizaron

para ello.
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Con la intencion de evitar que otras variables didacticas o conocimientos de los
profesores pudieran interferir de alguna manera en los criterios que emplearian al redisefiar
la actividad, se decidio que el redisefio sea relativo a la estructura de la actividad. Este
consistio en ordenar las tareas de una actividad de generalizacion de un patron cuadratico
con base en la estructura del razonamiento inductivo, es decir, de lo particular a lo general y
teniendo en cuenta los procesos inductivos necesarios para generalizar. Ademas, ellos podian

modificar, complementar o eliminar alguna tarea.

Los datos relativos a la sensibilidad didactica se recolectaron en tres momentos. El
primero fue antes de la implementacion de una actividad para promover el desarrollo de este
razonamiento en los profesores, a fin de detectar su percepcion inicial sobre lo inductivo y
de qué manera lo interpretan para la ensefianza de un concepto matematico. El segundo,
después de dicha actividad, para reconocer qué acciones 0 procesos subyacentes al
razonamiento inductivo asimilaron tras su resolucion. El tercero, cuando se les solicita a los
profesores redisefiar la actividad de generalizacion y enunciar los criterios que emplearon;
esto se hizo para identificar cuéles de los procesos inductivos toman en cuenta en la accion

de redisefio.

Estos datos se registraron con base en el discurso escrito y oral de los profesores, a
través de las respuestas escritas dadas a cuestionarios y de las grabaciones de audio del
dialogo con ellos sobre sus respuestas. Para analizar estos datos y caracterizar la sensibilidad
didactica los participantes en el estudio, se utilizé el método del andlisis tematico. La razén
de la eleccion de este método fue identificar patrones de significados en las caracteristicas y
procesos en comun que el colectivo de profesores asociaron al razonamiento inductivo, asi

como los criterios compartidos y diferentes que consideraron en el redisefio de la actividad.

4.4.1. Analisis microgenético

Un método para observar el cambio cognitivo, sus mecanismos y la forma en que se produce
es el analisis microgenético (Catan, 1986; Siegler y Crowley, 1991; Siegler, 1995). Este
método consta de una serie de ensayos de los participantes sobre la misma o similares tareas
y circunstancias, para acelerar el proceso de cambio y observarlo de cerca a medida que se
produce (Bermejo, 2005; Flynn, Pine & Lewis, 2006). Puche y Ossa (2006) sefialan que la
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observacion, tanto de las variaciones como de las consistencias, en los procesos de resolucion
de las tareas, proporciona informacion sobre el funcionamiento mental de los participantes

y, por tanto, del cambio.

El método microgenético se enfoca en los procesos de desarrollo cognitivo y en los
contextos especificos donde se desarrollan estos procesos (Ortiz, 2014), tal como el
razonamiento inductivo de los profesores, con atencion en las acciones que realizan los
participantes durante la transicion de la capacidad o proceso a desarrollar. Segun Siegler
(2006), los procesos de cambio “solo pueden inferirse a partir de observaciones del
comportamiento en diferentes puntos en el tiempo” (p. 86). Se emplea para estudiar cambios
en un individuo o en grupos de participantes, los cuales pueden ser espontaneos o facilitados
(Flynn et al., 2006).

La microgénesis estudia los cambios cognitivos en plazos relativamente cortos
(semanas o meses), y la examinacién de la transicion para identificar los mecanismos del

cambio se basa en los tres principios siguientes (Calais, 2008, p. 3):

i. Los investigadores observan a los participantes a lo largo de un periodo de cambio
en el desarrollo, y los participantes operan como la unidad bésica de analisis. Los
analisis deben incorporar descripciones cualitativas y cuantitativas del cambio
(Siegler, 2006).

ii. Las observaciones no solo se realizan antes y después de que ocurra un cambio;
mas bien, los periodos caracterizados por un cambio rapido en un dominio
especifico se observan antes, durante y después de que ocurra dicho cambio.

iii. La densidad de las observaciones debe ser alta en relacion con la tasa de cambio,
es decir, los intervalos de tiempo de las observaciones deben ser significativamente

mas cortos que los intervalos de tiempo necesarios para un cambio en el desarrollo.

Respecto al tercer principio, en los estudios con analisis microgenéticos, la “densidad
de observaciones” ha tenido dos interpretaciones. Para Siegler y Crowler (1991) significa
una gran cantidad de ensayos de un experimento para analizar cambios particulares en cierto
momento. En cambio, desde una perspectiva instruccional y de aprendizaje, es interpretado
por Kuhn (1995) en términos de “densidad de la experiencia”, esto es, las oportunidades para

activar las estrategias o procesos cognitivos que suscitaran y permitiran analizar el cambio
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de un periodo de tiempo de semanas 0 meses (Bermejo, 2005). En este trabajo, se considero

la densidad de observaciones en el sentido de Kuhn.

En general, se tiene como regla del método que: “cuanto mayor sea la tasa de cambio
del fendmeno en las condiciones experimentales, mayor serd la densidad de las
observaciones” (Siegler, 2006, p. 21). En ese sentido se suele hacer una compensacion entre
la cantidad de participantes y la cantidad de sesiones en relacion con la densidad de
observaciones; mientras mayor sea el nimero de sesiones, menor sera el de participantes.
Asimismo, si la densidad de observaciones es alta, el nimero de participantes, de sesiones o

ambos tiende a ser pequefio.

En el proceso de transicion del cambio, el analisis microgenético permite identificar
saltos repentinos, regresiones y periodos de equilibrio, proporcionando informacion sobre
coémo el conocimiento o la capacidad de una persona progresa de un nivel a otro, a menudo
a un nivel més sofisticado (Flynn et al., 2006). Para la realizacion del anélisis, deben tenerse
en cuenta las siguientes consideraciones (Siegler y Crowley, 1991):

a) Las observaciones deben abarcar todo el periodo del cambio, desde el principio
hasta el momento en que se alcance una relativa estabilidad.

b) La densidad de observaciones debe ser alta en relacion con la tasa de cambio.

c) Hacer un andlisis, ensayo por ensayo (0 sesion por sesion), del comportamiento
observado con el objetivo de inferir los procesos que dan lugar a los aspectos
cuantitativos y cualitativos del cambio. Para esto, se registra el desempefio de los
participantes en grabaciones de audio o video, se transcriben las declaraciones
verbales y se clasifica cada ensayo con respecto al enfoque empleado por cada

participante en la tarea.

La operatividad del analisis microgenético en esta investigacion se realizé de la

siguiente manera:

e Como parte del experimento de ensefianza, se observé el cambio cognitivo de los
profesores al resolver tareas que demandaban razonar inductivamente para

generalizar. Con tal objetivo, en las actividades del Experimento de Desarrollo del
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Profesor se proporcionaron tareas para analizar el cambio en su razonamiento en los

siguientes momentos:

i. Antes del cambio: Tarea de diagnostico del estado de razonamiento inductivo
(Actividad II), que consistio en la generalizacion de un patrén cuadratico en un
contexto de variacion discreta.

ii. Desarrollo del razonamiento para propiciar el cambio cognitivo: Tareas de la
Actividad IlI: “Secuencias de figuras y niUmeros”.

iii. Integracion: Tarea de la Actividad IV, que tuvo como proposito reforzar la
asimilacion de los procesos inductivos por parte de los profesores.

iv. Después del cambio -evaluacion: Tareas de la Actividad V, las cuales tienen la
misma estructura que la tarea de diagndstico, pero se sitGa en un contexto de

variacion continua.

En cuanto a la densidad del cambio, se realizaron cinco sesiones con frecuencia de
cada quince dias durante tres meses aproximadamente (octubre a diciembre de 2017).
En cuatro de estas sesiones, se trabajaron las tareas directamente relacionadas con el

cambio cognitivo en el razonamiento inductivo de los profesores.

Se analizaron las acciones de los profesores en cada tarea y, a partir de los registros
escritos de sus soluciones y grabaciones de audio, se llevaron a cabo mediciones
cuantitativas y cualitativas de su desempefio en cada una. Esto es, se observaron los
procesos inductivos movilizados por los profesores en la resolucion de cada tarea y
se registré la frecuencia de cada proceso por tarea. Para analizar el cambio cognitivo
en los profesores y describirlo, se compararon los datos asi obtenidos entre una tarea
y otra. Fue de esta manera que se realizé el analisis retrospectivo del Experimento de

Desarrollo del Profesor, correspondiente a la categoria “cambio cognitivo”.

Como se ha mencionado en el capitulo anterior, el cambio cognitivo se puede analizar

respecto a cinco dimensiones: trayectoria, razon, amplitud, variabilidad y fuente (Siegler,

2006). Particularmente para describir la trayectoria del cambio (secuencia de estados,

representaciones o comportamientos que se usan predominantemente en la transicion), se

requiere identificar los aspectos cuantitativos y cualitativos que describen como ocurre a

través del aprendizaje (Siegler, 2006). En relacion con ello, un referente a definir para
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informar sobre el cambio cognitivo, son los estados actual y potencial de desarrollo de los
participantes antes de la implementacidn de una experiencia de aprendizaje (Bermejo, 2005).
En este trabajo, estos estados se determinaron a partir de una tarea de diagndstico del
razonamiento inductivo de los profesores. El estado actual de razonamiento de la mayoria de
los profesores se ubico en la observacion de regularidades, por lo que se considero que el

estado potencial de desarrollo sea la formulacion de una generalizacion.

4.4.2. Andlisis tematico

El analisis teméatico es un método para identificar, analizar, organizar y obtener
sistematicamente patrones (temas) en un conjunto de datos (Braun & Clarke, 2006). Permite
al investigador notar y dar sentido a las experiencias y los significados compartidos o
colectivos en un grupo de personas, dado que ofrece una manera de identificar las
caracteristicas o atributos comunes en la forma en que se habla o se escribe acerca de un tema
(Braun & Clarke, 2012). Con este método se reconocen patrones de significado que son
importantes en relacién con el tema especifico y la pregunta de investigacion a responder,

mediante la codificacion y el analisis de datos cualitativos de forma sistematica.

Por lo anterior, el método se emple6 para identificar patrones de significado en las
caracteristicas y procesos comunes que el grupo de profesores atribuye al razonamiento
inductivo. Los resultados del analisis se utilizaron para responder la segunda pregunta de
investigacion: ¢Qué caracteriza la sensibilidad didactica al razonamiento inductivo asociada

al cambio cognitivo en los docentes?

De acuerdo con Braun y Clarke (2006), los patrones en los datos se identificaron de
manera inductiva, de modo que el anélisis fue conducido por los datos en si mismos, sin tratar
de ajustarlos a un marco preexistente de codificacion o preconcepciones analiticas del
investigador. Estos autores sefialan que la mecanica del analisis involucra un ir y venir entre
todo el conjunto de datos, los extractos codificados y el analisis de los datos que se esta
produciendo. El anélisis tematico de los datos proporcionados por los profesores se llevé a

cabo segun las seis fases descritas por Braun y Clarke (2012):
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Fase 1: Familiarizarse con los datos

Esta fase involucra la inmersion del investigador en el conjunto de datos recolectados con el
objetivo de estar familiarizado con la profundidad y amplitud del contenido y comenzar a
notar cosas que podrian ser relevantes para la pregunta de investigacion. Consiste en leer y
releer cada uno de los datos textuales y escuchar las grabaciones de audio u observar videos
mas de una vez. Complementariamente, se toman notas sobre aspectos que podrian ser de
interés. Estas ayudan a leer las palabras de forma activa, analitica y critica, e ir pensando qué

significan los datos.

Por consiguiente, en esta fase se leyeron unay otra vez las respuestas escritas y orales
proporcionadas por los profesores sobre cuéles son las caracteristicas del razonamiento
inductivo, como seria la ensefianza de un concepto matematico con eje en la induccién y los

criterios empleados en el redisefio de una actividad de generalizacion inductiva.

Fase 2: Generar codigos iniciales

En esta fase empieza el andlisis sistemético de los datos con la codificacion. Los cédigos
proporcionan una etiqueta para una caracteristica de los datos que es potencialmente
relevante para la pregunta de investigacion. Los codigos pueden ser semanticos o latentes de
significado. Los primeros proporcionan un resumen conciso de una parte de los datos o
describen el contenido de estos, y son cercanos a los significados de los participantes; los
segundos, van mas allad de los significados de los participantes y proporcionan una
interpretacion del contenido de los datos, algunos reflejan el lenguaje y los conceptos de los

participantes y otros invocan marcos conceptuales o tedricos de los investigadores.

Para la codificacion se marcaron extractos de las respuestas de los profesores y se
escribieron codigos para abreviar o denotar caracteristicas y procesos del razonamiento
inductivo, asi como aquello relevante para responder la segunda pregunta de la investigacion
relativa a la sensibilidad didactica. Se realiz6 una lectura exhaustiva de cada dato, y se
codificd cada dato antes de codificar otro. En cada extracto de los datos se decidia si se
aplicaba un cdédigo ya asignado o si se asignaba uno nuevo. En algunos extractos de distintos
profesores se aplicd el mismo cddigo y las respuestas de algunos profesores tuvieron mas de

un codigo.
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Para el proceso de codificacion y definicion de temas, en el analisis se utilizé el
software MAXQDA (2018.2). En la Figura 4.3 se muestran el sistema de codigos generados
sobre las caracteristicas que inicialmente los profesores atribuyeron al razonamiento
inductivo y en la Figura 4.4 se presentan algunos extractos de datos y el cddigo asignado

utilizando dicho programa.

n Sistema de cédigos = 8

v cmSistema de cadigos
(€ o'Descubrir conocimiento
(@ g/Pansamiento légico
(©,Resolucién de problemas
(Fg'lr de lo informal a lo formal
(© g'Conocimiento gulado
(c gFormular y verificar conjeturas
(Eg'Pasar de lo particular a lo general
(& gFormular generalizaciones
(© gForma de reconocer patronos

Figura 4.3. Codificacion de las caracteristicas del razonamiento inductivo con MAXQDA.

Forma de r2conoce” patrones " A: Que los alumnos analicen sobre ciertas caracteristicas que se repiten continuamente bajo condiciones especificas.
FarmLliEr aararalizaranes ‘* Que lus alumeos logren generalizar, establecer alyuna regla o generalizacion sobie aguello gue es rzpetitive. Que s
rezlice la comprohacion de las afirmaciones que s2 estahlescan.

Ensae cie 10 paioh Lok oo geieral ,%{' 2 B: Partc de casos particularcs hasta llzgar a cascs generales. Se claboran otros casos que cumplan con la caracteristica
Formular conjeturas : ; i
5 observada. Se elaboran conjzturas acerca de los casos observados. Se trata de comprobar o velidar las conjeturas.

Pazar de lo particulzr a lo general
que despues se aplican a otras generales. Implica el uso de conocimizntos previos para que estos puedan ser aplicados a

% C: LCs =l tipo ce razonamiento que va de lo particular a lo general. Se da a partir del anilisis de situaciones cotidiznas
‘% una situacion mis compleja o formar un conocimiento nuevo.

Conecimiznto guiado

* D:Un grado de andlisis mayor y por ende una mejor comprension de la informacién a tratar. Capacidad de

contextualizar la informacién, encontrindole un sentido y zplicacién.

Fensamienio logico {»

Figura 4.4. Algunos extractos de datos y cédigos asociados con MAXQDA.

Fase 3: Buscar temas

La busqueda de temas involucra la agrupacion de codigos que compartan alguna
caracteristica unificadora. Un tema representa algin patrén de respuesta o significado en los
datos y se generan al captar algo importante sobre los datos en relacion con la pregunta de
investigacion (Braun & Clarke, 2006). En la busqueda se revisan los datos codificados para
identificar areas de similitud y superposicion entre los codigos. En esta fase también se
explora la relacion entre los temas para determinar si pueden conjuntarse y contar una historia

general sobre los datos. En esta parte del andlisis, un tema puede apuntalar todos o la mayoria
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de los otros temas o bien, puede haber un tema variado que incluya aquellos cddigos no

claramente asociados a un tema provisional.

Esta fase se realizd agrupando los codigos cuyos extractos compartian palabras,
caracteristicas similares o aludian a procesos comunes del razonamiento inductivo. Por
ejemplo, se considerd el tema provisional “conocimiento guiado”, en el cual se agruparon
extractos de respuestas con expresiones comunes referentes al uso de conocimientos previos
por parte de los estudiantes y preguntas guia (Figura 4.5), que algunos profesores sefialaron

como caracteristicas del razonamiento inductivo al inicio del TDE.

Color Bmdigo 'Final [+ Segmento [+]
™ Conocimiento guiade 3 Implica el uso de conocimientos previos para que estos puedan ser
aplicados a una situacion mds compleja o formar un conocimiento nuevo.
. Conocimiento guiado 5 Emplea los saberes previos del alumno.

. Conocimiento guiadoe 6 Utiliza los conocimientos previos de los alumnos.

. Conocimiento guiado 12 Darle un ejercicio y con base a sus conocimientos previos saguen su
propio conocimiento. Realizar una lluvia de ideas para conocer lo que el
alumno sabe.

. Conocimiento guiade 13 Se piensa en ello como parte de un conocimiento guiado

™ Conocimiento guiado 16 Preguntas introductorias. Logran el razonamiento inicial de los alumnaos al
tema y pueden visualizarse los conocimientos previos. Preguntas guia.
Durante el proceso de |a clase pueden surgir dudas sobre cdmo llevar a
cabo alguna parte y pueden realizarse preguntas que fuercen el
razonamiento del alumno. Con el razonamiento inductivo se puede lograr
que el alumno se apropie de conceptos, momentos, procedimientos
personales. Al guiar con preguntas se movilizan saberes y recuerdos
previos y se propician deducciones propias gue les son mds faciles de
apropiarse.

Figura 4.5. Agrupacién de cédigos en un tema provisional.

Fase 4: Revisar temas potenciales

Consiste en un proceso recursivo de revision de los temas en desarrollo, en relacion con los
datos codificados y el conjunto de datos completo. Es una fase de control de calidad del
analisis, pudiendo dar lugar a la creacion de temas adicionales, a la modificacion o descarte
de algunos existentes, y a la division de un tema amplio en otros mas especificos. Las

preguntas claves a seguir para la revision de temas potenciales son:

» ¢ Este tema es clave o podria ser solo un codigo?

« Si es un tema, ¢cual es la calidad de este tema? Se refiere a si el tema dice algo Uutil
sobre el conjunto de datos y la pregunta de investigacion.

» ¢Cuéles son los limites de este tema (que incluye y qué excluye)?

» ¢Hay suficientes datos (significativos) para apoyar este tema?

« ¢Los datos son demasiado diversos y de amplio rango? Si fuera asi, el tema podria

carecer de coherencia.
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Siguiendo el método, en esta fase se verificd que cada tema funcionara (es decir, que
represente un patron de significado o captura una caracteristica unificadora) en relacion con
los extractos de datos asociados Yy, en caso contrario, se descartaron codigos o reubicaron
bajo otro tema. Posteriormente, se revisaron los temas en relacion con todo el conjunto de

datos para determinar si capturan los aspectos mas relevantes y la globalidad de los datos.

Fase 5: Definir y nombrar temas

En la definicion de un tema se describe lo que es especifico de cada uno de manera sintética.
Cada tema debe tener un enfoque, alcance y propdsito claro; y juntos proporcionar una
historia general coherente de los datos. Después de definirlo, se nombra el tema con un titulo

corto que sea conciso e informativo de lo que se trata en este.

Para definir un tema se presentan y analizan los extractos que muestran su cobertura,
con el objetivo de buscar un patron de significado en las caracteristicas relevantes de cada
extracto. Para ello se requiere hacer dos tipos de analisis: uno descriptivo, en el que los datos
se usan de manera ilustrativa del tema; y otro conceptual, en el que se interpreta el contenido
de los extractos para encontrar significados latentes. Al definir y nombrar un tema se
proporciona una narracion analitica de algun extracto que lo ilustre, indicando qué es

interesante en su contenido y porqué.

Esta fase implica un trabajo analitico profundo en el que los datos deben interpretarse
y conectarse a la(s) pregunta(s) de investigacion y al campo disciplinar donde se ubica el
estudio. Segun Braun y Clarke (2012), un buen analisis es aquel gue tiene temas con un
enfoque Unico o no abarcan demasiado, estan relacionados pero no se traslapan y se dirigen

a la pregunta de investigacion.

Fase 6: Producir el reporte

Comprende la redaccion de un informe escrito u oral del andlisis para un articulo o
disertacion. El informe debe proporcionar una historia convincente de los datos basada en el

analisis y presentarse de manera argumentativa mas que descriptiva. Por tanto, las
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afirmaciones que se realicen a partir de los datos deben estar justificadas y ajustarse a la

posicion tedrica del trabajo.

Los resultados obtenidos del analisis tematico de los datos en la categoria
“sensibilidad didactica, antes y después de la actividad para propiciar un cambio cognitivo
en el razonamiento inductivo de los profesores, se utilizaron para describir la sensibilidad al
razonamiento de los profesores y los criterios que emplearon para el redisefio de una
actividad (Objetivo especifico 2). Estos analisis ayudaron a conocer la percepcion global de
los profesores acerca del razonamiento inductivo en la ensefianza de las matemaéticas,
(particularmente para favorecer la generalizacion en sus estudiantes), qué procesos
inductivos asimilaron durante el experimento y en cuales de estos basaron sus criterios para
el redisefio de una actividad. Asi, para responder qué caracteriza la sensibilidad didactica
asociada al cambio cognitivo en el razonamiento de los profesores, se realizd un analisis

retrospectivo de los datos del TDE mediante la comparacion de esos resultados.
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Capitule S

Examinacion del razonamiento inductivo de
profesores de secundaria

Se examind la forma en que profesores de matematicas de secundaria razonan inductivamente para
generalizar desde casos particulares. El interés estuvo en reconocer los procesos inductivos que
conectan al generalizar (Sosa, Aparicio y Cabafias, 2019) y las dificultades presentes en los profesores
en la generalizacion de patrones cuadraticos (Sosa, Cabafias y Aparicio, 2019b). Asi, se indagd ¢Qué
procesos del razonamiento inductivo usan profesores de secundaria para obtener la regla general de
un patrén cuadratico? ;Qué dificultades enfrentan los profesores para pasar de la observacion de
regularidades a la obtencion de la regla general? Los resultados de este estudio se presentan de manera
sintética con base en los articulos publicados antes citados, por lo que se recomienda consultarlos

para mayor informacion sobre la fundamentacion y los andlisis realizados en los datos.

5.1. Participantes en el estudio

Este estudio se realiz6 con diecinueve profesores de matematicas (9 mujeres y 10 hombres)
de educacion secundaria, quienes laboran en escuelas publicas de México. Ellos contaban
con 5 a 20 afios de experiencia docente y tenian formacion para profesor en escuelas normales
y otros con formacién profesional en ingenierias, de modo que todos habian estudiado
conceptos matematicos tales como sucesiones, funciones y ecuaciones lineales y cuadraticas.
El criterio de seleccidn de los profesores fue que tuvieran por lo menos un afio de experiencia

ensefiando sucesiones y ecuaciones cuadraticas.
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5.2. Instrumento para la recoleccion de datos

Obtener la regla general que describa el comportamiento de patrones cuadraticos, es uno de
los objetivos del curriculo matematico de educacion secundaria en México (SEP, 2011), su
ensefianza se aborda como parte del estudio de las sucesiones y ecuaciones cuadraticas en el
tercer afio de estudios (edades de 14 — 15 afios), apoyada en el uso de tareas sobre patrones
numéricos y figurales en los libros de textos oficiales. Considerando lo anterior, se disefiaron
y aplicaron dos tareas que involucraban sucesiones de valores especificos, que crecian o
decrecian con un comportamiento cuadratico, es decir, la variacion entre las variables era
lineal (Villa, 2008).

El objetivo de las tareas fue analizar los procesos inductivos que permiten a los
profesores hacer generalizaciones de comportamientos cuadraticos de variables con éxito e
identificar el tipo de dificultades que podrian enfrentar para alcanzar la generalizacion. Estas
se disefiaron con base en la propiedad genérica de las tareas del razonamiento inductivo:
“requerir que el individuo induzca una regla que gobierna un conjunto de elementos” (Glaser
& Pellegrino, 1982, p. 200). Por tanto, cada una demandaba obtener la regla general de
patrones cuadraticos a partir de casos particulares, y se requeria razonar inductivamente para
reconocer una relacion funcional entre tales valores, la cual correspondia a una funcion

polinomial de segundo grado.

Los casos particulares podian ser expresados en los distintos sistemas de
representacion de las funciones polinomiales de segundo grado: verbal, numérico, gréafico,
algebraico y pictérico (Cafiadas y Castro, 2013), y la regla podia representarse ya sea de
manera verbal o algebraica. De este modo, en la resolucion de las tareas era posible utilizar
diferentes sistemas de representacion y no habia solucion Unica, de manera gque las estrategias
empleadas para pasar de los casos particulares a la obtencion de la regla general, podian ser
distintas e incluso, complementarias (Cafiadas, Castro & Castro, 2009), por ejemplo, una

estrategia basada en célculos aritméticos y otra en el anélisis visual de los casos particulares.

Tras la resolucion de cada tarea, se realizaron entrevistas a los participantes para
obtener informacion mas detallada de los procesos de razonamiento que siguieron para

generalizar desde los casos particulares considerados por ellos y la naturaleza de las
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dificultades que podrian presentar para producir generalizaciones. La Tarea 1 (T1)
involucraba variables discretas y los profesores disponian del apoyo visual de casos
particulares representados con figuras, y en la Tarea 2 (T2) se trataba con variables continuas
y un contexto mas abstracto. Por ello, se consider6 que la primera tarea resultaria mas
propicia para examinar los procesos subyacentes al razonamiento inductivo de los profesores

y lamanera en que los conectan, y la segunda tarea permitiria profundizar en las dificultades.

5.2.1. Tarea 1: Construccion de escaleras de palillos

En la Tarea 1 se mostré una secuencia de figuras de escaleras de uno, dos y tres pisos,
respectivamente, las cuales estan formadas con palillos (Figura 5.1). La tarea consistia en
inducir una regla para determinar la cantidad de pisos (n) que pueden formarse con cierta
cantidad de palillos (c). Esta es una adaptacion de la tarea de razonamiento inductivo
propuesta por Cafiadas, Castro y Castro (2009, p. 270), en la cual se pedia determinar la
cantidad de palillos para la cuarta, quinta y sexta escalera. La adaptacion consistié en solicitar
la cantidad de pisos de una escalera formada por 180 palillos, en lugar de la cantidad de
palillos. Ademas, tal escalera corresponde a un término lejano en la secuencia de figuras,

para de ahi formular una regla general y evitar un pensamiento recursivo.

T1. Las siguientes figuras representan escaleras de
uno, dos y tres pisos, formadas por palillos.

. A £

Determine cuantos pisos tendria la escalera que
puede construirse con 180 palillos.

Figura 5.1. Tarea 1 para la recoleccion de datos.

La tarea demandaba examinar el patron asociado al nimero total de palillos en cada
figura y determinar una relacion funcional entre la cantidad de palillos en cada figura y su
posicién. Una forma en la que verbalmente podia expresarse el patrén era estableciendo que
la cantidad de palillos en una figura corresponde al cuadrado del valor de la posicién que
ocupa, mas el valor de dicha posicion multiplicado por tres. Tal patron también podria ser

expresado mediante un arreglo numérico como los siguientes:
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n Cc n C

1 4=1+3(1) 1 4=1(1+3)
2 10 = 4+ 3(2) 2 10 =2(2 +3)
3 3

18 = 9+ 3(3) 18 =3(3+3)

Otra forma de proceder era que en lugar del nimero de la posicion de la figura, se
considerara el nimero de pisos como variable. En ambos procedimientos, los valores
especificos de n y ¢ constituyeron los casos particulares en la tarea, y la regla general podia
expresarse algebraicamente con alguna de las siguientes formas u otra, dependiendo de la

estructura subyacente al patron: c =n(n+3);c=n?+3n;c =4n+ (n — n.

5.2.2. Tarea 2: Medida del area de rectangulos

En el planteamiento de Tarea 2, Se mostraron tres puntos en un plano cartesiano (Figura 5.2).
Los valores de las coordenadas de estos puntos representan la medida de la base (b) y del
area (A) de tres rectangulos. La tarea consistio en inducir una regla general para determinar
la medida del area de cualquier rectangulo de la familia a la que pertenecian dichos
rectangulos. La caracteristica de la familia de rectangulos era que el semiperimetro de cada

uno mide ocho unidades.

T2. En la gréfica se representan las medidas de la base y el &rea de tres
rectangulos de una familia de estos.

Area

Base

-1 12 3 4 5 6 7 & 9
)

A partir de dicha informacion, genere una expresién algebraica para
determinar la medida del area de cualquier rectangulo de esa familia.
Argumente detalladamente el proceso de solucion.

Figura 5.2. Tarea 2 para la recoleccion de datos.

Los primeros casos particulares podian obtenerse de las coordenadas de los puntos
dados en el plano cartesiano y representarse de manera verbal, numérica o geométrica. Las

coordenadas de estos puntos son: (3, 15), (4, 16) y (6, 12). Las abscisas corresponden a los
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valores de la base (3, 4 y 6 unidades) de tres rectangulos de la familia y las ordenadas a las
medidas de sus &reas (15, 16 y 12 unidades cuadradas, respectivamente). Asimismo, se podria
utilizar la férmula para calcular la medida del area de rectangulos: A = b X h, con la
intencion de obtener los valores de las alturas (h) de los rectangulos y trabajar con estos en

los casos particulares.

La regla general podia inducirse a partir de reconocer un patron entre los primeros
casos particulares y determinar una relacién funcional entre los valores de la base y del area
de los tres rectangulos conocidos u otros. Por ejemplo, notar que los valores del area pueden
descomponerse en dos factores multiplicativos (el valor de la base y la diferencia de 8 menos

la base), como se muestra en la tabla siguiente:

Tabla 5.1. Patrén en los valores del area de los rectdngulos de la Tarea 2

Base Area
1 7=M@=1@B-1)
2 12 =(2)(6) = (2)(8—2)
3 15=3)(5)=(3)(8—-3)
4 l6=(4)14) =#4)B—-4)
5

15=(3)B) =) -5)

En caso de trabajar con las variables b y h, un patron a notar era que la suma de las
medidas de la base y de la altura de la familia de rectdngulos mide 8 unidades (b + h = 8).
La regla general para determinar el area de los rectangulos podia representarse de manera
verbal o algebraica. Una expresion algebraica de la regla general es: A = b(8 — b),con 0 <
b < 8.

5.3. Recoleccion y analisis de datos

Las tareas fueron respondidas de manera individual y por escrito, aproximadamente en un
periodo de entre 20 a 30 minutos por cada una. La informacion fue recolectada por medio de
las hojas de respuestas de los profesores. En cada tarea se les pidiéo mostrar y justificar su
procedimiento completo de solucion. Posterior al analisis de las hojas de respuestas, se
entrevistd a los participantes con la intencién de entender con mayor profundidad su proceso

de razonamiento inductivo, desde el trabajo con casos particulares hasta la generalizacion y,
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dialogar sobre las dificultades enfrentadas para obtener la regla general. En la entrevista, se
les solicito explicar en voz alta el razonamiento seguido en su resolucion. Finalmente, se les
plantearon preguntas para que proporcionaran las razones de sus proposiciones o decisiones
no argumentadas en sus respuestas. Toda la informacién se registré en audio y fue

complementada con notas sobre aspectos relevantes del razonamiento de los participantes.

Se sabe que el razonamiento emerge o se produce cuando las representaciones de
informacion que una persona posee acerca de una situacion, son transformadas en otras
formas de representacion para expresar una conclusion (Stenning & Monaghan, 2004). De
hecho, el razonamiento matematico requiere de representaciones mentales, verbales, visuales
u otras para su desarrollo y comunicacion (Dreyfus, Nardi & Leikin, 2012; Hiebert &
Carpenter, 1992). Por tanto, las expresiones usadas por los participantes para expresar su
razonamiento fueron analizadas bajo esta consideracion con el fin de identificar y describir
sus procesos inductivos. Al respecto, cabe reiterar que en las tareas, tanto los casos
particulares como la regla general podian expresarse o representarse de forma numérica,

geométrica, verbal o algebraica.

Las soluciones de los participantes fueron organizadas y analizadas en dos etapas. En
la primera, se seleccionaron las soluciones que incluyen la expresion de una generalizacion,
sea de manera verbal o algebraica. Las soluciones fueron organizadas en dos categorias, C1
y C2, segun si la regla general fue obtenida o no en cada tarea, respectivamente. En la segunda
etapa se analizaron y compararon los procesos de razonamiento presentes en la categoria C1.
Esto para identificar similitudes y diferencias entre ellos en la generalizacion. Posteriormente
se contrastaron los procesos identificados en C1, con las respuestas obtenidas en la categoria

C2 para identificar el tipo de dificultades relacionadas con dichos procesos.

Para respetar el anonimato de los profesores, en la presentacion de los resultados se
hace mencion a ellos usando las letras del alfabeto: Profesor A, Profesor B, etc. a modo de
referencia. La distribucion de las respuestas de los profesores en cada categoria quedé de la

siguiente manera:
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Tabla 5.2. Clasificacion de las respuestas de los profesores por tarea
Tarea (T) Cl C2
Tl A B,C,DEFGHI L MNOPQRYS
Jy K
T2 ACGel

5.4. Procesos inductivos de los profesores para generalizar

Se identifico que de los 19 profesores, 11 obtuvieron la regla general en la Tarea 1y 4 en la
Tarea 2. Su razonamiento se caracterizd por seguir tres procesos: observar una regularidad,
establecer un patrén y formular una generalizacién. En los profesores que no alcanzaron a
determinar la regla general de los patrones cuadréaticos, se detectaron problemas para transitar
entre los tres procesos observados en sus comparieros. En la Tabla 5.3, se presenta la

frecuencia de profesores que usaron cada proceso inductivo:

Tabla 5.3. Frecuencia de profesores por proceso inductivo en cada tarea

Proceso inductivo Tareal Tarea 2
Observar una regularidad 19 19
Establecer el patrén 11 5
Formular una generalizacién 11 4

A continuacion se describen los procesos subyacentes al razonamiento inductivo de
los profesores que alcanzaron a generalizar con éxito (profesores en la categoria C1). Para
ilustrar y evidenciar cada proceso, se emplearon los datos de la Tarea 1 debido a que una

mayor cantidad de profesores obtuvo la regla general en comparacion con la Tarea 2.

a. Observacion de regularidades

La observacién de regularidades fue el proceso inicial del razonamiento inductivo de los
profesores. Este proceso consistio en comparar y buscar relaciones entre los casos
particulares con base en sus caracteristicas invariantes y diferentes. Se detectd la observacion
de regularidades tanto a nivel local como a nivel global. La observacién local se concretd al
establecer una relacién entre un caso particular y otro; mientras que la observacion global se
dio con el reconocimiento de alguna caracteristica comun entre todos los casos particulares

y las relaciones entre ellos.
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Si bien todos los profesores observaron algan tipo de regularidad, aproximadamente
la mitad de los profesores lo hicieron a nivel global, algunos mediante un tratamiento
numerico y otros con apoyo de lo visual. De este modo, el uso de célculos aritméticos y de
la percepcion visual, fueron elementos centrales en el proceso de observacion de
regularidades. En la Tarea 1, la observacion de regularidades inicié con la obtencién de
algunos casos particulares de las figuras dadas. Los profesores contaron de manera puntual:
4,10y 18 palillos en las escaleras de 1, 2 y 3 pisos, respectivamente. Luego organizaron esos
datos numeéricos en tablas o en arreglos de filas horizontales o verticales. La representacion
geométrica de los nuevos casos particulares, tal como la escalera de cuatro pisos, ayudo en

la observacion y verificacion de regularidades.

Las regularidades locales que fueron observadas y tratadas numéricamente se

expresaron de la manera siguiente:

i. la cantidad de palillos aumentaba de una escalera a la otra, con variacion no
constante y;

ii. las segundas diferencias entre esas cantidades son siempre iguales al valor 2.

La estrategia utilizada por la mayoria de los profesores para observar estas
regularidades, consisti6 en el calculo recursivo de diferencias entre las cantidades de palillos
de cada figura y la anterior. Por ejemplo, el profesor A (C1-T1) calculé la cantidad de palillos
de las escaleras de la cuarta, quinta, sexta posicion, y asi sucesivamente, etc., por medio del
calculo de las primeras diferencias entre las cantidades de palillos que forman las escaleras
de 1, 2, 3 y 4 escalones, y asi sucesivamente (Figura 5.3). Es decir, 10 —4 = 6,18 — 10 =
8y 28 — 18 = 10. Después, calculé las segundas diferencias y determind que siempre se
obtenia un valor constante e igual a 2. Posteriormente, aplicé operaciones inversas (sumas)
para determinar el nimero de palillos que conforman a las siguientes escaleras en la

secuencia de figuras: 40, 54, 70, ...
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Figura 5.3. Organizacion de casos y observacion local de regularidades por el profesor A (T1).

La observacion de una regularidad global consistié en reconocer una relacion entre
varios casos particulares que describiera una caracteristica invariante en todos ellos. Al
respecto se detectaron tres tipos de regularidades observadas por los profesores en el
comportamiento global del namero de palillos en las figuras. Asi, fue por medio de buscar
relaciones multiplicativas y aditivas entre los valores numéricos de los primeros casos, que
se logro ir mas alla de una estrategia recursiva de calculo de diferencias para centrarse en

analizar el tipo de comportamiento creciente de los valores.

Una regularidad global observada por los profesores para describir el comportamiento
del namero de palillos fue que, en las primeras figuras, este nimero es igual al producto de
dos nimeros: el nimero de pisos y ese mismo nimero aumentado en tres. Asi, el profesor B
(C1-T1) observo esta regularidad al buscar una relacion multiplicativa entre el nimero total
de palillos en términos del nimero de pisos de las figuras en la primera, segunda y tercera

posicién de la secuencia (Figura 5.4).

1) Conté el nimero de palillos en cada figura que formaba cada escalera:
1 piso = 4 palillos
2 pisos = 10 palillos
3 pisos = 18 palillos

2) Busqué alguna regularidad en el total de palillos, es decir, entre 4, 10y 18.
Lo primero que se me ocurri6 fue descomponer en factores primos cada nimero
de palillos, pero no lo hice porque decidi usar el nimero de pisos y tratar de
relacionarlo con cada total de palillos.

3) De esta forma, busqué un nimero que al multiplicarlo por el nimero de pisos
me diera como resultado el nimero de palillos que se usaron para construirlos.

4) Después de encontrar los nimeros, las multiplicaciones quedaron:
1piso > 1 x4
2pisos » 2 x5
3 pisos >3 X6

Figura 5.4. Proceso para observar regularidades globales por el profesor B (T1).

El profesor B describi6 su razonamiento durante este proceso como sigue:
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[...] Pensando en que la incégnita del problema es el niimero de pisos que tiene la escalera o que se
puede construir con 180 palillos, entonces pensé en que tenia forzosamente que utilizar el nimero de
pisos de la escalera para encontrar alguna regularidad con los numeros del total de palillos. [...] en
el primer caso, un piso, traté de que aplicandole alguna operacién con algin otro nimero obtuviera
el numero total de palillos. [...] y dije voy a utilizar la multiplicacion, y utilizando el numero de pisos
que es 1, busqué alguna cantidad para que resultara 4, y fue 4. Entonces hice lo mismo para el segundo
caso, busqué algun ndmero que al multiplicarlo por 2 resultara 10, y fue 5. Y en el tercer caso hice lo
mismo, un nimero que al multiplicarlo por 3, que era el nimero de pisos, diera 18 como resultado, y
fue 6. Entonces los anoté y vi que 1 x 4,2 x 5y 3 X 6 dan como resultado los nimeros del total de
palillos.

Los profesores que solo emplearon la estrategia recursiva en su resolucion, hicieron
una observacion local de una regularidad, por lo que para determinar un nuevo caso
particular, siempre dependian de conocer el anterior. Por consiguiente, su llegaron a observar
alguna regularidad que englobara todos los casos particulares. Solamente lograron establecer
el patron cuadrético, quienes realizaron una observaron global de alguna regularidad, en

contraste con quienes solamente hicieron una observacion local.

b. Establecimiento de un patrén

Se identifico que los profesores establecieron un patron a partir de reconocer y asociar a las
regularidades observadas, una estructura que describa y norma el comportamiento global de
los casos particulares. Los profesores establecieron el patron correspondiente al aumento del
namero de palillos en las figuras, al asociar y describir la regularidad numérica observada
con una estructura cuadratica. Al identificar que las segundas diferencias en las cantidades
de palillos por cada figura, eran siempre iguales al valor contante 2, reconocieron que los
valores del numero de palillos corresponden a una sucesion cuadratica o que pueden
representarse con un modelo cuadratico. Entonces determinaron una relacion funcional entre
el nimero de palillos y el namero de pisos (o el nimero de la posicién de la figura), logrando

reconocer un patron cuadratico para luego obtener la regla general de la sucesion.

Una vez reconocido que el nimero de palillos en las figuras correspondian a valores
de una secuencia cuadratica, el proceso para establecer el patron consistio en conectar los
casos particulares de manera global mediante relaciones aditivas y multiplicativas, y

considerar si otros casos particulares, que no se presentaban en la secuencia original de
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figuras, satisfacian la relacion encontrada. El patron detectado por algunos profesores fue
que el nimero de palillos es igual al producto del nimero de pisos y este nimero aumentado
en tres unidades, tal fue el caso del profesor B (Figura 5.5). Se dice que este patron es de tipo
cuadratico, porque es el producto de dos cantidades con variacion lineal. El proceso para
establecer este patron cuadratico consistio en hallar y utilizar una relacion multiplicativa para

determinar el nimero de palillos en funcion del nimero de pisos.

()
1piso - Asi que el nimero de pisos se
2 pisos —— multiplica por él mismo
3 pisos — aumentado en tres.

(b) Ahora encontre que podia usar el dato del total de palillos para
resolver la interrogante [de la tarea], modelando la regularidad que
determiné:

;% (v43)
2 % (2+3)
A x{343)

-

n x (4 3)
Figura 5.5. Establecimiento del patrén con una estructura multiplicativa por el profesor B (T1).

El profesor B recurrio a representar el comportamiento global del nimero de palillos

en distintos casos particulares mediante una estructura multiplicativa, segun explico:

[...] decidi buscar la regularidad entre los nimeros que habia multiplicado (Figura 5.5-a)
por el nimero de pisos, entonces la regularidad entre esos nimeros es que era el mismo nimero de
pisos en cada caso pero aumentados en 3 (Figura 5.5-b). Por ejemplo, en el caso uno, era el nimero
de piso, que era 1, mas 3, resultaba 4, que era el nimero que habia encontrado para multiplicarlo con
el 1y que me diera el total de palillos (4). En el caso dos fue lo mismo, el nimero de piso era 2 y
aumentado en 3 dio como resultado 5, y ese era el nimero que habia utilizado para multiplicarlo por
el nimero de piso y me dio el total de palillos. [...] Hay un patrén porque puedo construir su
comportamiento mediante una regla. Para encontrar el total de palillos voy a tomar el nimero de

pisos y ese namero lo voy a multiplicar por él mismo aumentado en tres.

Se detectaron tres estructuras aritméticas en la representacion que utilizaron los
profesores para expresar el patron cuadratico (Tabla 5.4): una estructura multiplicativa de
dos factores lineales variables, una estructura aditiva formada por el cuadrado de una
cantidad variable y un mdltiplo de ésta; y una estructura aditiva que combina relaciones

multiplicativas de una variable.
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Tabla 5.4. Estructura general de los patrones establecidos por los profesores en la Tarea 1.

Estructura del patron cuadratico Descripcion
a) a,=pn’+qn Relacion aditiva del cuadrado de los valores de
una variable y un maltiplo de estos valores

b) _ ( Q) Relacion multiplicativa entre dos factores lineales
a, =pn|n+-— .
p de una variable
c) ap,=pn(n+1)+(q—p)n Yuxtaposicion de relaciones aditivas y

multiplicativas de una variable

Observar en forma puntual o aislada los casos particulares y lo que en ellos se repite
con regularidad, fue insuficiente para llegar a establecer el patron. Los profesores que
establecieron el patron cuadratico, fueron quienes ademas reconocieron las relaciones

matematicas que describian el comportamiento de los valores en la situacion.

c. Formulacién de una generalizacién

Un aspecto comun evidenciado por los profesores que pasaron del establecimiento del patron
a la generalizacion, fue el descontextualizar o aislar el patron de los casos particulares
analizados y extenderlo a un conjunto que englobe una totalidad de casos. El proceso de
formular una generalizacién consistio en abstraer una relacion matematica invariante entre
todos los casos de la tarea, por encima de percibir lo comln entre casos particulares. Los
profesores que alcanzaron la generalizacion concretaron este proceso con la obtencion de una
regla general para determinar el nimero de palillos de cualquier figura; esta regla fue
expresada de manera verbal o algebraica. Ellos abstrajeron que aunque varien la posicién de
la figura o el nimero de pisos, hay una manera general de determinar la cantidad de palillos

en cualquier escalera.

Por ejemplo, el profesor B consideré que el nimero de palillos puede obtenerse en
funcién del namero de pisos (n), y enuncio verbalmente la regla verbal como sigue: “Para
encontrar el total de palillos voy a tomar el nimero de pisos y ese nimero lo voy a multiplicar
por él mismo aumentado en tres”. Con el proposito de determinar la solucion de la tarea, este
profesor también expreso la regla general de forma algebraica: n x (n + 3), y utilizd esta

expresion para plantear y resolver la ecuacion n? + 3n = 180 (Figura 5.6).
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Usé una igualdad para determinar el nimero de pisos:
n(nss)= 180

Al resolver la ecuacion de segundo grado, obtengo dos
soluciones:

n, 12 Na= =19
Elijo n = 12, ya que —15 pisos no seria posible.
Por lo tanto, se puede construir una escalera de 12 pisos
con 180 palillos:

12 prsos —> (12) (1243} = 12052180

Figura 5.6. Expresion algebraica de la regla general y solucién dada por el profesor B (T1).

El profesor describid la formulacion de la generalizacion como sigue:

Noté que si se cumplia la regularidad en los tres (primeros casos), y entonces decidi escribir
de manera general esa regularidad. Llamé n al nimero de pisos y escribi cada uno (el
namero de palillos) en términos de n y resultaba que era n por n + 3 en los tres casos.
Entonces lo mismo deberia ser para el caso en que la escalera tuviera 180 palillos en total,
y armé la igualdad: n por, n mas tres, igual a 180 [n(n + 3) = 180] y resultd una ecuacién
de segundo grado... Comprobé (la solucion) con la regularidad que habia encontrado en los

nameros y efectivamente resulta 180.

De acuerdo con los patrones cuadraticos establecidos por los profesores, también se
identificaron otras dos expresiones algebraicas de la regla general, la primera (Figura 5.7-a)
fue expresada en términos del nimero de la posicion de la figura: n? + 3n; y la segunda

(Figura 5.7-b) con base en el nimero de pisos: n(n + 1) + 2n.

Cuadrado de posicién
Mdiltiplo de 3 3N
Maltiplo x posicion

n: posicion

N
B 23,'3'55%’5!’] N+ + 20

Figura 5.7. Expresion algebraica de la regla general dada por el profesor A (a) y el D (b) en T1.

Otro aspecto relevante para la formulacion de la generalizacion fue extender el patron

a una categoria general de casos, en los cuales la regla obtenida fuera valida. Esto fue
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evidenciado por los profesores al determinar el conjunto de valores que puede asumir la
variable n en las expresiones algebraicas. Por ejemplo, el profesor B establecio que n

pertenece al conjunto de enteros positivos:

Investigador:  En la ecuacion que obtuvo ¢qué valores puede tomar n?
Profesor B: Por el problema (situacion en la tarea) y considerando que la escalera debe

tener al menos un piso, entonces deben ser valores enteros positivos.

En el estudio se encontrd que en ambas tareas, una adecuada conexion de los tres
procesos inductivos sefialados, permitid establecer la regla general asociada al patron
cuadratico. El razonamiento usado por los profesores para inducir la regla general de un
patron cuadratico inicié con el proceso de observar regularidades tanto locales como
globales, entre casos particulares. Este proceso fue soportado por la estrategia de
comparacion (Klauer, 1990) y por la busqueda de relaciones entre algunos casos particulares.
Para la observacion de regularidades locales, los profesores centraron la atencion en
identificar alguna relacién entre un caso y el consecutivo o el antecedente, y para las
regularidades globales, la atencion estuvo puesta en las relaciones que tienen en comun varios
casos particulares. Mayormente, este proceso se basd en un tratamiento aritmético y visual

de las caracteristicas invariantes de las figuras.

La identificacion de relaciones aritméticas entre los valores de un conjunto de casos
especificos favorecio transitar de la observacion de regularidades al establecimiento de un
patrén, posibilitando reconocer el tipo de estructura matematica subyacente al patron en cada
tarea. De este modo, los profesores que describieron y asociaron las regularidades observadas
con relaciones aditivas y multiplicativas para expresar el comportamiento cuadratico de los
valores de distintos casos particulares, incluso casos no conocidos, fueron quienes llegaron a
reconocer el patron cuadréatico. Es decir, el patron fue expresado mediante una estructura
matematica a partir de las relaciones funcionales entre tales valores. Por tanto, se reafirmé
que determinar un patrén implica establecer tanto regularidades como estructuras

matematicas (Clements y Sarama, 2009).

Lograr reconocer el patron asociado al comportamiento de los datos presentes en la
tarea, se detectd que es un proceso esencial para pasar de lo particular a lo general. Este hecho

coincide con lo reportado por Haverty, et al (2000) sobre el razonamiento inductivo en

Capitulo 5: Examinacion del razonamiento inductivo de profesores de secundaria | 111



estudiantes universitarios, donde la deteccion de patrones fue de suma importancia para la
obtencion de formulas de funciones con base en datos numéricos. Cabe decir que, a pesar de
que los casos particulares de las tareas se presentaron de manera figural (Tarea 1) y grafica
(Tarea 2), la mayoria de los profesores usaron estrategias numéricas basadas en relaciones
aditivas y multiplicativas, para el analisis y la descripcion del comportamiento creciente de

los datos numeéricos.

Esta fijacion en las relaciones multiplicativas y aditivas entre los valores de cada
variable, por encima de la percepcion de las caracteristicas comunes entre casos especificos,
posibilité extender el patrén a una clase general de elementos y, por tanto, obtener la regla
general. En consecuencia, se concluye que descontextualizar el patron de la tarea y centrarse
en el estudio de las relaciones matematicas que conectan varios casos particulares, favorecio
transitar del establecimiento del patrén a la formulacién de la generalizacion dado que fue

posible abstraer el patrén presente en los datos de la tarea.

En contraste con estos procesos subyacentes al razonamiento inductivo, en las
respuestas de los profesores que no llegaron a obtener la regla general (categoria C2), se
reconocieron dificultades cognitivas que radicaron principalmente en el proceso de establecer

un patrén.

5.5. Dificultades para generalizar patrones cuadraticos inductivamente

La ausencia o la complejidad de llevar a cabo adecuadamente el proceso de establecer un
patrén, imposibilito interconectar la observacion de regularidades con la formulacion de una
generalizacion. Se identificaron tres tipos de dificultades para generalizar que estan asociadas
a los procesos inductivos antes descritos. Estas se reportan y evidencian con base en los datos
obtenidos en las respuestas a la Tarea 2, dado que la mayoria de los profesores enfrent6

dificultades para obtener la regla general del patron cuadréatico en esta tarea.

De manera similar que en la Tarea 1, todos los profesores iniciaron su proceso de
razonamiento para la resolucion de la Tarea 2 mediante la obtencion de casos particulares y
la observacidn de regularidades. Esto se realizé interpretando las coordenadas de los puntos

en la gréfica cartesiana dada. Asi, los profesores obtuvieron los valores 3, 4 y 6 unidades,
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como medida de la base (b) de tres rectangulos y los valores 15, 16 y 12 unidades cuadradas,
respectivamente, como medida de su &rea (A). Después, determinaron los valores de las
alturas (h), utilizando la férmula para calcular la medida del area de rectangulos: A = b X h.
Dichos valores constituyeron los casos particulares observados, y se organizaron en tablas o

en columnas de datos.

Tras la obtencidn de estos casos, la mayoria de los profesores se quedd en el proceso
de observar regularidades y un ndmero minimo (4 de 19) alcanzaron a hacer una
generalizacion correcta. A continuacion, se describen las dificultades identificadas para
generalizar razonando inductivamente, contrastando el proceso de razonamiento seguido por

los profesores en la Categoria C1 con respecto a los de la Categoria C2.

5.5.1. Dificultad para observar de manera global una regularidad

Esta dificultad la presentaron profesores en la categoria C2, porque no lograron observar de
manera global una regularidad que indique la relacion entre los valores de una secuencia
cuadratica, restringiéndose a usar la estrategia recursiva de diferencias para detectar alguna
regularidad local entre los valores o enfocarse puntualmente en observar una regularidad

entre un caso y su antecedente o consecuente.

Los profesores que reconocieron un patrén adecuado, se basaron en la observacion
global de regularidades. Por ejemplo, el profesor A (C1-T2) establecié numéricamente una
relacién aditiva entre los pares de valores (medidas de la base y la altura) obtenidos de la
grafica y compard los resultados de la adicidn de esas medidas globalmente. De alli, observo
que la suma es igual al valor 8 en todos los casos, independientemente de la variacién en los

valores de b y h, como puede verse en la solucion del profesor (Figura 5.8).

‘ \\u @’
\oa:m AMCEAL S
la Sumo de \o - meo se Yrent

X
S )qua\ o B f° A rmend)

—_— RegL_llaridad
numérica global

[b: base, A: &rea, h: altura]

Figura 5.8. Regularidad global observada por el profesor A (T2).
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Por el contrario, los profesores que solamente observan una regularidad localmente,
no logran transitar hacia el establecimiento del patrén, pues no reconocen una regularidad
entre varios casos particulares. Generalmente, su analisis dependia de conocer el caso
anterior o siguiente y algunos realizaban analisis de casos por separado. Varios de estos
profesores observaron regularidades mediante un trabajo aritmético con por lo menos tres
casos particulares, utilizando principalmente la estrategia del calculo recursivo de diferencias
entre los valores de las variables. En este caso se encontrd al profesor E (C2-T2), quien
supone que el comportamiento de los valores del area de los rectangulos es cuadrético, y
determina la medida del area (A) de otros rectdngulos no conocidos, uno por uno,
considerando que ésta es igual al cuadrado de la base (B) mas una cantidad (C), sin precisar
cual era esa cantidad (Figura 5.9). Luego, procede al calculo de diferencias, pero no llega a

establecer correctamente el patron.

b)

c)

Figura 5.9. Anélisis numérico de casos y célculo de diferencias por el profesor E (T2).

El profesor E describi6 su analisis para observar regularidades como sigue:

Me dieron tres datos: las bases 3, 4 y 6, y sus respectivas areas [subraya los valores 15, 16 y 12 en la
tabla de la Figura 5.9-a]. Suponiendo que es cuadratica, observo que al cuadrado de la base 3, el
cuadrado es 9, le hacen falta 6 unidades para completar el area que comprende (A=15) ... En el caso
de seis (B=6), su cuadrado seria 36 y la constante que le hace falta para completar el area (A = 12)

es menos veinticuatro (—24) ... Completo la quinta posicion (B=5) en la tabla con el mismo
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razonamiento, el cuadrado de B seria 25, para 15, le hace falta menos diez (—10). Entonces noto que
la relacién entre uno y otro término decae de -4 en -4: -2, -6, -10, -14 (Figura 5.9-b)... Elevo al
cuadrado (B?), noto la diferencia (C), es decir, cuanto le hace falta para el area, y a esas diferencias
las analizo aritméticamente cuanto estan creciendo unas respecto a las otras (Figura 5.9-c), hasta
llegar a una constante (-2). /...] Observo que si se trata de una ecuacion cuadratica [sefiala las
segundas diferencias entre los valores del area en la tabla de la Figura 5.9-c], pero al momento de

definirla es donde me atoro.

El profesor F (C2-T2) también manifesto dificultad para observar numéricamente
alguna regularidad global, aun cuando identificé una regularidad geométrica y numerica
localmente en los casos particulares (Figura 5.10). Geométricamente, la regularidad
observada fue que cada punto tenia uno simétrico en la grafica respecto a un eje vertical.
Considero que los puntos correspondian a la grafica de una parabola vertical y determinoé el
punto de coordenadas (5, 3) simétrico a (3,5), y el punto (2, 6) simétrico a (6, 2), respecto
al eje focal de la pardbola (Figura 3). Numéricamente, observd que los valores de la base y
la altura de algunos rectangulos son los mismos, pero intercambiados, y asi obtuvo otros

casos particulares tales como: (7,1) y (1, 7).
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Figura 5.10. Solucion del profesor F (T2).

El razonamiento del profesor F se caracterizd por un analisis puntual de los casos
particulares, sin mostrar un analisis de qué y como se relacionan los pares de valores de
diferentes casos. Si bien determin0 expresiones para la medida del area, éstas eran distintas
y no correspondian a la familia de rectangulos en general, sino a cada uno en especifico, tal
como la ecuaciéon y = 5x para el rectdngulo que mide 3 unidades de base y 15 unidades

cuadradas de area.
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Esta dificultad imposibilitd transcender del trabajo con casos particulares a la
observacion de una regularidad global y por tanto, establecer el patron cuadrético.
Adicionalmente, como parte del proceso de observar regularidades, se not6 que los
profesores quienes no organizaron los casos particulares considerados, se enfocaron en un
trabajo puntual, sin realizar un analisis sistematico que les permitiera relacionar e

interconectar los casos en cada situacion.

5.5.2. Dificultad para asociar las regularidades observadas con una estructura

matematica

Esta dificultad la tuvieron algunos profesores que no pudieron reconocer y expresar una
estructura matematica que describa el comportamiento cuadratico de los valores de la
variable dependiente. Ellos solo intentaron identificar una posible relacién entre los valores
(variables) por ensayo y error, en lugar de recurrir al uso de relaciones aditivas,

multiplicativas o ambas para expresar lo cuadratico.

En efecto, los profesores que llegaron a establecer un patron fueron quienes lograron
asociar una estructura matematica a las regularidades observadas. Este fue el caso del
profesor G (C1-T2), quien supuso que el comportamiento de los puntos dados en la gréfica
podria corresponder a una parabola. Establecié el patrdn de comportamiento cuadratico, por
medio de asociar y representar con una relacion aditiva a la regularidad numérica observada
entre las medidas de la base y la altura (h) de rectangulos especificos, y determiné la relacién
de igualdad: 8 — b = h (Figura 5.11). El intent6 encontrar una relacion funcional entre los

valores de la base (b) y el area (A) de los rectangulos con base en el siguiente analisis:

Profesor C: A partir de los tres datos que me dieron, [...] pensé que seria una parabola e hice una relacién
entre la base y el &rea, y a través de esos dos datos [valores de la base y del area] encontré otro
dato que es la altura para obtener el area. Entonces habria que relacionar los datos de la base
con la altura para obtener el area. Encontré que a un nimero fijo habia que quitarle la variable
base y, en este caso es el 8, nos da la altura (8 — b = h). Y con la altura calculamos el area, e
hice la relacién, y efectivamente nos da una funcién cuadratica que corresponde a la gréfica
(parabola) y quedaria que el area (A4) tiene que ser igual a menos b cuadrada (—b?), en este
caso b es la base, mas ocho veces b (8b),...

Investigador: ¢Cémo obtuvo la relaciéon 8 — b = h?
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Profesor C: Esa sali6 al encontrar un nimero, y digamos tomar otra variable en este caso la altura, que al
variar la base me diera la altura.

(a) (b) (c) (d)

h 8-b=h
o = /
e Bie. 7 Aca
s |4 s s n
{7 3 5 S
- 1 7" 2
et H 4 AL
3 1 2 5 3 1%
¢ g A2
3 1 3

Figura 5.11. Extractos de la solucion escrita del profesor G (T2).

Una de las razones por la que la mayoria de los profesores no alcanzan a establecer el
patron cuadréatico, es porque no identifican una relacion matematica que asocie lo variable
con lo constante. Particularmente, mostraron dificultad para usar estructuras que describan
la relacion funcional entre variables con un comportamiento cuadratico. El profesor B (C2-
T2), por citar un ejemplo, reconoci6 dicho comportamiento en los valores del area, pero se
le complic6 determinar el patron (Figura 5.12). Explico:

Profesor T: No encuentro la relacién entre el &rea y la base. Todo que he hecho es querer escribir la
altura en términos de la base.

Investigador:  En su opinién, ¢Qué esta dificultando determinar esa relacion?

Profesor T: Si veo cdmo varia la altura, conforme va creciendo el valor de la base, la altura va
disminuyendo [...] Lo que puedo ver es que algunos valores se repiten, algunos valores de las
dreas, igual si me fijo en los puntos que estan en la grdfica [...] Entonces eso me da la idea
de que podria ser tal vez una relacion cuadratica la que se esta representando alli, y segun
los valores que obtuve, si eso es correcto, aqui también se refleja porque algunos valores del

area se estan repitiendo. Entonces quiere decir que tal vez podrian corresponder a ese
comportamiento cuadratico.
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Figura'5.12. Solucion del profesor B (T2).

Asimismo, se detectd que si la relacion establecida entre las variables queda
imprecisa, tampoco se llega a establecer un patrén adecuado. Por ejemplo, el profesor H (C2-
T2) plante6 una relacion entre los valores de b y h que expres6 como sigue: “La b y h varian
inversamente. Si la b aumenta una unidad, la h disminuye una unidad” (Figura 5.13), pero

resulta ambigua debido a que no establece con precision la relacion de dependencia entre

tales variables.
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Figura 5.13. Relacidn entre los valores de b y h establecida por el profesor H (T2).

En general, al comparar las respuestas de los profesores en la Tarea 1 con respecto a
la Tarea 2, se encontrd que establecer un patron cuadratico via el trabajo numérico, es
complejo para los profesores cuando se carece de alglin referente visual que guie la
construccion de relaciones entre variables. Esta es una posible explicacion de porqué

disminuyd el nimero de profesores que establecen correctamente el patron en la segunda

tarea en relacion con la primera.
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5.5.3. Dificultad para abstraer lo general en lo particular

La dificultad para abstraer lo general a partir de casos particulares la enfrentaron los
profesores que se enfocaron en la particularidad de los casos analizados y no pudieron aislar
o descontextualizar el patron de la situacion propia de cada tarea. Por ejemplo, el profesor F
(ver Figura 5.10), si bien relaciond uno a uno cada par de medidas de la base y el &rea de los
tres rectangulos con su &rea y, por ensayo Y error, le asocio una expresion algebraica, ésta

fue distinta para cada rectangulo (Figura 5.14):

(3,15) » y = 5x y: Area
(4,16) » y = x? b: base
(6,12) >y = 2x y: incognita

Figura 5.14. Asociacién de casos particulares y expresiones algebraicas por el profesor F (T2).

Este profesor no consigui6 abstraer las relaciones invariantes entre los datos ni una
forma general para determinar la medida del &rea de cualquier rectangulo de la familia. En
cambio, los profesores que si pasaron del establecimiento de un patrén a la formulacion de
una generalizacion, evidenciaron la abstraccion de relaciones invariantes en las tareas. Por
ejemplo, en la Tarea 2 abstrajeron que al variar las medidas de la base y la altura de los
rectangulos, la medida de su semiperimetro permanece constante. Asimismo, infirieron que
para calcular la medida de la altura de cualquier rectdngulo, debian restar 8 unidades a la
medida correspondiente a su base (Figura 5.15). La regla general para determinar la medida
del &rea de cualquier rectangulo la familia de rectangulos fue expresada de manera algebraica
y verbal. Las expresiones algebraicas obtenidas fueron: A = h(8 —b), A= —b? +8b, 0

alguna ecuacion equivalente.

A= th
A= o(8-b)
= -o*+8Bb
o) 2B
El &rea es igual a menos b cuadrada, mas ocho veces
la base.

Figura 5.15. Expresion verbal y algebraica de la generalizacion por el profesor G (T2).

Capitulo 5: Examinacion del razonamiento inductivo de profesores de secundaria | 119



Por otra parte, como se menciono en el Apartado 5.4, en los profesores que si
alcanzaron a formular una generalizacion se reconocio que, extender lo observado en los
casos particulares a un conjunto que abarque la totalidad de los mismos es un aspecto
importante en la formulacion de la generalizacion, y conduce a la abstraccion de lo general.
Esto fue fundamental para que, junto con el conocimiento y el uso de estructuras cuadraticas,
se lograra generar una regla general del patron. En el caso de la Tarea 2, los profesores que
generalizaron expresaron el rango de valores que puede asumir la variable b, es decir, el
conjunto de nimeros reales en el intervalo abierto de 0 a 8 (Figura 5.14). Por ejemplo, el

profesor G mencioné que:

b seria mayor de cero, porque si b es cero el area seria cero, entonces b seria mayor que cero y hasta
b igual a ocho. El &rea para b igual a ocho seria cero, después de esos valores el rectangulo no podria

existir.

Aun cuando algunos profesores descubrieron el patron cuadratico, la falta de
abstraccion de lo general fue un factor para que su proceso de razonamiento no culminara en
la produccién de la generalizacion. De manera que, a pesar de identificar que medida del area
de cualquier rectangulo de la familia se podria determinar con una formula o expresion
cuadratica (indicado por las segundas diferencias iguales a una constante), no llegaron a
obtener una expresion general. En especifico, se les dificultd obtener la expresién algebraica
cuadratica a partir de pares de valores y relaciones numéricas. El profesor E procedi6 por
ensayo Yy error para intentar determinar la regla general (Figura 5.16), lo cual resultd
infructuoso por esa via. Al respecto, el profesor E (C2-T2) expreso:

... Sé que es cuadrdtica, sé que es negativa y que tiene un aumento constante de 16 por el punto

maximo en la gréafica (ordenada del vértice de la parabola), entonces trato de ver cudl es el otro

parametro, el parametro para moverla sobre el eje de las abscisas. Volvi hacer el mismo analisis

numérico..., ya no llegué a generalizar la expresion algebraica.

~~YYa+ 6
-4 +16 =
Yedtlb >
q-12+p— 31172
b ~letlb-tb
16-20+(6 =21

Figura 5.16. Intento de generalizacion del profesor E por ensayo y error (T2).
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También, en quienes reconocieron un patrén cuadratico con base en los puntos de la
grafica, se encontrd que carecen de estrategias y un conocimiento conceptual profundo para
transitar de la representacion grafica a la algebraica de una ecuacion cuadrética.

En sintesis, respecto a las dificultades en el razonamiento inductivo de los profesores
para determinar la regla general asociada al patron cuadratico, se detectdé que una de ellas
tiene que ver con el uso de la estrategia recursiva para reconocer regularidades numéricas
entre casos particulares y que ha sido documentada en otros estudios (v.g. Rivera & Becker,
2007; Manfreda, Slapar & Hodnik, 2012). De hecho, dicha estrategia dificulté observar
regularidades que engloben a varios casos particulares e identificar una relacion entre estos,
pues no logran reconocer alguna caracteristica invariante en el comportamiento global de los

datos.

Otra dificultad identificada fue el poder asociar las regularidades observadas con una
estructura matematica que las describa. En este caso, alguna relacién cuadratica. Esta
dificultad se atribuye a carencias estratégicas para traducir la representacion numérica del
comportamiento cuadratico, a la expresion algebraica de una funcion polinomial. Por ultimo,
abstraer lo general de lo particular es complejo para algunos profesores, debido a que no
logran reconocer lo que norma el comportamiento de los casos particulares, ni la estructura
del patrén. Un factor en ello fue centrar demasiado la atencion en el contexto de la tarea, en

lugar de buscar relaciones funcionales entre las variables.

Cada uno de los tres procesos inductivos que conectaron los profesores quienes
llegaron a generalizar en ambas tareas, fue considerado en este trabajo como un nivel de
desarrollo del razonamiento inductivo, desde que se inicia el trabajo con casos particulares
hasta la produccion de generalizaciones matematicas. Estos fueron utilizados como marco de
referencia para propiciar y analizar un cambio cognitivo en el razonamiento de profesores de
secundaria en la realizacion del Experimento de desarrollo del profesor. También, para el
establecimiento de conjeturas en el experimento se tuvieron en cuenta la forma en que los

profesores conectaron los procesos inductivos, asi como los tipos de dificultades reportadas.
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Capitulo 6

Diseiio del experimento para un cambio cognitivo
en ¢l razonamiento inductivo

En este capitulo se presenta la preparacion y disefio del experimento de desarrollo del profesor para
detonar y analizar un cambio cognitivo en su razonamiento inductivo. En el experimento se propone
una manera de desarrollar el razonamiento de los profesores en relacion con la ensefianza y
aprendizaje de la ecuacion cuadratica, con enfoque en el estudio del comportamiento cuadratico. Para
el disefio se construy0 una trayectoria hipotética de aprendizaje fundamentada en los procesos
inductivos y las dificultades detectadas en profesores de secundaria para producir generalizaciones,
especificamente de patrones cuadraticos, asi como en los resultados de investigaciones sobre ideas
centrales y procesos cognitivos y sociales asociados al aprendizaje de la ecuacion cuadrética.

Adicionalmente, se indica la forma de recoleccion y analisis de datos en el experimento.

6.1. Descripcion general del experimento

Esta investigacion tiene como objetivo general describir el cambio cognitivo en el
razonamiento inductivo de profesores de secundaria y sus implicaciones en una accion de su
actividad profesional, especificamente en el redisefio de una actividad de generalizacién
matematica. El interés se ha puesto en el desarrollo de esta forma de razonamiento en los
profesores, debido a la problematica que representa el movilizar procesos inductivos para
llegar a generalizar patrones cuadraticos desde instancias particulares. Dado que hay pocos
referentes tedricos y directrices para atender esta problematica, se optd por realizar el estudio
a través de un experimento de desarrollo del profesor (TDE). El experimento se llevo a cabo
en cinco sesiones de trabajo con profesores en un escenario de aprendizaje y desarrollo

profesional.
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6.1.1. Objetivo del experimento

El experimento se disefio con el objetivo de promover y analizar un cambio cognitivo en el
razonamiento inductivo de profesores de matematicas de secundaria, mediante actividades
de generalizacion. El principal supuesto en que se basa el experimento es que el razonamiento
inductivo es un medio para generalizar. Mas aun, se asume que el motor para detonar la
movilizacion y desarrollo de esta forma de razonamiento en los profesores es la

generalizacion.

Se espera que si evoluciona el razonamiento de los profesores y asimilan los procesos
inductivos necesarios para generalizar, podran reconocer a la induccion no solo como una
via de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, sino como una forma de construir su
propio conocimiento. De ser asi, tendrian mayor sensibilidad didactica a lo inductivo en su
practica. Por tanto, con este experimento se pretende generar entendimientos sobre el
desarrollo del razonamiento inductivo de los profesores y una forma de favorecer su

desarrollo profesional docente.

6.1.2. Participantes

En el experimento participaron de forma regular 16 profesores de matematicas (10 mujeres
y 6 hombres) que impartian clases en escuelas secundarias publicas, con 4 a 22 afios de
experiencia docente. Algunos tenian formacion profesional en escuelas normales y otros de
ingenieria en diversas areas (computacion, construccion, etc.). Participaron de manera
voluntaria como parte de un programa de desarrollo profesional docente en matematicas, sin

recibir algin tipo de remuneracién econémica o laboral.

El criterio de seleccion de los participantes fue ser profesor de secundaria y haber
impartido tercer grado por lo menos durante un ciclo escolar, dado que en este grado se
ensefa el contenido matematico relacionado con los patrones cuadraticos, tales como las
sucesiones y ecuaciones de segundo grado. Ademas, poseian conocimientos sobre estos
contenidos, pues todos indicaron haber estudiado sucesiones y ecuaciones lineales y

cuadraticas durante su formacion profesional.
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En las primeras dos sesiones del experimento, los profesores trabajaron de manera
individual y en las tres restantes se organizaron en equipos de dos o tres integrantes. Para la
organizacion y anélisis de los datos, los profesores se etiquetaron con las letras del alfabeto

y se distribuyeron en los equipos como sigue:

Tabla 6.1. Organizacion de los profesores por equipo en el TDE

Equipo Integrantes
1 A B, C
2 D EF
3 G, H, I
4 J, K, L
5 M, N
6 O,P

En cada sesion participaron la autora de este trabajo como instructora y dos
colaboradores. La funcion de la instructora fue coordinar la implementacion de las
actividades en las sesiones y la discusion grupal de los participantes al compartir las
respuestas dadas a cada actividad. También intervino para exponer conclusiones sobre los

aspectos del razonamiento inductivo abordados en cada sesion.

Durante la intervencion de la instructora y el didlogo con los profesores, los
colaboradores tuvieron observacion no participante. Ellos apoyaron con las grabaciones en
audio de las discusiones en las sesiones y tomaron notas sobre las ideas relevantes expuestas
por los participantes acerca del razonamiento inductivo, el proceso de resolucion de las
actividades y el contenido matematico. Asimismo, escribieron anotaciones sobre sus
interpretaciones de lo acontecido en cada sesion. En el momento de resolucion de las
actividades, los colaboradores participaron aclarando dudas de los profesores sobre las

instrucciones y observando su procedimiento de cerca.

6.1.3. Estructura general del experimento y organizacion de las sesiones

Para planificar las sesiones del experimento, este se estructuré considerando las tres etapas
(preliminar, desarrollo y evaluacion) de esta investigacién de disefio, las cuales se definieron

en el Capitulo 4:
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Etapa A: Diagnosticar el estado del razonamiento inductivo de los profesores de

secundaria al intentar generalizar y respecto a su sensibilidad didactica.

Etapa B: Promover el razonamiento inductivo en los profesores en la resolucion de una
actividad de generalizacion y el reconocimiento de procesos inductivos en la estructura

de las tareas de la actividad.

Etapa C: Evaluar en qué medida se produjo un cambio cognitivo y la sensibilizacion

didactica en los profesores respecto al razonamiento inductivo.

Cada etapa se desarrollé en una o dos sesiones de trabajo (Figura 6.1), en las que se
implementaron actividades para recolectar datos sobre el cambio cognitivo y la sensibilidad
didactica de los profesores. En adelante, estas categorias se referirdn como cognitiva y
didactica, respectivamente.

Etapa A: Preliminar Etapa B: Desarrollo Etapa C: Evaluacion

Desarrollo del
razonamiento inductivo
y sensibilizacion

Verificacion del
cambio docente en lo
cognitivo y didactico

Diagnostico del
razonamiento inductivo
en los profesores

didactica
Sesién 1 Sesién 2 Sesion 3 Sesion 4 Sesion 5

Figura 6.1. Esquema general del TDE por etapas y sesiones.

Para disefiar la secuencia de intervenciones en el experimento y su temporalizacion
se establecieron objetivos investigativos en cada sesion, alineados al propdsito de cada etapa
y que en conjunto contribuyeran al logro del objetivo general del TDE. El experimento consto
de cinco sesiones en total, con duracién de 1.5 horas en promedio cada uno y se realizaron
quincenalmente. EI nimero de sesiones se delimitd en funcion de las actividades requeridas
para el logro de los objetivos investigativos en cada etapa del experimento y el tiempo
disponible para el desarrollo de cada sesion en el programa. En la Tabla 6.1 se muestra la
organizacion de las sesiones en el experimento, indicando el objetivo de la sesién, la
categoria de los datos recolectados y el nombre de la actividad utilizada como instrumento

para la obtencion de esos datos.
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Tabla 6.2. Organizacion y objetivos de las sesiones en cada etapa del TDE

Etapa Sesién Objetivos especificos Categoria Actividad
1 a. Caracterizar la percepcion de los L

profesores del razonamiento Didactica ?ctwufd -
inductivo. area

b. Identificar cdmo lo interpretan en la Actividad |

A. Preliminar ensefianza de un contenido TCt'V'Ba )

matematico. area
2 Reconocer el estado del razonamiento

inductivo en la cognicién de los
profesores al resolver una tarea de
generalizacion matematica.

3 a. Analizar el desarrollo del
razonamiento inductivo en los

Cognitiva Actividad Il

. ., . Actividad 1 —
profesores por medio de la resolucion | Cognitiva Parte 1
de la actividad de generalizacién
inductiva.
b. Identificar la estructura y los
B. Desarrollo procesos del razonamiento inductivo S Actividad I -
. Didactica
que perciben los profesores en la Parte 2
actividad de generalizacién inductiva.
4 Analizar si los profesores asocian
adecuadamente los procesos inductivos Cognitiva 'y Actividad IV

con las acciones de solucién de una tarea | didactica
de razonamiento inductivo.

5 Reconocer si hubo un cambio en el
estado del razonamiento inductivo en los
profesores en su proceso de resolucion de
C. Evaluacion una actividad de generalizacion.

5 Identificar qué procesos inductivos
consideran los profesores en el redisefio
de una actividad de generalizacion y los
criterios de su eleccion.

Cognitiva Actividad V

Didéactica Actividad VI

6.2. Trayectoria hipotética de aprendizaje

El disefio del experimento consistié en la configuracion de una trayectoria hipotética de
aprendizaje para el desarrollo del razonamiento inductivo y la sensibilizacion didactica de
los profesores acerca de este razonamiento, particularmente en contextos de generalizacion.
En este apartado se exponen las conjeturas o supuestos tedricos de la investigacion, que se
tuvieron en cuenta para la trayectoria de aprendizaje y se contrastaron con lo acontecido en
las sesiones. También se presentan las actividades utilizadas como medio para el logro del
objetivo del experimento, las cuales se disefiaron con base en los resultados del estudio previo

(Capitulo 5) y de los analisis por sesion. La realizacion de estos analisis y los resultados
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obtenidos son parte del desarrollo del experimento, por lo que se describen con detalle en el

proximo capitulo.

6.2.1. Conjeturas de la investigacion

En el estudio reportado en el capitulo anterior, se encontr6 que al resolver tareas matematicas
que demandan razonar inductivamente, la mayoria de los profesores de secundaria carecian
de una forma sistematica de razonar para obtener la solucion y se les dificultaba generalizar
comportamientos cuadraticos a partir de casos particulares. El tipo de dificultades

identificadas giraban en torno al proceso de establecer el patron y fueron:

e Observar de manera global una regularidad que indique la relaciéon entre una
secuencia de valores o casos particulares;

e Asociar y expresar con una estructura matematica a las regularidades observadas en
casos particulares;

e Abstraer lo general de un conjunto de instancias particulares.

En la Etapa A (Preliminar) del TDE, se conjeturd que el grupo de profesores
participantes también enfrentaria este tipo de dificultades para llegar a una generalizacion y
que predominaria el uso de la estrategia del célculo recursivo de diferencias al intentar
hacerlo. Asimismo, se consider6 que estaria ausente o poco presente el razonamiento
inductivo en ellos al resolver una tarea de generalizacion y en la ensefianza de un concepto

matematico, por lo que se les cuestiond al respecto para probar o refutar esta hipétesis.

En la Etapa B de desarrollo del experimento, la conjetura central fue que los
profesores pueden obtener la regla general de patrones cuadraticos si desarrollan su
razonamiento inductivo al grado de conectar los tres procesos involucrados, estos son:
observar regularidades, establecer un patrén y formular una generalizacion. De manera que,
para lograr un cambio cognitivo en su razonamiento habria que promover la conexion entre
tales procesos mediante actividades de generalizacion. Dada la naturaleza de las dificultades
antes reportadas, se supuso que los profesores desarrollarian su razonamiento inductivo (RI)

si se propicia que:
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i.  Para pasar de la observacion de regularidades (O) al establecimiento de un patron
(P), reconozcan una relacion matematica (RM) que describa el comportamiento
global de varios casos particulares;

ii. Para pasar del establecimiento del patrén a la formulacion de la generalizacion,
abstraigan (A) lo general a partir de aislar el patrén del contexto especifico de la

situacion a resolver y extenderlo a casos desconocidos.

Desarrollo del RI

Figura 6.2. Esquema experimental de desarrollo del razonamiento inductivo.

En la Etapa C del experimento se esperaba verificar que, tras la experiencia de
aprendizaje vivida en la etapa previa, los profesores podrian usar procesos inductivos de
manera mas sistematica cuando intentan generalizar y llegar a obtener la regla general de
patrones cuadraticos, incluso en contextos en los que no fuera facilmente discernible el patron
0 no se dispusiera de la representacion figural de casos particulares. Asimismo, se evaluaria
si los profesores transfieren lo aprendido al redisefio de una actividad de generalizacién, al
grado de proceder siguiendo una légica inductiva y basar sus criterios para hacer el redisefio
en los procesos involucrados en el razonamiento inductivo. Esto permitiria dar cuenta de en
qué medida se produjo el cambio cognitivo docente, tanto en lo cognitivo como en lo

didactico.

6.2.2. Contenido matematico

En las actividades del TDE se decidi6 abordar el concepto de ecuacion cuadratica. Por una
parte, la eleccidn de este contenido obedece a las dificultades detectadas en profesores de
secundaria para la generalizacion de patrones cuadraticos y a que, matematicamente, dicha

ecuacion es una de las estructuras implicadas en esta clase de patrones.

La ecuacion cuadratica pertenece a la estructura de las funciones polinomiales de
segundo grado, de la forma: y = a,x? + a,;x + ag, con ay, a, a, € R (Lehmann, 1980). La
relacién entre las variables de esta expresion algebraica representa la generalizacion de un

patrén de comportamiento cuadratico, es decir, un comportamiento en el que la variacion
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entre los valores de las variables es lineal (Villa, 2008). Numéricamente, un indicador de lo
cuadratico es que las segundas diferencias finitas de los valores de la variable y, para valores

enteros consecutivos de la variable x, sean constantes.

En el curriculo mateméatico de Mexico, los patrones cuadraticos también estan
asociados a las ecuaciones de segundo grado. El estudio de los patrones numéricos y figurales
de este tipo aparece en el tercer grado de educacion secundaria, se entrelaza con la ensefianza
de las sucesiones y ecuaciones de segundo grado. De hecho, en el plan y programas de estudio
de educacidn bésica (SEP, 2017), se estipula que uno de los propoésitos de las matematicas
en este nivel educativo es que los estudiantes sean capaces de “Modelar situaciones de
variacion lineal, cuadratica y de proporcionalidad inversa; y definir patrones mediante

expresiones algebraicas” (p. 300).

En los libros de texto oficiales de matematicas para tercero de secundaria

(https://libros.conaliteg.gob.mx/), la asociacion de las ecuaciones cuadraticas (y lineales) con

el estudio de patrones, se refleja en el nombre del tema donde se ubica este contenido
matematico en los libros: “Patrones y ecuaciones” y en la declaracion de los aprendizajes
esperados. En la Tabla 6.3, se muestran estos aprendizajes esperados (Contenido) en el libro

“Matematicas 3. Por Competencias” de Editorial Pearson:

Tabla 6.3. Tema y aprendizajes esperados relativos a la ecuacion cuadratica por bloque

Bloque Tema y aprendizajes esperados
1 Eje temdtico  Sentido numérico y pensamiento algebraico
Tema Patrones y ecuaciones

Resolucion de problemas que impliquen el uso de ecuaciones
Contenido1  cuadriticas sencillas, utilizando procedimientos personales u
operaciones inversas.

2 Uso de ecuaciones cuadriticas para modelar situaciones y
Contenido 1 NTETAE
resolverlas usando la factorizacion.
3 Resolucién de problemas que implican el uso de ecuaciones
Contenido1  cuadraticas. Aplicacién de la formula general para resolver
dichas ecuaciones.
4 Obtencién de una expresion general cuadratica para definir
Contenido 1 2 7 ;
el enésimo término de una sucesién.
5 Resolucién de problemas que implican el uso de ecuaciones

Contenido1  lineales, cuadraticas o sistemas de ecuaclones. Formulacién
de problemas a partir de una ecuacién dada.

Fuente: Libro “Matematicas 3. Por competencias” (Arriaga y Benitez, 2014).
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Por otra parte, la eleccion de este contenido fue resultado de indagar las ideas
centrales y los procesos relativos al aprendizaje de la ecuacién cuadrética en la literatura
cientifica y el curriculo. Esta indagacion se hizo como parte del proceso para sustentar y
definir la trayectoria hipotética de aprendizaje en lo concerniente al contenido matematico
(Clements & Sarama, 2004; Cobb et al., 2003). Como resultado se obtuvo una forma
alternativa de conceptualizar la ecuacion cuadratica que consiste en el desarrollo y uso del
razonamiento inductivo para abstraer una idea central en la estructura del concepto: el
comportamiento cuadratico. Esto se sustenta en los hallazgos de orden epistemoldgico,

fenomenoldgico, cognitivo y de analisis del contenido escolar de dicho concepto.

Epistemoldgicamente se encontrd que, el desarrollo conceptual de las ecuaciones
cuadraticas ha implicado un transito de su significacion como una relacién de igualdad entre
cantidades fijas (incdgnitas), en el contexto de resolucién de problemas concretos y métodos
particulares basados en lo numérico y geométrico, a su generalizacion en un sentido mas
dindmico, como relacién de equivalencia entre cantidades (variables) en situaciones de

comportamiento cuadratico (e.g., Malisani, 1999; Suarez, 2002).

Desde un punto de vista fenomenoldgico, este tipo de comportamiento es
caracteristico de las situaciones que involucran plantear y resolver ecuaciones cuadraticas.
Por ejemplo, la determinacion de la suma de nimeros triangulares y rectangulares por los
pitagoricos con base en configuraciones geométricas y la medida de segmentos
proporcionales a otros (Kline, 1992). O bien, la intensidad (I) de corriente eléctrica requerida

para generar cierta cantidad de calor (Q) en un conductor de corriente con una resistencia

2
constante [Q = %]; 0 la situacion de determinar el tiempo (t) en que un objeto en caida

libre adquiere una altura especifica s [donde S:%gtz, g representa la gravedad]

(Aleksandrov, Kolmogorov y Laurentiev, 2014).

En lo cognitivo, los hallazgos de algunas investigaciones refieren problemas de
ensefianza y aprendizaje del concepto. La concepcion de los profesores acerca de la
ensefianza de ecuaciones es comunicar una serie de pasos para realizar diferentes métodos
algebraicos de resolucion, sin fomentar el razonamiento (Trejo y Camarena, 2011; Ramos y
Casas, 2017). Ademas, la definicion conceptual de las ecuaciones es dada por los profesores
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en términos de la representacion algebraica de la ecuacion y el valor de verdad de la relacion
de igualdad (Tossavainen, Attorps, & Vadisanen, 2012). Por ende, la comprension de la
ecuacion y de los métodos de resolucion se da meramente a nivel sintactico-simbdlico; el
significado de la ecuacion cuadratica queda supedito a la forma sintéctica y refiere al

exponente mayor en la expresion y = ax? + bx + c.

Benitez (2009) afirma que, si los significados quedan enmarcados solo en las
representaciones algebraicas, los estudiantes tendrian problemas en el proceso de resolucion
de problemas. Argumenta que este proceso involucra identificar informacion para hacer
inferencias y seleccionar los elementos relevantes, los cuales posteriormente se traduciran en
la abstraccion del analisis de las partes y su integracion, dando lugar a la sintesis y conclusion
del problema. Se infiere que la falta de atencién en la variacién lineal en el estudio de
ecuaciones cuadraticas podria obstaculizar la generalizacion de patrones cuadraticos, pues
esta actividad matematica implica reconocer el comportamiento de valores y establecer

relaciones entre variables para representarlo (Mulligan & Mitchelmore, 2009).

En un analisis del contenido escolar, Fernandez (2016) identifica que uno de los
razonamientos matematicos involucrados en la resolucion numérica de ecuaciones de
segundo grado es el inductivo. Este autor detecta tres ideas centrales para la organizacion y
ensefianza de este contenido matematico: el entendimiento de la estructura y la resolucién de
ecuaciones cuadraticas, la expresion de la ecuacién como factores lineales de sus raices y la
modelacion de problemas geométricos con este tipo de ecuaciones. En la Tabla 6.4, se indican

los componentes conceptuales y procedimentales asociados a estas ideas:

Tabla 6.4. Componentes conceptuales y procedimentales de la ecuacion cuadratica

Conceptuales Procedimentales
Estructura, conceptos y relaciones Destrezas y estrategias
¢ Anillo de polinomios con coeficientes e Aplicacion de la formula de
reales en una indeterminada (R[X], +,%X) resolucion de la ecuacion
e Ecuacion de segundo grado e Factorizacién del polinomio a
e Solucion de una ecuacion de segundo partir de sus raices
grado e Aplicacion de identidades
¢ Equivalencia de ecuaciones notables
e Relacion entre el discriminante de la ¢ Resolucion geométrica  de
ecuacién y el nimero de soluciones ecuaciones

Fuente: Fernandez (2016).
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Para este estudio, en los contenidos procedimentales anteriores, se afiade y considera
el planteamiento de ecuaciones cuadraticas. Esto fue debido a que, en los aprendizajes
esperados de matemaéticas de la educacion secundaria en México, se declara el uso de este
tipo de ecuaciones para modelar y resolver situaciones, asi como obtener expresiones

cuadraticas para definir la regla general de sucesiones.

Por lo anterior, se decidio desarrollar el razonamiento inductivo en los profesores
mediante actividades de generalizacion que involucren modelar relaciones entre variables
usando ecuaciones cuadraticas. Asi, se opto por enfocar el tratamiento de este contenido en
el analisis y representacion del comportamiento cuadratico de variables discretas y continuas.
En particular, el objeto de la generalizacion fueron patrones cuadraticos asociados a

ecuaciones de laformay = ax? + cyy = ax? + bx (cona,byc € Z).

La intencion fue que los profesores puedan abstraer que una caracteristica invariante
en los comportamientos cuadraticos es la variacion lineal. Se presupone que esto podria
ayudar a entender algunos componentes conceptuales y procedimentales de este contenido,
tales como el establecimiento de relaciones de equivalencia entre variables y la expresion del

polinomio cuadratico como factores lineales de las raices de la ecuacion.

Se plantea entonces favorecer en los profesores (y en los estudiantes de manera
indirecta) la movilizacion de procesos inductivos en relacion con la conceptualizacion de la
ecuacion cuadratica. Se piensa que, de esta manera, no solo podrian llegar a generalizar
patrones cuadraticos, sino ampliar su entendimiento de la ecuacién cuadratica. Asimismo,
pasar del planteamiento y resolucion de ecuaciones especificas (con sustento en argumentos
concretos y numéricos), a su abstraccion y generalizacion en situaciones que involucran

variables continuas.

6.2.3. Actividades por sesion

En las cinco sesiones del experimento se implementaron seis actividades escritas, algunas
fueron realizadas por los profesores de manera individual y otras por equipos.
Adicionalmente, las actividades correspondientes a la etapa de desarrollo del razonamiento

inductivo se complementaron con la discusién grupal de las respuestas. Esto se hizo con la
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intencion de tener mayores elementos de andlisis del cambio cognitivo en caso que se
produjera o de los factores que lo obstaculizaran. A continuacion se presentan las actividades
implementadas, asi como el propdsito y las consideraciones del disefio de cada una.

Sesiéon 1: Actividad |

Considerando la existencia de dificultades para generalizar de manera inductiva en profesores
de secundaria, se supuso que si ellos no usan ni conectan los procesos subyacentes al
razonamiento inductivo al momento de resolver una tarea de generalizacion, dificilmente los
tendrian presentes en la ensefianza de algin contenido matematico. En otras palabras, serian
poco sensibles al razonamiento inductivo y tampoco tendrian claridad en cuéles son los
procesos inductivos a seguir para llegar a generalizar, ya sea una idea 0 un proceso
matematico. Lo anterior, también podria estar aunado a una ensefianza de las matematicas en

las aulas bajo una légica deductiva.

Para indagar al respecto, se disefié un cuestionario (Figura 6.3) compuesto de dos
items o tareas, con el objetivo de conocer la percepcion de los profesores del razonamiento
inductivo (Tarea A) y su interpretacion en la ensefianza de un concepto matematico (Tarea
B). Asi, la Actividad | consistio en responder este cuestionario de manera escrita y
posteriormente, compartir las respuestas dadas a los deméas compafieros para ampliarlas o
ejemplificarlas.
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A. Enuncie lo que en su opinién serian dos o mas caracteristicas del razonamiento inductivo
en matematicas.

1.

B. Con base en las caracteristicas proporcionadas, indique como serian las fases 1. 2. efc. para
enseilar o aprender el concepto de ecuacion cuadratica con eje en el razonamiento inductivo.
De ser posible. proporcione un gjemplo de cada una.

| i ”

1 Fase 2

Coneepto de

Fas : i
ecuacifn cuadritica

Descripeiones de las [ases:

Fase 1:

Tasc 2:

Fase 3:

Figura 6.3. Actividad | para examinar la sensibilidad didactica (Sesién 1).

Adicionalmente, esta actividad se empled con la intencion de que los profesores
comenzaran a cuestionarse sobre el papel del razonamiento inductivo en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas en secundaria e iniciar con ellos un proceso de sensibilizacion

didactica.

Sesidn 2: Actividad 11

El proposito de la Actividad Il fue examinar el estado actual del razonamiento inductivo en
la cognicion de los profesores al inicio del experimento, pues este serviria de referencia para
promover y analizar un cambio cognitivo en ellos. Por ello, en el disefio de la actividad se
decidié plantear la tarea de construccion de escaleras con palillos (Figura 6.4), empleada
como instrumento en el estudio previo. El objetivo de la tarea era inferir la regla general de
un patrén cuadratico a partir del analisis de casos particulares representados con figuras. Se
eligié porque es en la que mayor cantidad de profesores movilizaron su razonamiento
inductivo y fue mas propicia para observar la diversidad de procedimientos y argumentos

utilizados en su resolucion.
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Instruccion. Analice la veracidad o falsedad de la afirmacion: “La reselucidn del siguiente
probiema implica la movilizacion del razenamiento inductive por parie del resolutor”.

Problema: Las siguientes figuras representan escaleras de uno. dos y tres pisos. Cada
cuadrado en las figuras ¢std formado por cuatro palillos.

O EE] ;]r“‘

a) Determinar cuantos pisos tendria la escalera que puede constriirse con 180 palillos.
b) Proponer un método general para determinar 1a cantidad de palillos que se requieren

para construir una escalera de n pisos.

1. ludicar si la afirmacion es;
Cierta | Falsa

Indique dos o mis argumentos de la veracidad o falsedad de la afirmacion:

2. Confirme la veracidad o falsedad de la afitmacion resolviendo el problema en las hojas
anexas.

Figura 6.4. Actividad Il para examinar el razonamiento inductivo en lo cognitivo (Sesion 2).

En la actividad, la tarea se presentdé como un problema, considerando que es un
término mas familiar para los profesores, acompafiado de dos sentencias. En la primera (item
1), se les solicito a los profesores analizar y determinar si la siguiente afirmacion era cierta o
falsa: “La resolucion del siguiente problema implica la movilizacion del razonamiento
inductivo por parte del resolutor ”. Esto con la intencién de indagar si ellos reconocian que
en la resolucién del problema planteado se requeria razonar inductivamente. En la segunda
sentencia (item 2), se les pidio resolver el problema para confirmar la veracidad o falsedad
de la afirmacion y asi poder identificar qué procesos inductivos usan los profesores, si fuera
asi, cuando intentan generalizar un patron cuadratico, lo cual se demandaba como parte del

problema.

Sesion 3: Actividad 111

En el Capitulo 3 se menciond que el desarrollo de procesos cognitivos superiores como el
razonamiento inductivo, puede analizarse y desarrollarse como producto de una actividad en

un ambiente sociocultural especifico y requiere ser mediado por el uso de sistemas de signos.
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La Actividad Il se divide en dos partes. La primera esta orientada al desarrollo del
razonamiento inductivo en los profesores; la segunda tiene como propdsito identificar las
acciones o procesos inductivos que los profesores reconocieron como necesarios para

alcanzar la generalizacion en la primera parte de la actividad.

La Actividad III en su primera parte se denomin6 “Secuencia de figuras y numeros”.
Esta se elabor6 considerando el posicionamiento teérico de la escuela historico-cultural de
Vygotsky (1978) respecto al desarrollo de los procesos cognitivos superiores, y se estructuré
con base en los elementos de la teoria de la actividad de Leontiev (1984). El disefio de la
actividad se sustento en las siguientes consideraciones tedricas (Sosa, Cabafias y Aparicio,

en prensa):

1. El desarrollo cognitivo en las personas es detonado por una actividad sociocultural
mediada por el uso de instrumentos y signos.

2. La realizacién de la actividad requiere de acciones y operaciones internas del
pensamiento que pueden apoyarse sobre las representaciones externas de los
objetos matematicos.

3. EIl razonamiento inductivo es un medio para la realizacién de la actividad de
generalizar.

4. Los sistemas de representacion semiética apoyan los procesos del razonamiento

inductivo en matematicas.

Una vez que se habia definido el contenido matematico a tratar, el disefio de la
actividad consistié en delimitar los componentes estructurales de la actividad en relacién con
los procesos del razonamiento inductivo, y seleccionar los sistemas de representacion

relativos al razonamiento inductivo y la generalizacién de patrones cuadraticos.

Delimitacion de los componentes de la actividad

En la Teoria de Leontiev (1984), la unidad sobre la que se estructura la actividad son las
acciones, las cuales estan subordinadas al logro del objetivo o resultado que se pretende
alcanzar (Figura 1). Y las tareas son las condiciones para la realizacion de las acciones. Bajo
esta consideracion, para definir las tareas de la actividad se procedio a delimitar el objetivo

de la mismay a la identificacion de las acciones ligadas a su consecucion.
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El motivo u objeto de la actividad es la generalizacion, en especifico se trata de
generalizar patrones cuadraticos, no solo a nivel empirico sino estructural (Bills & Rowland,
1999), es decir, con base en el uso de las relaciones y los procedimientos que subyacen en la
estructura de ecuaciones cuadraticas. El objetivo consiste en generalizar relaciones de
variacion lineal entre cantidades, con expresiones algebraicas de la forma y = ax? + ¢ (con

a,c € Z),apartir de su representacion figural y numerica.

Debido a que, las acciones de la actividad deben estar vinculadas al objetivo de la
misma, se dispuso que las acciones estén asociadas a los procesos del razonamiento inductivo

necesarios para generalizar, quedando establecidas como sigue:

Accidn 1. Observacion de una regularidad (4;).
Accidn 2. Reconocimiento y establecimiento de un patrén (4,).

Accion 3. Formulacion de una conclusion o regla general (4s).

De este modo, el transito de una accién a la siguiente daria cuenta de un cambio en el
razonamiento de los profesores. Para esclarecer los posibles procedimientos para la ejecucion
de las acciones anteriores, se consideraron las siguientes operaciones (O) necesarias para la

realizacion y conexion de los procesos inductivos:

0,: Comparar. El proceso de observar regularidades se basa en la comparacion entre
un conjunto de elementos u objetos con la intencion de reconocer las similitudes y diferencias
entre estos (Klauer, 1996). A su vez, esta operacion requiere de la separacion mental de

algunas caracteristicas y propiedades de un todo, es decir, analisis.

0,: Relacionar. El proceso de establecer un patron matematico precisa reconocer la
relacién invariante entre instancias o casos particulares. Involucra identificar y representar
las relaciones entre nimeros y variables que subyacen en la regularidad observada en un

conjunto de casos.

0;: Abstraer. ElI proceso de formular una generalizacion requiere aislar la
caracteristica intrinseca a los casos particulares analizados y extender el patrén a una clase
total de casos, por tanto, implica abstraer lo general. Al respecto, Dorfler (1991) enfatiza el

papel de la abstraccidn para reconocer y describir relaciones invariantes, asi como el uso de
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simbolos (verbales, iconicos, algebraicos,...) como medios para la abstraccion y la

generalizacion.

Sistemas de representacion

Las ecuaciones cuadréaticas, como parte de la estructura de las funciones polinomiales de
segundo grado, se pueden expresar en sistemas de representacion en lenguaje verbal, gréfico,
pictorico (por ejemplo, configuraciones geométricas o de figuras), numérico o simbolico

algebraico (Cafiadas y Castro, 2013).

El proceso de razonamiento inductivo involucra obtener una regla general a partir de
analizar y relacionar casos particulares. En el trabajo con ecuaciones de la formay = ax? +
c, para valores de a y c pertenecientes al conjunto de nimeros enteros, los casos particulares
corresponden a los valores que pueden asumir las variables x e y. Para mediatizar el
razonamiento inductivos de los profesores, se consider6 que los casos particulares pueden
ser expresados de manera numérica, geométrica o verbal; y las expresiones generales de

manera algebraica o verbal.

Con base en la delimitacion de los componentes de la actividad en relacion con el
proceso de desarrollo del razonamiento inductivo, la eleccion del contenido matematico y de
los sistemas de representacion a utilizar, se disefié una actividad de generalizacion inductiva.

Se denomind de esta manera porque demanda generalizar razonando inductivamente.

Actividad 111 — Parte 1: Secuencias de figuras y puntos

En laactividad (Figura 6.5) se presenta una situacion con secuencias de valores representados
figural y numéricamente, con la intencion de que los profesores utilicen éstas como signos
para fijar la atencion en lo variable y lo constante para la generalizacion de un
comportamiento cuadratico. Dichos signos se esperaba que fungieran como mediadores para

dar sentido e interiorizar lo cuadratico.

En la situacion se muestran tres secuencias (A, B y C) de figuras formadas por
triangulos y puntos, tales que la cantidad de objetos en la figura de cada secuencia siguiera

un comportamiento cuadratico. Debajo de algunas figuras se indico el total de objetos que la
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conforman. Para llevar a cabo el proceso de generalizacion en la actividad, se propusieron

tareas ligadas a las acciones mentales (o procesos) del razonamiento inductivo (4, A, Y A3).

El objetivo de la actividad es: generalizar relaciones de variacion lineal entre
cantidades en situaciones de variacion discreta, con expresiones algebraicas de la forma

y = ax? + c (con a,c € Z), a partir de su representacion figural y numérica.

Instruccién. A continuacion, se presenta una situacidn sobre relaciones numéricas. Lea y realice lo
mas detallado posible lo solicitado en cada inciso.

Situacion. Las siguientes secuencias de figuras estan formadas por triangulos y puntos. Debajo de
algunas figuras, se indica el total de objetos que la conforman.

SecnendaAA & & ‘&

4

-
Sccmencia B .
: A A A,
& - -

S - . * .

.
Secunencia C . B o -
A v
10

1. Determine cuél de las tres secuencias tiene una figura conformada por exactamente 150 objetos
(triangulos y puntos). Indique la posicion que ocupa esa figura en dicha secuencia.

2. Enlasiguiente tabla, se muestra la cantidad total de objetos que conforman las figuras de una
cuarta Secuencia D y que guarda cierta relacion con las anteriores.

Posicion 3 4 6 7
Cantidad total de objetos 14 21 41 54

a) Describa un método para saber la cantidad total de objetos que deben corresponder a la
figura cuya posicion sea n, en la Secuencia D.
b)  Proponga el modelo algebraico en el que se sintetiza el método expuesto en el inciso a).

3. Genere una quinta secuencia de nimeros o figuras que sea equivalente a las tratadas en esta
Actividad.
Figura 6.5. Actividad 11l — Parte 1: Secuencia de figuras y puntos (Sesion 3).

Las acciones y operaciones que subyacen en la actividad para generalizar
inductivamente, se espera sean interiorizadas por los profesores por medio de las acciones
externas ejecutadas en las tareas. Las acciones (A) y operaciones (O), asi como los productos

que se preve sean realizados por los profesores en cada tarea se describen a continuacion:

Tarea 1. Determine cudl de las tres secuencias tiene una figura conformada por exactamente 150 objetos
(triangulos y puntos). Indique la posicion que ocupa esa figura en dicha secuencia.
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La Tarea 1 esta orientada por la accion A,: Observar regularidades. Su realizacién
esta prevista con base en la operacion de comparar (0,), descomponiendo las figuras de cada
secuencia y analizando la cantidad de objetos en cada una, para identificar lo que varia y
caracteristicas comunes en las figuras de una misma secuencia 0 entre secuencias, por
ejemplo, que la cantidad de triangulos (internos) en cada figura es igual al cuadrado del valor
de la posicion que ocupa, y que la cantidad de puntos no varia de una figura a otra de la
misma secuencia. Se espera como producto de la tarea, la observacion de regularidades
numericas o visuales, tal como: la cantidad de objetos en las figuras varia de forma creciente

y lineal, conforme aumenta la posicion.

Tarea 2, inciso a. En la siguiente tabla, se muestra la cantidad total de objetos que conforman las figuras de
una cuarta Secuencia D y que guarda cierta relacion con las anteriores.

Posicion 3 4 6 7
Cantidad toral de abjetos 11 21 11 54

a) Describa un método para determinar la cantidad total de objetos que deben corresponder a la figura
cuya posicion sea n, en la Secuencia D.

La Tarea 2 (inciso a) concierne a la accion A,: Reconocer y establecer un patron
cuadratico, y para su realizacién se requiere relacionar (0,) la cantidad total de objetos con
el valor de la posicién de cada figura de la secuencia. Las operaciones que demanda la tarea
estan orientadas a reconocer la relacion invariante entre los casos particulares dados en la
tabla, para identificar la relacion de variacion lineal entre las variables y establecer un patron
cuadratico, el cual es similar al patrén de comportamiento de los elementos de las primeras
tres secuencias. El producto esperado en la tarea es la representacion del patron. Una forma
verbal de expresarlo es como sigue: la cantidad de objetos en cierta figura es igual al cuadrado

del valor de su posicion en la secuencia méas un valor constante.

Tarea 2, inciso b. Proponga el modelo algebraico en el que se sintetiza el método expuesto en el inciso a).

La Tarea 2 (inciso b) esta asociada a la accion A5: Formulacion de una generalizacion,
se trata de obtener una regla general para calcular la cantidad total de objetos en cualquier
figura de la secuencia D. Para esto debera describirse la relacion invariante entre los valores
de la tabla dada, sin acudir o depender de la representacién figural de los elementos de la

secuencia, es decir, precisa hacer trascender el razonamiento mas alla de reconocer el patrén
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en instancias particulares concretas en las secuencias y extenderlo a una categoria que los
englobe. De manera que, la generalizacion se apoya en la operacion de abstraccion (03). El
producto de la tarea es la expresion algebraica de un modelo o formula para determinar la
cantidad total de objetos (C) que conforman la figura en la posicion n en la secuencia D: C =

n? + 5.

Tarea 3. Genere una quinta secuencia de nimeros o figuras que sea equivalente a las tratadas en esta
Actividad.

La Tarea 3 también esta ligada a la accion As, pero implica la generalizacion del
patrén no una secuencia en particular, sino de las cuatro secuencias dadas. Se centra en
valorar la abstraccion de la estructura del patron cuadratico general que subyace en cada una,

expresada en su forma general como y = x2 + ¢, donde x e y son variables, y ¢ es constante.

Para la generalizacion, se prevé la realizacion de operaciones encaminadas a extender
el patron a un conjunto de secuencias equivalentes a las tratadas en la actividad. Se emplea
el término “equivalentes” en el sentido de compartir el mismo patron de comportamiento
cuadrético o de variacion lineal. Asimismo, operaciones para representar un caso particular
de la generalizacion asociada al modelo general y = x2? + c. El producto de la tarea seria una
expresion matematica de lo generalizado, la cual puede aludir a un ejemplo concreto del

modelo general.

La actividad se implemento en equipos de dos o tres profesores para que interactuaran
entre pares, debido al papel de la interaccion social para propiciar el transito entre un estado
de desarrollo cognitivo a otro estado potencial. Al realizar la actividad, segin dénde se fije
la atencidn al observar las regularidades en la situacion, puede tener lugar el reconocimiento
de distintos patrones y maneras para expresarlos. Por otra parte, el uso de representaciones
numéricas, verbales, geométricas y algebraicas es importante para sustentar e interiorizar los

procesos del razonamiento inductivo en dos momentos de la actividad:

e Durante su resolucion, para la representacion de las operaciones y acciones externas
en cada tarea,
e yen el didlogo realizado posterior a la resolucion, para comunicar su razonamiento

y llegar a consensos sobre su solucion.
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Actividad 111 — Parte 2

Una intencionalidad en segundo plano que se tenia con la actividad de generalizacion
inductiva, era acercar a los profesores a una forma de tratamiento didactico de las ecuaciones
cuadréticas basada en la induccion. De este modo, se esperaba también aumentar su
sensibilidad al papel del razonamiento inductivo en el aprendizaje de los estudiantes para
favorecer la habilidad de generalizacién. Por tal razén, en la segunda parte de la Actividad
Il (Figura 6.6), se les propuso hacer un ejercicio meta-cognitivo con la intencién de que
reflexionaran sobre las acciones en su razonamiento que los llevaron a generalizar. La
instruccion se planted en términos de mencionar lo que en su opinidn se requiere para
desarrollar la habilidad de generalizacidn, a partir de lo que experimentaron en la resolucion

de la actividad “Secuencias de figuras y puntos”.

Las tareas en la Actividad “Secuencias de figuras y nimeros™, consistieron en obtener un
resultado mediante i proceso de generalizacion

Bajo este entendido y con base en su experiencia en esta actividad, mencione lo que en su
opimidn  se requiere para desarrollar la habilidad de generalizacion en matematicas

(particularmente para el concepto de ecnacion cuadratica).

Figura 6.6. Actividad Il — Parte 2 (Sesion 3).

Sesidn 4: Actividad 1V

La Actividad IV se incorporo en el experimento con el objetivo de analizar si los profesores
asocian adecuadamente los procesos inductivos con los pasos de resolucion de una tarea de
generalizacién inductiva. Esta tarea involucra la generalizacion de un patrén cuadratico con

una expresion de lay = ax? + bx, con a # 0, 0 una equivalente.

Tras la resolucion de la Actividad “Secuencias de figuras y nimeros” en la Sesion 3,
se detectd que la mayoria de los profesores reconocieron acciones o0 procesos subyacentes al
razonamiento inductivo para llegar a generalizar. No obstante, hubo profesores que se
centraron en la particularidad de las tareas y contexto de la actividad, de modo que les falto
abstraer la generalidad de las acciones cognitivas que les permitieron alcanzar la
generalizacion. Por tanto, en la Actividad IV se decidid plantear una tarea de razonamiento

inductivo junto con una serie de pasos a seguir para obtener su solucion, y solicitar a los
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profesores que argumenten cuales procesos inductivos estan involucrados en la resolucién de

la tarea.

La tarea (Figura 6.6) es una adaptacion de la propuesta en la Actividad I, sobre la
construccion de escaleras con palillos. La adaptacién consistié en incluir dos casos
particulares mas, representados figuralmente con escaleras de cinco y siete pisos, asi como
las literales k y r para denotar el nimero de pisos de tales escaleras (Figura 6.7). Estas figuras
y literales se incluyeron para apoyar el reconocimiento de la estructura cuadratica del patron
y su expresion como el producto de factores lineales de una variable o como la relacion

aditiva de una variable al cuadrado y multiplos de ésta.

Instrucciébn. Analice el razonamiento seguido en el plantcamiento de la resolucion de la
siguiente tarea. Posteriormente, realice lo que se le solicita.

Tarea. Las siguientes figuras representan escaleras con distinta cantidad de pisos. Cada
cuadrado en las figuras esta formado por cuatro palillos.

o 4 S 4

1 2 k 5 r

a) Determinar cuantos pisos tendria la escalera que puede construirse con 180
palillos.

b) Proponer un método general para determinar la cantidad de palillos qne se
requieren para construir una escalera de n pisos.

Figura 6.7. Tarea de razonamiento inductivo planteada en la Actividad IV (Sesién 4).

Esta tarea se trabajo en este otro formato debido a que, en la version anterior
implementada en la Actividad 11, se verificaron dificultades de los profesores para reconocer
y expresar el patron. En la resolucién de los profesores, la técnica de las segundas diferencias
fue muy socorrida en el analisis de la relacion entre valores numéricos, pero solo funciond
hasta el nivel de reconocer que la expresion general requerida era cuadrética; fue insuficiente
para establecer el patron. Por tanto, se optdé por modificar la tarea incorporando referentes
visuales que fijaran la atencion de los profesores en el andlisis y la representacion del
comportamiento cuadratico, y cognitivamente apoyaran el reconocimiento de las relaciones
estructurales (multiplicativas y aditivas) entre variables para establecer y generalizar el
patron (Bills & Rowland, 1999; Kichemann & Hoyles, 2009; Rivera, 2010).
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En la Tabla 6.5 se muestran los pasos propuestos a los profesores para que analizaran
el razonamiento seguido en la resolucion de la tarea. EI Paso 1 corresponde al proceso de
observar una regularidad de manera global: el comportamiento creciente de las cantidades de
palillos. El establecimiento del patron se desglosé en los pasos 2 y 3, reconocer y expresar el
patrén cuadratico, respectivamente. EI Paso 4 concierne a la formulacion generalizacion, en
este se indica la expresion de la regla o ley general del comportamiento cuadratico. Este
ultimo paso implica la abstraccion del patron, el cual podria ser sefialado por los profesores

en el tercer o el cuarto paso, como parte del transito entre estos.

Tabla 6.5. Solucién propuesta de la tarea presentada en la Actividad IV

Paso 1 _ _ ) » Proceso:
Intervienen dos cantidades variables en la situacion:
p: cantidad de pisos de la escalera Razon:
c: cantidad de palillos que conforman la escalera
Haciendo corresponder las cantidades numéricas en una tabla
mediante conteo:
p (o
1 4
2 10
k 18
5 40
r 70
Se reconoce un comportamiento creciente en lo figural y en lo
numérico. La cantidad de palillos va creciendo conforme
aumenta la cantidad de pisos.
Paso 2
L o Proceso:
Por el hecho de haber una variacion con crecimiento

exponencial, se analiza la relacion entre los valores de p y ¢ en | Razon:
la tercera columna.

p c | Factores de c

1 4 1x4

2 10 2X5

3 18 3X6 3xm=18,m=6
4 28 4x7

5 40 5x8

6 54 6 %9

7 70 7 X 10

Dado el comportamiento numérico de los datos se puede pensar
en un modelo cuadratico o variacién lineal entre las variables,
en correspondencia con el comportamiento figural.
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Paso 3

El comportamiento cuadratico queda expresado como el
producto de dos factores que varian linealmente:

c=p(+3)
Comprobando que se cumple parap = 5:
p(p+3)=05B)5+3)=40=c

Proceso:

Razén:

Por tanto,
180 = p(p + 3)

p?+3p—180=0

p—-12)(p+15 =0

p,=120p, = —-15
Dado que en el contexto de la situacion la variable p asume
valores enteros positivos, entonces con 180 palillos se formara
una escalera de p = 12 pisos.

Paso 4 Proceso:

Para construir una escalera de n pisos se requeriran | Razon:
¢ = n(n+ 3) = n? + 3n palillos, donde n € N.

El modelo que representa la ley general que rige el crecimiento
variacional en la situacion es de la forma:
y==x(ax+b) =ax*+bx,a+0

Como parte de la Actividad 1V, se les presentd a los profesores los procesos
involucrados en el razonamiento inductivo acompariados con una descripcion breve, pero
enlistados de manera desordenada. Se les pidio asociar dichos procesos con los pasos de la

solucién propuesta y dar la razon de su eleccion.

Este listado es una ampliacion o subdivisién de los procesos inductivos del marco de
referencia, que resulté de hacer explicitos los procesos ligados al reconocimiento y la
abstraccion del patrén, asi como la extrapolacion de lo generalizado a otras situaciones. Lo
anterior se hizo con la intencién de formalizar o definir los procesos asimilados por los
profesores en la Actividad Ill, a fin de tener un mayor entendimiento del razonamiento
inductivo y sensibilizacion de lo que implica esta forma de razonar en matematicas. En el
siguiente recuadro se indica la instruccion complementaria de la actividad y la descripcion

de los procesos:
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A continuacidn, se enlistan procesos que se llevan a cabo en la resolucion de tareas de
generalizacion. Leer cada uno detenidamente e indicar en los recuadros anteriores, cuales de
esos procesos se vislumbran en la solucion propuesta. Proporcionar la razon de su eleccion.

A. Establecer el patron. Consiste en expresar el patron en algin sistema de representacion.
Expresa una conjetura de la aplicacion del patrdn a otras instancias. La justificacion de
la validez del patrén puede ser empirica.

B. Observacion de una regularidad a partir de la comparacion y el analisis de lo invariante
en el conjunto de instancias especificas o casos particulares de la situacion.

Una regularidad es lo que permanece invariante entre las instancias. Una forma de
detectarla es mediante la comparacion y el andlisis, fijando la atencion en: ;Qué cambia
entre las instancias de la situacion? ;Qué permanece invariante?

C. Expresar un resultado o conclusién general de forma verbal, algebraica u otra, que
asocie las instancias analizadas a una totalidad, fenémeno o categoria que las comprenda
de acuerdo con el patrén establecido.

D. Extender o aplicar lo general a otras instancias particulares o situaciones, lo cual
implica pasar de lo abstracto a lo concreto, o de lo general a lo particular.

E. Reconocer un patrén mediante el analisis y establecimiento de una relacién matematica
entre las instancias dadas y otras.

En el analisis de la relacion entre variables el patrén representa la forma de variacion o
comportamiento de las variables en la situacion. Cuando se trabaja solo con valores
numéricos de una situacién, suele dificultarse el reconocer el patron de comportamiento
de esos valores, si no se tiene algiin un marco de referencia para interpretar lo analizado.

Cabe aclarar que el patron no es en si lo que se repite en la situacion, mas bien, es la
relacion o estructura matematica que describe la forma en que se repite o que describe la
regularidad en el comportamiento de los valores. De manera que, el patron de los valores
1, 4, 7, 10, ... es lineal, mientras que el comportamiento de los valores 1,4,9,16, ...
obedece a un patrén cuadratico.

F. Abstraer el patrén a través de descontextualizarlo de la situacion y de la particularidad
de las instancias en las que se reconocio.

En esta actividad se espera que, si los profesores reconocen y representan la variacion
lineal como una caracteristica intrinseca de los patrones cuadraticos, amplien su significado
de la ecuacién cuadratica y fortalezcan su razonamiento inductivo para generalizar patrones

asociados a la estructura y = ax? + bx. Ademas, se prevé que los profesores asimilen los
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procesos inductivos con mayor claridad y los interpreten en términos de los pasos para

resolver la tarea de naturaleza inductiva.

Sesion 5: Actividad V

En la sesion 5 se llevaron a cabo dos actividades (V y VI) correspondientes a la Etapa C del
TDE, la cual consiste en una evaluacion sumativa o semi-sumativa para determinar en qué
medida el disefio instruccional en el experimento condujo al logro del objetivo o resultado
esperado (Nieveen & Folmer, 2013; Plomp, 2013). En este caso, las actividades se
implementaron para evaluar el cambio en el razonamiento inductivo de los profesores y si
habia una transaccion al redisefio de una actividad de generalizacién de un comportamiento

cuadratico.

El objetivo de la Actividad V consistié en verificar si hubo un cambio en el estado
del razonamiento inductivo de los profesores al resolver de una actividad de generalizacion.
Este cambio fue medido en términos de un transito entre los procesos inductivos, de la
observacion de regularidades al establecimiento de un patrén, y de este a la formulacion de
la generalizacion. Asi, se examino si los profesores habian asimilado estos procesos en la
Etapa B independientemente del contexto en que trabajaron. Esto es, si los podian extrapolar
de la situacion de variacion discreta, en la que inicialmente disponian de un referente visual

para reconocer el patron cuadratico, a un contexto mas abstracto y de variacion continua.

Por consiguiente, para la Actividad V (Figura 6.8) se siguieron las directrices de la
tarea de razonamiento inductiva denominada “Medida del 4rea de una familia de rectangulos”
(ver Capitulo 5), dado que trataba con una situacién de variacién continua. Empero, se
estructur6 de acuerdo al formato de la actividad de secuencia de figuras y puntos, para
analizar si los profesores establecian relaciones matematicas y abstraian el patron general

para conectar los procesos inductivos.
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Instruccién. A continuacién se presenta una tarea matematica para su resolucion y analisis.
Por tanto, es importante que plantee y justifique cada paso del procedimiento que siga para
determnmar la solueion.

Tarea. De una familia de rectAngulos, se dispone la signiente informacidn de las medidas de
la altura (indicada a la izquierda de cada uno) y el 4rea de cuatro rectangulos:

10| 60 u?

4 48 uZ m 55 u

2| 28 u? |

a) Determine la medida de la altura y la base del rectangulo cuya area mide 63 unidades
cuadradas.

b) A partir de dicha informacién, proponga un modelo o método con el cual sea posible
determinar la medida del area de cualquier rectangulo en esa familia.

¢) En la siguiente tabla, se muestran las medidas de la altura (h) y el 4rea (4) de un
conjunto de rectangulos:

h (cm) 5 7 g 12

Aem?) | 45 | 77 | 96 | 192

Formule un modelo algebraico para determinar la medida del area del rectangulo

perteneciente a ese conjunto, cuya altura mide x unidades.

Figura 6.8. Actividad V — Etapa C: Categoria cognitiva (Sesion 5).

Sesidn 5: Actividad VI

La Actividad VI se utiliz6 para evaluar el cambio cognitivo docente en la categoria didactica.
Esta consistio en redisefiar una actividad sobre la ecuacion cuadratica basada en lo inductivo,
con el objetivo de identificar qué procesos involucrados en el razonamiento inductivo
consideran los profesores en el redisefio y los criterios de su eleccion. Para hacerlo, se les
presentd a los profesores una situacion de estructuras con triangulos en la que se requeria
determinar una expresion general de la cantidad de segmentos que conforman cualquier
estructura (Figura 6.9). Las figuras y valores dados en la situacion representaban instancias

especificas de un patron cuadratico.
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A

B.

ACTIVIDAD

Objetive de la aclividad: Determinar ecuaciones cuadraticas de la formay = ax® | bx
(con a, b € R), mediante la generalizacion de relaciones de variacion Imeal enire
cantidades representadas figural y numéricamente.

Instruccion. Las siguientes figuras de una secuencia, estan formadas por los segmentos de
estructuras triangnlares y debajo de cada una se indica su posicion en 1a secuencia.

L~
L~

%

1 p 4 q

Realizar lo que se solicita a continuacion en cada tarea, para formular un modelo que permita
determinar la cantidad de segmentos en cada figura segiin su posicion en la secuencia.

Formula el modelo algebraico que represente la cantidad de segmentos que contiene la
figura en la posicion x.

Determina la cantidad de segmentos de la figura en la posicion 10, sin calcular los que
contienen las figuras en las posiciones 7, 8 y 9.

Determinar la posicién de la figura constituida por 616 segmentos |

En la tabla de abajo, completa las cantidades de segmentos (c) que contienen las figuras
segin la posicion (n) que ocupan en la sencuencia.

n c
1 5
2
14 33
4 56
5
q

Figura 6.9. Situacion de la Actividad VI — Etapa C: Categoria didactica (Sesion 5).

El redisefio consistia en re-ordenar las tareas de la actividad bajo una logica inductiva
e incluso, eliminar, agregar o modificar alguna(s) tarea(s). Ademas de redisefiar la actividad
dada, a los profesores se les solicitd proporcionar la razon de los cambios efectuados en ésta

En la Figura 6.10 se muestra la instruccion de la Actividad VI.
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Instruccion. En la hoja anexa, se presenta una actividad sobre el concepto ecuacion
cuadratica, la cual estd compuesta por un conjunto de tareas de razonamiento inductivo.
Notese que hay ciertas fallas en el disefio de la actividad relativas al orden de las tareas.

Redisenar la actividad replanteando el orden de las tareas de tal manera que se ajusten a un
esquema o logica de razonamiento inductivo. Puede quitar, agregar o modificar tareas.
Proporcione la razén de los cambios efectuados.

Tarea Letra Razon

1

2

3

4

5

Figura 6.10. Instruccion de la Actividad VI — Etapa C: Categoria didactica (Sesion 5).

Las seis actividades antes presentadas se utilizaron como instrumentos para recoger
datos en el experimento. Los procedimientos para la recoleccion de informacion se indican

en el apartado siguiente.

6.3. Recoleccion de datos en las sesiones

Se recolect6 informacion de tres fuentes: las respuestas escritas de los profesores a cada
actividad, las transcripciones de los registros del audio en los momentos de discusion grupal
de las respuestas, y las notas de la instructora y de los colaboradores sobre lo observado en

cada sesion.

Al momento de recolectar las hojas de trabajo de los profesores se detectaron algunas
respuestas sin justificar. En estos casos, tanto como fue posible, la instructora y los
colaboradores cuestionaron a los profesores a fin de que clarificaran, justificaran o ampliaran
su respuesta. Complementariamente, las notas y los registros en audio de las respuestas a

tales cuestionamientos formaron parte del conjunto de datos de la investigacion.

En mayor o menor medida, en ambas categorias de datos (cognitiva y didactica) de la
investigacion, se empled el software MAXQDA (Versién 2018.2) para la organizacion,

categorizacion, busqueda de patrones y diferencias en los datos, y obtencién de estadisticas.

Capitulo 6: Disefio del experimento para un cambio cognitivo en el razonamiento inductivo | 150



Capitulo 7

Desarrollo del experimento y resultados
parciales por sesién

Este capitulo comprende la ejecucion del experimento para promover y analizar un cambio cognitivo
docente respecto al razonamiento inductivo. Se describen las sesiones de trabajo con los profesores,
indicando el objetivo investigativo y el desarrollo de cada una. Asimismo, se presenta el analisis de
los datos recabados por sesion y, con base en las conclusiones de estos andlisis, se exponen las

decisiones y consideraciones que se tomaron en cuenta para planificar cada sesién subsiguiente.

7.1. Sesion 1: Etapa A - Categoria didactica

Obijetivo: Caracterizar la percepcién de los profesores del razonamiento inductivo e
identificar como lo interpretan en la ensefianza de un contenido matematico.

En la primera sesion se introdujo a los profesores de secundaria al tema del razonamiento
inductivo, invitandolos a cuestionarse qué es y cdmo lo interpretan en la ensefianza de un
concepto matematico, tal como ecuacion cuadratica. La duracidn de la sesion fue 1:30 horas.
En el marco de la investigacion, el proposito fue recabar informacion acerca de la sensibilidad

didactica a esta forma de razonamiento en los profesores.

7.1.1. Desarrollo de la sesion 1

La sesion se organizo en dos momentos. En el primero, los profesores respondieron las dos
tareas, Ay B, de la Actividad | (Figura 7.1) por escrito y de manera individual. Se inici6 con
la implementacion de la Tarea A, en la que se pidio enunciar al menos dos caracteristicas del
razonamiento inductivo en matematicas. Esta fue respondida en un tiempo de 12 minutos.

Inmediatamente después de responderla, se entregd a los profesores la Tarea B.
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A, Enuncie lo que en su opinion serfan dos o mas caracteristicas del razonamiento inductivo
en matemdticas.

B. Con base en las caracteristicas proporcionadas, indique como serian las fases 1, 2, etc. para
ensefiar o aprender el conceplo de ceuacion cuadritica con gje cn el razonmnicnio mduelive.
e ser posible, proporcione un gjemplo de cada una.

L.

-
&

L L
T [ |

Fase 1 Fasz 2

Concepto de
ceuaeion cundritica

Descripciones de las fhses:

Fase 1:

Figura 7.1. Tareas Ay B de la Actividad 1.

En esta segunda tarea, los profesores mostraron inquietudes respecto a si la sentencia
se referia a todo el concepto y qué tan extenso podria ser su respuesta. Se aclaro que las fases
propuestas no se refieren a la ensefianza de todo el concepto, y que se enfocaran en un
objetivo especifico de aprendizaje relativo al mismo. Se les enfatizd que describieran las
fases como si le sugirieran a algiin comparfiero una forma de ensefiar algin aspecto de la
ecuacion cuadratica razonando inductivamente, indicando qué es lo primero que harian o
dirian a los estudiantes, y luego lo segundo, hasta llegar al aprendizaje pretendido sobre ese
concepto. Se les recalco que podian utilizar hojas aparte para dar mayor detalle de cada fase

o incluir algin ejemplo. La tarea se realizd durante 35 minutos.

En un segundo momento de la sesidn, se solicito a los profesores que compartieran
sus respuestas de la actividad con el grupo, a través de participaciones voluntarias, para
generar un espacio de dialogo, entre instructora y profesores. En este espacio, la discusién
estuvo dirigida a profundizar en qué es el razonamiento inductivo y a indagar como los
profesores ensefiarian un concepto matematico bajo esta forma de razonamiento. En medio
del dialogo, surgié el cuestionamiento de un profesor que detond un tercer topico de
discusion: qué es una ecuacion cuadratica. A la vez, estas discusiones sirvieron para indagar

con mayor detalle en algunas respuestas escritas que eran imprecisas o generales.

La dindmica para discutir las respuestas a la Tarea A fue solicitar a los profesores que
mencionaran una caracteristica del razonamiento inductivo, sin repetir la dada previamente
por algin compariero, con el fin de tener diversidad de respuestas y recabar mayor cimulo
de caracteristicas. Las ideas que predominaron en los profesores giraron en torno al paso de

algo particular a lo general y en ir de los conocimientos previos de los estudiantes, mediante

Capitulo 7: Desarrollo del experimento y resultados parciales por sesion | 152



interrogatorio, para llegar a una definicion. Despues del intercambio de respuestas, la
instructora intervino para retomar algunas de éstas y exponer la siguiente definicion de
razonamiento inductivo: “Capacidad cognitiva para inferir leyes o conclusiones generales
por medio de la observacion y conexion de instancias particulares de una clase de objetos o

situaciones”.

Al respecto de lo anterior, se pregunto a los profesores como transitar de lo particular
alo general, para indagar si conocen los procesos involucrados en el razonamiento inductivo.
El silencio que guardaron los profesores y su reaccion dio la impresién de que no se habian
cuestionado sobre ello. No obstante, algunos externaron ideas para intentar responder la
pregunta. Estas ideas aludieron a la verificacion de una conjetura mas que al proceso de
induccion. Para cerrar la discusion, la instructora menciond las caracteristicas del
razonamiento inductivo como método de la ciencia y como via de ensefianza de las
matematicas. Destaco que ha sido una forma de generacion de conocimiento cientifico, que
parte de la observacion y experimentacion de hechos particulares para llegar a descubrir

principios o resultados generales.

Para recabar informacion sobre las respuestas a la Tarea B, se solicitd a los profesores
que explicaran como le sugieren a sus compafieros ensefiar la ecuacién cuadratica siguiendo
una ldgica inductiva, enfatizando qué seria lo primero que ellos harian o presentarian a los
estudiantes, y después cuales serian las siguientes fases 0 pasos. De este modo, en la sesion
se inicio un proceso de sensibilizacion al razonamiento inductivo al cuestionar acerca de sus
caracteristicas y reflexionar como seria la ensefianza de dicho concepto con eje en la

induccion.

7.1.2. Analisis de datos sobre la sensibilidad didactica

Los datos recolectados en esta sesidn se analizaron para hacer un diagndéstico general de la
sensibilidad didactica de los profesores al razonamiento inductivo en matematicas. Para el
analisis, se transcribieron las respuestas escritas y el audio de las respuestas proporcionadas

a las tareas al comunicar su pensamiento en voz alta. El andlisis se llevé a cabo en dos etapas:
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(1) Se generaron categorias de la percepcion de los profesores del razonamiento
inductivo utilizando el método del analisis teméatico y tomando como datos las
respuestas escritas y orales a la tarea A.

(2) Para analizar como interpretan el razonamiento inductivo en la ensefianza del
concepto ecuacion cuadratica, se asociaron las respuestas dadas por cada profesor
en la tarea B a las categorias de percepcion antes generadas y se contrastaron con el

marco conceptual del razonamiento inductivo en este trabajo.

Etapa 1: Anélisis tematico de la percepcion del razonamiento inductivo

Para identificar patrones de significados en las caracteristicas comunes que los profesores
atribuyen al razonamiento inductivo se realiz6 un andlisis teméatico de los datos
correspondientes a la tarea A. Los resultados de este analisis se presentan en términos de las

categorias de percepcion de los profesores de dicho razonamiento.

El analisis inicié releyendo las respuestas del cuestionario de la Tarea A vy las
transcripciones de audio, y luego se codificaron en el software MAXQDA (Figura 7.2). Para
hacer la codificacion, se identificaron extractos de respuestas con frases claves o
caracteristicas del razonamiento inductivo mencionadas por los profesores y se les asigné un

codigo.
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Figura 7.2. Pantalla de la codificacién de datos de la Tarea A (Software MAXQDA).
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Se generaron nueve codigos (Figura 7.3) de las caracteristicas atribuidas al
razonamiento inductivo. Los codigos con mayor frecuencia fueron los concernientes a la idea
del razonamiento como “Conocimiento guiado” (8 profesores) y “Pasar de lo particular a lo
general” (9 profesores). Cabe aclarar que en algunos casos, la respuesta de un profesor aludia
a percepciones diferentes del razonamiento inductivo. En estos casos la respuesta incluia mas
de un codigo y, en consecuencia, el numero de extractos codificados resulta mayor que el

namero de participantes.

a Sistema de cédigos a5 20 & O Mz X
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(Zg/Pasar de lo particular a lo general
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Figura 7.3. Cadigos generados de las caracteristicas del razonamiento inductivo (Actividad I).

En la Tabla 7.1 se muestra parte del listado generado en el programa con los extractos

de respuestas agrupados por codigo.

Tabla 7.1. Listado parcial de extractos agrupados por codigo (Actividad I).

Color Nombre del documento Codigo Segmento
. Cuestionario-TareaA_Respuestas Conocimiento guiado Implica el uso de conocimientos previos para que estos puedan ser aplicados a una situacién mas compleja o formar un cono
nuevo.
e  Cuestionario-TareaA_Respuestas Conocimiento guiado Emplea los saberes previos del alumno.
° Cuestionario-TareaA_Respuestas Conocimiento guiado Utiliza los conocimientos previos de los alumnos.
'Y Cuestionario-TareaA_Respuestas Conocimiento guiado Se piensa en ello como parte de un conocimiento guiado
° Cuestionario-TareaA_Respuestas Conocimiento guiado Preguntas introductorias. Logran el razonamiento inicial de los alumnos al tema y pueden visualizarse los conocimientos pre:

Preguntas guia. Durante el proceso de |a clase pueden surgir dudas sobre cémo llevar a cabo alguna parte y pueden realizarse|
preguntas que fuercen el razonamiento del alumno. Con el razonamiento inductivo se puede lograr que el alumno se apropig

nceptos, momentos, pr imientos personales. Al guiar con preguntas se movilizan saberes y recuerdos previos y se prog
deducciones propias que les son mds ficiles de apropiarse.

° Audio-TareaA Conocimiento guiado Basicamente vas creando hipétesis y hay que comprobarlas, y ayuda por ejemplo a que los alumnos empiecen a especular y a|
un poco més, de gue a veces no toda la afirmacién que te digan va a ser cierta, entonces sirve para crear personas gue no van
nada mas lo que tu le digas, si no que van a comprobar lo que tu |e dijiste. Eso igual s bueno, en todas |as asignaturas, no sol
matematicas en especial.

e Audio-TareaA Conocimiento guiado Una de las caracteristicas es empezar a realizar preguntas claves para los ejercicios y empezar a introducir a los alumnos al tel
preguntas claves] Me refiero que cuando tenemos un texto, las ideas principales, escoger esas palabras principales y decirle
muchachos, para ustedes qué es eso. Recuerdan cuando vimos tal tema la semana pasada, qué creen o de qué manera pode
aplicar lo que vimos la semana pasada en esta situacion.

'Y Cuestionario-TareaA_Respuestas Conocimiento guiado Darle un ejercicio y con base a sus conocimientos previos saquen su propio conocimiento. Realizar una lluvia de ideas para cof
que el alumno sabe.

Audio-TareaA Descubrir conocimiento Ensefia al alumno a descubrir, a construir, el tema que estemos trabajando.
Y Cuestionario-TareaA_Respuestas Forma de reconocer patrones  Que los alumnos analicen sobre ciertas caracteristicas que se repiten continuamente bajo condiciones especificas.
@  Cuestionario-TareaA_Respuestas Formular generalizaciones Que los alumnos logren generalizar, establecer alguna regla o generalizacion sobre aquello que es repetitivo. Que se realice

comprobacidn de las afirmaciones que se establezcan.

Se revisaron los codigos y extractos agrupados para buscar temas o categorias de la
percepcion del razonamiento inductivo de los profesores. Por ejemplo, se relacionaron los
codigos “Forma de reconocer patrones”, “Formular generalizaciones” y “Formular y
verificar conjeturas” para formar una categoria referente a la formulacion y verificaciones de

generalizaciones.
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Tras el proceso recursivo de revision de temas en relacion con los cddigos vy el
conjunto total de respuestas, se definieron y nombraron cinco categorias, las cuales se

describen a continuacién y se ilustran con extractos de respuestas de los profesores.

Categoria A: El razonamiento inductivo es percibido como proceso cognitivo

En esta categoria los profesores perciben al razonamiento como un proceso que permite pasar
de instancias particulares (ideas, casos particulares o situaciones) a la inferencia de una
conclusién o resultado general. En esta categoria se agruparon las respuestas que aluden al
razonamiento inductivo como un proceso cognitivo, teniendo como referencia la definicion

dada por Haverty et al. (2000) y la asumida en este trabajo. Por ejemplo:

Profesor B:  Parte de casos particulares hasta llegar a casos generales. Se elaboran otros casos que cumplan
con la caracteristica observada. Se elaboran conjeturas acerca de los casos observados.

Profesor E:  Vade lo particular a lo general...

Profesor N:  Es un tipo de razonamiento que consiste en ir de ideas particulares hacia ideas generales. Partir
de ideas concretas a ideas en general. Con base en experiencias de los resultados obtenidos,

generalizar.

Categoria B: El razonamiento inductivo es percibido como formular y verificar generalizaciones

Algunos profesores asociaron el razonamiento inductivo con la realizacion de
generalizaciones y verificarlas. Esta categoria se diferencia de la anterior en que el
razonamiento es caracterizado en términos de la generalizacion como producto del proceso
inductivo. Como puede verse en los siguientes extractos, las respuestas de los profesores en
esta categoria hicieron referencia a la forma de obtener y la importancia de verificar una

generalizacion.

Profesor A:  Que los alumnos analicen sobre ciertas caracteristicas que se repiten continuamente bajo
condiciones especificas. Que los alumnos logren generalizar, establecer alguna regla o
generalizacion sobre aquello que es repetitivo. Que se realice la comprobacion de las
afirmaciones que se establezcan... Creo que puedes establecer una afirmacioén, la afirmacién
puede salir mal, también seria después comprobar, si ti ya dijiste que eso se esta cumpliendo
continuamente, por ejemplo, para los nimeros positivos pasa algo, para los negativos pasa otra
cosa, [...] prueba que siempre se repite, si encuentras un caso que no lo cumple, pues tu

generalizacion no te va a servir. Como que ir probando si eso de verdad es cierto.
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Profesor B:  Después de ver casos muy particulares, muy concretos, entonces intentar predecir lo que se
avecina con respecto por ejemplo a una sucesién, elaborar conjeturas, luego tratar de probarlas.

Predecir esas conjeturas, ver si se pueden probar y finalmente llegar a la generalizacion.

Categoria C: El razonamiento inductivo es percibido como una forma de guiar al conocimiento

Varios profesores consideran el razonamiento inductivo como una forma de ensefianza
guiada, que consiste en partir de los conocimientos previos de los estudiantes para llegar a
definiciones o un conocimiento nuevo por medio de preguntas. Esta percepcion del

razonamiento se encontrd en extractos de respuestas como las siguientes:

Profesora C: Implica el uso de conocimientos previos para que estos puedas ser aplicados a una situacion
mas compleja o formar un conocimiento nuevo.

Profesora L: Darle un ejercicio y con base en sus conocimientos previos saquen su propio conocimiento.
Realizar una lluvia de ideas para conocer lo que el alumno sabe.

Profesora M: Una de las caracteristicas es empezar a realizar preguntas claves para los ejercicios y empezar
a introducir a los alumnos al tema... Logran el razonamiento inicial de los alumnos al tema y
pueden visualizarse los conocimientos previos. Preguntas guia. Durante el proceso de la clase
pueden surgir dudas [...] y pueden realizarse preguntas que fuercen el razonamiento del alumno

[...] se puede lograr que el alumno se apropie de conceptos, procedimientos,...

Categoria D: El razonamiento inductivo es percibido como resolucion de problemas

En esta categoria los profesores relacionan el razonamiento inductivo con la resolucién de
problemas. Es percibido como una estrategia para obtener y argumentar la solucion de
problemas, pero sin precisar la forma de razonar para ello. Tal percepcién se reconocio en

los siguientes extractos:

Profesora H: Con los conocimientos que cada uno de los alumnos posee, tratar de resolver el problema que
se le plantea.

Profesor P:  Son las premisas que nos permite llegar a la conclusion para la resolucion de problemas. Es
aquella forma de razonamiento que nos permite argumentar mediante la induccion la resolucion

de problemas.
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Categoria E: El razonamiento inductivo es percibido como pensamiento légico

Pocos profesores refirieron al razonamiento inductivo como parte del pensamiento l6gico, es
decir, como una forma de razonamiento basada en reglas y la realizacion de procedimientos
con orden y coherencia. Al respecto, algunos profesores mencionaron las siguientes

caracteristicas:

Profesora D: Un grado de analisis mayor y por ende una mejor comprension de la informacion a tratar.
Capacidad de contextualizar la informacién, encontrandole un sentido y aplicacion.
Profesora J:  Surge como parte de un proceso de pensamiento logico.

Profesora K: Pensamiento Idgico.

Las categorias A y B de la percepcién del razonamiento inductivo de los profesores
fueron las més adecuadas a las caracteristicas de esta forma de razonamiento. Aunque
también se percibe como una forma de ensefianza y de resolver problemas matematicos, las

caracterizaciones en estas categorias resultaron incompletas o alejadas de su esencia.

Etapa 2: Anélisis de la interpretacion del razonamiento inductivo en la ensefianza

Al analizar las fases descritas por los profesores para la ensefianza de la ecuacién cuadratica,
se identificaron cuatro formas distintas de interpretar la induccién (Tabla 7.2), de las cuales
solamente una corresponde a alguna de las categorias de percepcion del razonamiento, la

concerniente a la idea de guiar el conocimiento (Categoria C).

Tabla 7.2. Formas de interpretacién de la ensefianza basada en la induccién

Forma de interpretacion No. de profesores
Guiar el conocimiento 8
Deductiva 5
Proceder de lo particular a lo 1
general (Inductiva)

Otra: Iconica 2

Se observo que la mitad de los profesores interpretan que la ensefianza de un concepto
con eje en el razonamiento inductivo consiste en guiar el conocimiento, de lo informal a lo
formal, principalmente a traveés de preguntas o con ejemplos. Tal fue el caso de la profesora
M (Figura 7.4).
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Figura 7.4. Fases propuestas para la ensefianza de la ecuacidn cuadratica por la profesora M.
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Las fases propuestas por la profesora M estan en coherencia con su percepcion del
razonamiento inductivo como una forma de guiar el conocimiento. Ella enfatiza la
importancia de partir de los conocimientos previos de los estudiantes y el uso de preguntas
para guiar al planteamiento y definicion de una ecuacion cuadréatica, tal como expreso por

escrito y en su intervencion:

Profesora M:  Recuperacion de conocimientos previos, hablarles de que ya trabajaron ecuaciones lineales pero
gue existen otro tipo de ecuaciones. Se les plantearia entonces una situacion problematica de su
vida cotidiana, que lleve a representar un cuadrado, para que teniendo la figura y de all lo
relacione con la formula del area y plantearle la ecuacion, y decirle que esta es una ecuacion

cuadratica.

En las fases indicadas por el profesor | (Tabla 7.3) también se reconoce una forma de
guiar al estudiante de un conocimiento previo (medida del area de un cuadrado) a uno nuevo
(concepto de ecuacion cuadréatica). Si bien podria decirse que de algin modo él sigue una
l6gica inductiva (de lo particular a lo general), ambos profesores difieren del sentido de la
induccion como una forma de ensefianza para la formacion de conceptos. Esto es, en su
interpretacion esta ausente favorecer que los estudiantes analicen un conjunto de tareas,
representaciones o situaciones particulares para la abstraccion de nociones o ideas
matematicas generales relativas a la ecuacion cuadratica. Mas bien, se particulariza la idea

de lo cuadratico asociandola al caso especifico del area de un cuadrado.

Tabla 7.3. Transcripcion de las fases descritas por el profesor 1.

Fase 1:  Ejemplificar con un problema que tenga relacion con su
entorno, que se adecue a una figura cuadrada.

Fase 2:  Esquematizar la situacion para que el alumno identifique
la forma cuadrada y pueda realizar la solucion.

Fase 3:  El alumno realice la visualizacion y lo relacione con la
formula del &rea.

Fase 4:  Representarlo de forma algebraica.

Fase 5:  Introducir el concepto de ecuacién cuadratica.
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En algunas respuestas, se encontr6 que existe confusion en la légica a seguir para una
ensefianza basada en la induccidn, pues el orden de las fases descritas correspondia a una
I6gica deductiva. Es decir, iban de una generalidad hacia algo particular, sea un ejemplo, un
caso 0 ecuacion especifica. De este modo, en las fases de ensefianza de cinco profesores se
iniciaba con el planteamiento de formulas generales o definiciones de ecuaciones cuadréticas,
y se concluia con un ejemplo o resolucion de una ecuacion cuadratica en particular. Esta

I6gica se identifico en la respuesta del profesor O:
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Figura 7.5. Fases de ensefianza acordes a una l6gica deductiva (Profesor O).

Solamente un profesor describid fases que se correspondan a acciones propias del
razonamiento inductivo. Las fases propuestas por el profesor B (Tabla 7.4) se apegan a las
referidas por Polya (1967) para razonar inductivamente. Aunque el profesor no se centra en
la ecuacion cuadratica ni presenta alguna tarea o ejemplo para ilustrar las fases, en su

respuesta si indica una manera de proceder de lo particular a lo general.

Tabla 7.4. Transcripcion de las fases descritas por el profesor B.

Fase 1:  Se proporcionan algunos casos o situaciones concretos
en los cuales se puedan contabilizar o manipular,
visualizar la situacién de la que se trate.

Fase 2.  Se pide que se proporcionen algunos otros casos que
cumplan con la caracteristica o propiedad observada.

Fase 3:  Se trata de predecir que dicha caracteristica o propiedad
se cumple para otros casos que no sean tangibles o
directamente observables.

Fase 4:  Se obtiene una regla o férmula que abarque todos los
casos posibles, es decir, una generalizacion.
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En el caso de las respuestas de dos profesores no se distingue una logica inductiva o
deductiva en las fases. Estas se enfocaron en tratamientos iconicos de la ecuacion cuadratica,
basados en la asociacion de lo cuadratico con el &rea de una figura cuadrada o el producto de
un ndmero consigo mismo. A manera de ejemplo, en la Figura 7.6 se muestra la respuesta de

la profesora J.
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Figura 7.6. Fases descritas por la profesora J.

Un topico de discusion en torno a como seria la ensefianza y aprendizaje basada en la
induccion fue el contenido matematico en cuestion. Esta discusion permitid detectar que los
profesores tienen un entendimiento procedimental de este concepto. Ellos explicaban qué es
una ecuacion cuadratica en términos sintacticos, es decir, segun la forma de la expresion
algebraica de este tipo de ecuaciones, tal como el exponente del término de mayor grado en
la expresion. Por ejemplo, el profesor A menciona que dicha ecuacion se puede definir de la
siguiente manera:

Profesor A:  Creo si la podriamos definir. Distinguir que tienes una igualdad, distinguir el grado de la

ecuacion... como que esas caracteristicas. Que tiene una igualdad y que para una cuadrética el

maximo grado de la ecuacion es dos.

Bajo esta clase de entendimiento de las ecuaciones, los profesores diferenciaron lo
lineal de lo cuadratico con base en el grado de la ecuacién, el nimero de soluciones y la
representacion grafica:

Profesora D: Una lineal tiene solo una solucion y las cuadraticas tienen diferentes soluciones: que no haya
solucion, que tenga una solucion o que tenga dos soluciones...

Profesor A:  También se pueden diferenciar por sus gréficas. Las gréficas lineales y las gréficas cuadraticas

tienen algo que las distinguen... la lineal en forma de recta y la cuadratica en forma parabélica.
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Por tanto, el significado de la ecuacion cuadratica de los profesores se restringe a la
expresion algebraica y representacion grafica de la ecuacion. En el discurso de los profesores
se excluyeron formas de descripcion de lo cuadratico que hagan referencia a la variacion o
relacion entre variables. Esto puede atribuirse a la falta de asociacion de lo cuadratico con la

variacion lineal.

7.1.3. Conclusiones de los andlisis y consideraciones para la siguiente sesion

La percepcion del razonamiento inductivo que predomina en los profesores es la de forma de
guiar el conocimiento, seguida de la percepcién como proceso cognitivo para transitar de lo
particular a lo general. Sin embargo, existe confusion en algunos profesores respecto a la
primera de estas percepciones, pues las caracteristicas mencionadas por ellos refieren a una
forma pedagdgica de ensefiar para guiar a los estudiantes a un conocimiento formal o una
definicion mediante preguntas clave. Esta idea difiere conceptualmente de la funcion del
razonamiento inductivo como via de ensefianza para la formacion de conceptos, es decir, la
funcion de conducir a la abstraccion y generalizacion de las caracteristicas esenciales de un
concepto mediante experiencias o situaciones particulares (Sosa, Cabafas y Aparicio, 2019a;
Sriraman & Adrian, 2004).

Muy pocos profesores perciben a la induccion como un medio para favorecer
procesos de generalizacidn y resolucion de problemas en matematicas. Si bien ellos hacen
alusién al transito de lo particular a lo general como una caracteristica del razonamiento
inductivo, ante el cuestionamiento de cdmo llevar a cabo este transito, el silencio o ausencia
de respuestas de su parte refleja falta de claridad sobre los procesos que subyacen a este tipo

de razonamiento.

De manera similar, se detect6 que los procesos inductivos estan ausentes en las fases
propuestas por los profesores para la ensefianza de la ecuacion cuadréatica, excepto en las
descritas por el profesor B. En adicion, tampoco se hallo conexién del conocimiento de los
profesores sobre la induccion con la resolucion de tareas de generalizacion. Teniendo en
cuenta la falta de referencia a procesos inductivos en lo didactico, en la sesidn 2 se decidio

no solo examinar el nivel de razonamiento inductivo de los profesores al resolver una tarea
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matematica que involucra generalizar un patron cuadratico, sino también indagar si

reconocen la tarea como de tipo inductivo y los procesos requeridos para resolverla.

Por otro lado, respecto al contenido matematico, la ecuacion cuadrética es
caracterizada por los profesores en términos sintécticos, sin evocar su sentido como una
estructura matematica que representa una forma especifica de variacion o de relacién entre
variables con comportamiento cuadratico. Esta informacion resulto relevante en el estudio,
porque pone al descubierto la necesidad de fijar la atencion de los profesores en la variacion
lineal, en tanto una caracteristica que define y permite describir mateméaticamente a los
patrones con comportamiento cuadratico. Dado que el razonamiento inductivo se basa
esencialmente en el establecimiento de relaciones, en la actividad para promover el desarrollo
del razonamiento de los profesores (Actividad I11) se decidié enfocar las tareas en el analisis

y representacion de la variacion lineal.

De los datos obtenidos de ambas tareas, se infiere que los profesores tienen poca
sensibilidad didactica al razonamiento inductivo. En la mayoria de los profesores existe
confusion acerca de qué lo caracteriza y estd ausente en la forma en que interpretan la
ensefianza de ecuaciones cuadraticas. En varios casos se reconoce una inadecuada
interpretacion de lo inductivo al momento de describir las fases para ensefiar tal contenido
matematico, incluso algunos se basan en una logica deductiva. Por consiguiente, a fin de
aumentar la sensibilidad didactica de los profesores y que dispusieran de bases para redisefiar
una actividad basada en la induccion, para las sesiones de la Etapa 2 se considerd que su
conocimiento fuera confrontado y ampliado mediante actividades en las que reconocieran y

articularan los procesos inductivos en contextos de generalizacion matematica.

7.2. Sesion 2: Etapa A — Categoria cognitiva

Objetivo: Reconocer el estado del razonamiento inductivo de los profesores al resolver
una tarea de generalizacién matematica.

En esta sesion se aplico la Actividad Il (Figura 6.17) con una doble intencionalidad. Por un
lado, hacer un diagnostico del estado en que se encuentra el razonamiento inductivo de los

profesores cuando resuelven una tarea de generalizacidn de un patrén cuadratico. Por otro,
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tras las conclusiones del analisis de la Sesion 1, indagar si reconocen la naturaleza inductiva

de la tarea propuesta y los procesos inductivos requeridos para obtener su solucion.

Problema: [as siguientes figuras representan escaleras de nno. dos Instruccion. Analice la veracidad o falsedad de la afirmacion: “La
¥ tres pisos. Cada cuadrado en las figuras esta formado por cuatro resolucién  del  siguiente problema implica la  movilizacion  del
palillos. razenamiento indctiva por parte del resolutor”.
1. Indicar si la afirmacion es:
0 FH |_| | Cierta Falsa
a) Determinar cudntos pisos tendria la escalera que puede [m‘hque_dul" 0 miés argumentos de la veracidad o falsedad de la
alinnacion:

construirse con 180 palillos.
b) Proponer un método general para determinar la cantidad de
palillos que se Tequicren para construir una escalera de n pisos

2. Confirme la veracidad o falsedad de la afirmacién resolviendo el
problema en las hojas anexas.

Figura 7.7. Problema e instrucciones de la Actividad I1.

El diagnostico consistid en identificar si los profesores razonan de manera inductiva
en la resolucién vy, de ser asi, analizar si llegan a la formulacién de la generalizacion
demandada en la tarea o, en caso contrario, detectar en qué proceso inductivo termina o se
interrumpe su razonamiento. Debido a que el razonamiento se comunica por medio de
representaciones externas (Cafiadas, Castro y Castro, 2008) y que solamente interesaba
cualificar los procesos usados por los profesores al intentar generalizar, esta informacion se
recabd a través de las respuestas escritas dadas al cuestionario, sin recurrir a una entrevista.
No obstante, se tomaron notas sobre los comentarios y preguntas de los profesores durante

la realizacion de la actividad.

7.2.1. Desarrollo de la sesién 2

Se implementd la actividad impresa con los profesores y se resolvid por escrito de manera
individual. En el inciso 1 de la actividad, se les pidi6 a los profesores que respondan sobre la
veracidad o falsedad de la afirmacidn, segiin como ellos interpretan y resolverian el problema
planteado. Se les invitd a analizar si el problema puede resolverse de manera inductiva,
deductiva o siguiendo otra forma de razonamiento matematico. Se les recalc6 que, en los
argumentos sobre su respuesta, indiquen porqué el problema puede o no resolverse razonando
inductivamente, y describan como seria su resolucion. En el inciso 2, se enfatizo a los
profesores que mostraran y justificaran su procedimiento para resolver el problema. La

actividad completa fue resuelta en un tiempo maximo de 35 minutos.
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7.2.2. Andlisis de datos sobre el estado inicial del razonamiento de los profesores

Las respuestas al item 1 de la Actividad Il se clasificaron segun el juicio de los profesores
sobre el valor de verdad de la afirmacion hecha sobre la naturaleza inductiva del problema
planteado. Después, se revisd la coherencia entre los argumentos proporcionados y el
dictamen del juicio (Afirmacion “cierta” o “falsa”). Por ejemplo, se consideré que hay
coherencia si al mencionar que la afirmacion es cierta, los argumentos hacen referencia a
caracteristicas y procesos subyacentes al razonamiento inductivo, o a la propiedad genérica
de este tipo de problemas: “Se requiere inferir una regla general que gobierne a un conjunto
de elementos especificos” (Glaser & Pellegrino, 1982). En la Tabla 7.5, se muestran las

respuestas que dieron los profesores en el item 1.

Tabla 7.5. Respuestas escritas de los profesores al item 1 de la Actividad I1.

Profesor Afirmacion Argumentos

A Cierta Depende la manera de resolver es la que me permite
afirmar si se trata 0 no de un razonamiento inductivo. Si se
tiene que hacer todos los dibujos, pues no se trata de
razonamiento inductivo. Si se halla la regla o férmula pues
si se utiliza el razonamiento inductivo.

B Cierta Parte de casos particulares. A partir de conjeturas, intentan
probarse las mismas para llegar a casos que no son
tangibles y, en el mejor de los casos, a una generalizacion.

C Cierta Es razonamiento inductivo porque a partir del analisis de
una situacion particular, en este caso la figura 1, se puede
generalizar y predecir cuantos pisos y palillos tendria.

D Falsa Considero que no puede ser del todo cierta la afirmacion al
observar como se van formando las siguientes escaleras a la
primera y ello propicia a probar diferentes formas de
resolverlo.

E Cierta El alumno debera recordar conocimientos previos de
diversos contenidos como sucesion, ecuaciones cuadraticas,
factorizacion. Se parte de una situacion particular para que
el alumno llegue a una generalizacion llamada formula
cuadrética.

F Cierta Este tipo de ejercicio propicia que el alumno recuerde los
temas vistos y emplee esos conocimientos para resolver
este tipo de ejercicios, lo cual permite que se dé un
razonamiento inductivo ya que va de lo particular a lo
general.

G Cierta De que la figura conforme crece va aumentando de 2en 2y
la diferencia entre la [cantidad de palillos de la] 12y la 2°
escalera es 6. Si estamos yendo paso a paso, decimos que
vamos de manera inductiva.
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H Cierta En la segunda diferencia esta la constante dos, es una
ecuacioén cuadratica y se toman los nimeros 4, 6, 2 para
buscar la ecuacion cuadratica:
2a=2,3a+b=6,a+b+c=4

I Cierta Induce a descubrir un patrén. Después de descubrir el
patrén se puede llegar a la solucion mas rapido.
J Falsa Necesitamos traer a nuestra mente conocimientos previos

sobre patrones de crecimiento y de potenciacion de
numeros. Conocimientos de series. Ambos razonamientos
inductivos y deductivos.

K Cierta Observa cdmo avanzan los palillos. Los relaciona con las
figuras. Llega a la figura deseada. Trata de poner una
"regla”.

L Cierta Con esta actividad el alumno saca sus conjeturas sobre el

procedimiento para obtener una respuesta. Esta actividad
tiene varias formas para resolverse, puede ser por formula o
por una sucesién de nimeros.

M Falsa Puede analizarse y guiarse de forma inductiva, pero en lo
particular me costaria trabajo.

N Cierta

0 Cierta Nos lleva de lo particular a un caso general. Se le dieron
valores a n para varios casos, comprobando la veracidad de
la ecuacion cuadrética.

P Cierta Para hacerlo para el tercer piso, la férmula cumple si lo
hacemos de manera manual. Para hacerlo para el cuarto
piso, la férmula cumple si lo hacemos de manera manual.
[el profesor se refiere a la comprobacion, con dos casos, de
la férmula que obtuvo para determinar el nimero de
palillos requeridos para construir una escalera de n pisos]

Trece profesores determinaron que la afirmacion “La resolucion del siguiente
problema implica la movilizacion del razonamiento inductivo por parte del resolutor” es
cierta, y tres sefialaron que es falsa. De los trece profesores, ocho (A, B, C, E, F, K, O, I)
proporcionaron argumentos coherentes con su respuesta porque refieren que en el problema
se parte de algo particular para llegar a una generalizacion u obtener una regla general. Por
ejemplo, la profesora E menciona: “Se parte de una situacion particular para que el alumno
Ilegue a una generalizacion llamada formula cuadréatica” y la profesora F afirma: “Este tipo
de ejercicios... permite que se dé un razonamiento inductivo ya que va de lo particular a lo
general”. EI argumento del profesor | se considerd coherente pues, ademas de expresar que
en el problema se requiere inducir, sefiala uno de los procesos involucrados en ello:

“descubrir un patrén”.
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Los argumentos de cuatro de los profesores (G, H, L y P) que dictaminaron la
afirmacion como cierta, no refieren a caracteristicas o procesos propios del razonamiento
inductivo. Por el contrario, sus argumentos son relativos a estrategias no inductivas para
resolver el problema. Tal fue el caso de la profesora H, quien describe la estrategia de
diferencias recursivas que utiliz6 para obtener una expresion cuadratica. El profesor N no dio
algin argumento de su respuesta. Los tres profesores (D, J y M) quienes indicaron que la
afirmacion es falsa, de alguna manera reconocen que el problema es de tipo inductivo, pero
consideran que se requieren otros conocimientos o habria otras formas de resolverlo. En el
caso de la profesora M, sefiala que es falsa la afirmacion porque a ella misma se le dificultaria

resolver el problema razonando de manera inductiva.

En las respuestas del item 2, el analisis del razonamiento usado por los profesores
para obtener la regla general del patrén cuadratico se llevdo a cabo a partir de las
representaciones que emplearon para expresar los casos particulares y transitar hacia la
generalizacion. Se consider6 que podrian expresar su razonamiento usando representaciones

verbales, numéricas, geométricas y algebraicas.

Primero se analizé si los profesores razonaron inductivamente para obtener la
solucion o siguiendo algun razonamiento distinto. Posteriormente, en el caso de quienes
procedieron de manera inductiva, se identifico el estado de su razonamiento con base en los
procesos inductivos descritos en el marco de referencia (Capitulo 2). Inductivamente, la regla

general del patrén cuadratico podria obtenerse interconectando los siguientes procesos:

a. Observar una regularidad: Una regularidad en el crecimiento de las figuras es que la
variacion del numero de palillos (c) en relacion con el nimero de pisos (n) tiene
comportamiento cuadratico. Esta regularidad podia observarse empleando la
estrategia de diferencias finitas o con el apoyo visual de las figuras.

b. Establecer un patrén: El patrén cuadratico del namero de palillos es el cuadrado del
valor de la posicion que ocupa la figura en la secuencia, mas este valor multiplicado
por tres. Este patron se puede reconocer y expresar con casos particulares de manera
verbal, figural o numérica.

c. Formular la generalizacion. La regla general puede representarse con alguna de las

siguientes expresiones algebraicas u otra equivalente: ¢ = n? + 3n 0 ¢ = n(n + 3).
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De este modo se determin0 si los participantes llegaron a formular una generalizacion
o0 solamente hasta observar alguna regularidad (local o global) y/o establecer un patron. Se
obtuvo que catorce profesores usaron razonamiento inductivo para resolver el problema y
dos profesores procedieron con un método algebraico. De acuerdo con el método
microgenético, se realizo tanto un analisis cuantitativo como cualitativo de los procesos
involucrados en el razonamiento inductivo de los profesores. En la Tabla 7.6 se indican los

resultados del andlisis cuantitativo.

Tabla 7.6. Resultados globales del estado inicial de razonamiento inductivo de los profesores.

. Estado de razonamiento
Forma de razonamiento No. de

iy Observacién de  Establecimiento  Formulacion de
usada en la resolucién | profesores . . S
regularidades de un patrén la generalizacion
Inductivo 14 9 0 5

Otro (Método algebraico) 2 - - -

Todos los profesores quienes usaron razonamiento inductivo en la resolucion del
problema, observaron alguna regularidad en casos particulares, pero solamente el
razonamiento de cinco de ellos (A, G, D, E y P) trascendié hasta obtener la regla general.
Dos de los cinco profesores procedieron mediante un trabajo aritmético y tres con apoyo de

las figuras para visualizar el patron cuadrético.

Nuevamente se verificd que los profesores quienes obtuvieron la regla general del
patron lo hicieron movilizando y conectando los tres procesos inductivos antes sefialados.

Este fue el caso del profesor A, quien llevo a cabo estos procesos de la siguiente forma:

a) b)
o . e
Z 20 |
$@ee a4ty A pen- o Whar
o~ 2 \6 a+ 9| 18 4*-5%“:(2‘ f-’rlsléi:‘} \\
(1)) e 44 @E10
143 s 5ion1 = 0 =3
n(mt) . . 94 G3. 16
(n‘—l)_ N t3n \ ) G+B54443424) 1A 4 @_A_: 78
| - pfnis)
i)+ T o A —

Figura 7.8. Solucion del profesor A usando razonamiento inductivo.
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El profesor A supuso que el nimero de palillos en la secuencia de figuras tenia un
comportamiento cuadratico. Esto lo hizo considerando los casos particulares obtenidos al
contar el nimero de pisos (1, 2, 3y 4) y de palillos (4, 10, 18 y 28) de las primeras cuatro
escaleras, respectivamente. Si bien inicié su razonamiento con intentos no sistematicos de
describir este comportamiento con relaciones numeéricas, tras el andlisis de esas relaciones
observo una regularidad global: la cantidad de palillos de las primeras tres escaleras era igual
al cuadrado de un nimero mas una cantidad (Figura 7.8-a). Al organizar los datos con base
en esa regularidad, establecié numéricamente un patron cuadratico mediante una estructura
aditiva (Figura 7.8-b). Expreso el patron del nimero de palillos como la suma del cuadrado
del namero de pisos (n) y un maltiplo de ese nimero, considerando valoresden =1,2,3y
4. Posteriormente, abstrajo que los segundos sumandos eran multiplos de tres y formulé la

generalizacion, la cual expres6 como n? + 3n (Figura 7.8-c).

Nueve de los participantes solamente observaron regularidades entre casos
particulares, pero no lograron reconocer y expresar algin patrén cuadratico, y tampoco
generalizar. La accion inicial de los profesores fue calcular el namero de palillos y pisos en
las tres primeras escaleras mediante conteo. Estos datos constituyeron los primeros casos
particulares que analizaron. Las regularidades fueron observadas por los profesores a través
de un trabajo numérico, utilizando la estrategia del calculo recursivo de diferencias. Con esta
estrategia obtuvieron nuevos casos particulares que fueron parte de su analisis y observaron
una regularidad local: las segundas diferencias entre la cantidad de palillos de una figuray la
anterior son iguales a una constante; y de ahi concluyeron que el comportamiento del nimero

de palillos era cuadratico.

Por ejemplo, la profesora L calcul6 el nimero de palillos que formaban las escaleras
de uno a doce pisos mediante la estrategia recursiva de diferencias (Figura 7.9) y notd que
estos valores podian calcularse con una expresion cuadratica (an? + bn + ¢, n: nimero de
pisos), sin embargo no pudo determinarla. Ella procedio por ensayo y error para intentar
obtener la expresidn, sin encontrar alguna que satisfaga simultdneamente distintos valores de
n. Al cuestionarle qué le dificultd obtener la expresion, al igual que otros profesores en la
misma situacion, menciond desconocer como obtener la ecuacién o formula a partir de los

ndameros.
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Figura 7.9. Proceso de observar regularidades y determinar una regla por la profesora L.

Otros profesores intentaron establecer el patron cuadratico examinando relaciones
numeéricas por tanteo, de manera no sistematica, aunque sus esfuerzos fueron infructuosos.
Por ejemplo, el profesor N trato de expresar el niamero de palillos de las escaleras de dos, tres
y cuatro pisos explorando relaciones numéricas aditivas y multiplicativas (Figura 7.10), sin

mostrar algin orden o referente que guie su razonamiento.
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Figura 7.10. Observacion de regularidades y basqueda del patron por el profesor N.

La dificultad para reconocer una estructura matematica que represente el patron
ocasiono que se trunque el razonamiento de varios profesores y no transiten a la formulacion

de una generalizacion.
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Dos profesores resolvieron el problema de manera no inductiva. Ellos emplearon la
estrategia de diferencias y, al percatarse que las segundas diferencias eran iguales a una
constante, notaron que se requeria determinar una expresion cuadratica de la forma y =
ax? + bx + ¢ para obtener la solucién al problema. Para determinar los coeficientes de la
expresion, emplearon un metodo algebraico basado en el calculo de diferencias y resolucién
de sistemas de ecuaciones lineales. Tal fue del procedimiento seguido por la profesora M
(Figura 7.11).
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Figura 7.11. Solucion de la profesora M por un método algebraico.

7.2.3. Conclusiones del andlisis y consideraciones para la siguiente sesion

Casi todos los participantes identificaron en mayor o menor medida que el problema de la
construccién de escaleras con palillos implicaba usar razonamiento inductivo en su
resolucion. Sin embargo, solamente cinco lograron obtener la regla general alli requerida;
mas de la mitad de los profesores se quedd en el proceso de observar regularidades. En este
grupo de profesores nuevamente se verifico la existencia de dificultades para razonar
inductivamente asociadas con el establecimiento del patron. Aun cuando los profesores
reconocieron que la relacién entre la cantidad de palillos y el nimero de pisos podia
expresarse con una ecuacion cuadratica, carecian de estrategias para expresar el

comportamiento cuadratico a partir de valores numéricos.

Este resultado reitera la importancia de favorecer un mayor entendimiento de lo
cuadréatico en relacion con el analisis y representacion de la variacion lineal, pues los
profesores manifestaron dificultades para reconocer relaciones matematicas que conecten
distintos casos particulares y describan el comportamiento cuadratico. Al respecto, llamo la
atencion la ausencia de expresion de dicho comportamiento mediante el producto de factores

lineales u otra estructura equivalente del patron cuadratico en el problema.
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De manera global, se detecto falta de sistematizacion en el analisis de la solucion
problema y en la busqueda de relaciones numéricas para describir el patron, incluso en los
profesores que alcanzaron a obtener la regla general. Por tanto, en la Sesion 3 se decidid
trabajar en el desarrollo del razonamiento inductivo de los profesores desde el proceso de
observar regularidades, tanto locales como globales, mediante una actividad de
generalizacion de manera inductiva. Para propiciar la sistematizacion del razonamiento de
los profesores, se procurd que en cada tarea de la actividad se promuevan acciones cognitivas
relacionadas con los procesos inductivos: comparar, relacionar y abstraer (ver la descripcion

de la Actividad 111 en este capitulo).

De este modo, teniendo en cuenta las dificultades presentes en la mayoria de los
profesores para razonar de manera inductiva, se decidié experimentar una forma de conectar
los procesos inductivos. Esta consistié en que, para pasar de observar regularidades a
establecer un patron, en las tareas se demandara reconocer una relacion matematica que
describa el comportamiento cuadratico de casos particulares. Luego, una vez establecido el
patron, buscar que este se descontextualice de los casos concretos para su abstraccién y

formulacion de la generalizacion.

Adicionalmente, considerando la problemaética de establecer patrones cuadraticos a
partir de analisis numéricos en los participantes, en la actividad se decidio centrar la atencion
en el estudio de la variacion lineal a partir de representaciones figurales y numéricas que

apoyen la interpretacion y representacion de esta clase de patrones.

7.3. Sesion 3: Etapa B — Categoria cognitiva y didactica

Obijetivos:
a) Analizar el desarrollo del razonamiento inductivo en los profesores por medio de la
resolucion de la actividad de generalizacion inductiva.
b) ldentificar los procesos del razonamiento inductivo que perciben los profesores en la
actividad de generalizacion inductiva.

La sesion estuvo dirigida a promover el razonamiento inductivo de los profesores mediante
la realizacion de una actividad que demandaba inducir reglas generales de patrones

cuadraticos y asimilar los procesos cognitivos asociados a cada tarea de la actividad.
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7.3.1. Desarrollo de la sesién 3

Al iniciar la sesién se indicé a los profesores que se estaria trabajando y discutiendo
en la sesion, acerca de la naturaleza de tareas de razonamiento inductivo que tratan con
ecuaciones cuadraticas. Para ello, se les propuso realizar la actividad de generalizacion
denominada “Secuencia de figuras y puntos” (Figura 7.12). Tal como se dijo a los profesores,
la intencidn de la actividad era que reconocieran los procesos esenciales de esta forma de
razonamiento para la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, a través de que vivieran la

experiencia de razonar inductivamente y vayan abstrayendo el proceso realizado en cada

tarea.

Sitmacion. Las siguientes secuencias de figuras estin formadas por tridngulos v puntos. Debajo
de algunas figuras, se indica el total de objetos que Ia conforman.

Secuencia A
A A
4
Secncncia B *
A A
'&. - -
Secuencia C .
i - .
) A,
10

A

(¥

Posicién 3

4

6

7

Cantidad total de objetos 14

21

41

54

cualquier figira en esta secuencia T).

Actividad.

1. Determine cudl de las tres secuencias tiene una figura conformada por exactamente 150
objetos (miangulos ¥ puntos). Indique la posicidn que ocupa esa figura en dicha secuencia.

En la siguiente tabla, se muesira la cantidad total de objetos gque conforman las figuras de
1ma cuarta Secuencia D v que guarda relacién con las anteriores.

a) Explique, mediante la descripcién de al menos dos o tres pasos que considere Otiles, el
procedimiento para determinar la cantidad total de objetos que deben corresponder a la
figura cuva posicion sea n. en la Secuencia .

k) Proponga ¢l modelo algebraico o formula para calcular la cantidad de objetos de

3. Genere una Secuencia E de nimeres o figuras que sea equivalente a las tratadas en esta

Figura 7.12. Actividad I1l: Secuencia de figuras y puntos (Parte 1).

La sesion se desarrolld en dos momentos. En el primer momento se implemento la
Actividad Il — Parte 1 en equipos de dos y tres integrantes, y fue resuelta en 30 minutos
Después, se discutieron de manera grupal las soluciones de cada tarea a fin de que

socializaran y profundizaran en los procesos seguidos en su razonamiento. La instructora

planted algunas preguntas para guiar esta discusion:
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Tarea 1: ;Como determinaron que era la secuencia C, y no la A o la B, la que contiene una
figura con exactamente 150 objetos? ¢Cudl es la relacion entre la cantidad total de objetos

de las figuras en cada secuencia?

Tarea 2: En la secuencia D, ¢cémo determinaron la cantidad total de objetos de la figura en

la posicion n? ;Como pasaron de los datos numéricos a la expresion algebraica general?

Tarea 3: ;Qué hace que las secuencias sean equivalentes? ;Qué tienen en comun las cuatro

secuencias que se presentaron y la quinta que ustedes propusieron?

En el segundo momento de la sesion se aplico la Parte 2 de la Actividad 11 (Figura
7.13) y se resolvio de manera individual durante un periodo de 15 a 20 minutos. Para
clarificar la instruccion, se pidio a los profesores indicar qué acciones 0 procesos seguir para
desarrollar la habilidad de generalizacion. Se les invitd a responder, con base en su
experiencia vivida en la actividad, reflexionando sobre las acciones que siguieron en su

razonamiento para hacer generalizaciones.

Las tareas en la Actividad “Secuencias de figuras y nimeros™, consistieron en obtener un
resultado mediante i proceso de generalizacion

Bajo este entendido y con base en su experiencia en esta actividad, mencione lo que en su
opinidn  se requiere para desarrollar la habilidad de generalizacion en mateméticas
(particularmente para el concepto de ecnacion cuadratica).

Figura 7.13. Actividad Il — Parte 2.

Para integrar lo discutido en la sesion, la instructora | Otsmacsn deunaregularioad Consise

en la comperacion v el mnalisis de lo
invariante en el copjuntc de instancias

planted la siguiente cuestion (COmo hacer que de casQs | speiies o wuses purtieulres de ln

situacion

particulares se pueda abstraer y expresar lo general? Por el 1

. -, , Reconocimicnto y establecimicnto de un
escaso tiempo restante en la sesion, se escuchd solamente la | pawin tmptis ssocir Ia reguieridad
ct»sa'_wlda a una reEamFm matematica que
participacién de una profesora sobre Su respuesta @ Sta | o o

represeniacion.

pregunta. A manera de cierre, se presentd el siguiente - |

esquema (lado derecho) de procesos del razonamiento | Fxpreciénaemmaler oresuiado generat

Expresar la generalidad de la situacion de
forma verbal, algebraica v otra, que asocie

inductivo asociados a las tareas de la actividad. las iustancias analizadas o una tofalidad o

categoria que las comprenda
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7.3.2. Analisis de datos relativos al desarrollo del razonamiento inductivo

Con los datos obtenidos en esta sesion, se realizaron dos tipos de analisis correspondientes a
cada uno de los objetivos de la sesion y a cada parte de la Actividad 11, respectivamente:

(1) Se examind si la Actividad “Secuencia de figuras y niimeros” propicia el transito
entre los procesos involucrados en el razonamiento inductivo por parte de los
profesores, pues esto denotaria un cambio cognitivo. Entonces se analizaron qué
procesos inductivos movilizaron al resolver dicha actividad y como los conectaron.
La unidad de analisis fueron las acciones de los profesores en el plano externo
(Vygotsky, 1992; Talizina et al.,, 2010), mediante las representaciones de las
operaciones que llevaron a cabo para ejecutar cada tarea. Como parte del analisis
microgenético del cambio (Flynn et al., 2006; Siegler, 2006), se compararon las
acciones de cada equipo por tarea con el objeto de identificar patrones comunes y
diferencias en su razonamiento.

(2) Con base en las respuestas escritas dadas en la Actividad Il — Parte 2, se formaron
categorias de los procesos inductivos comunes que percibieron los profesores en sus
acciones para generalizar (en la actividad antes mencionada), y aquellos diferentes.

Analisis 1: Procesos inductivos usados para resolver la actividad

Este analisis consistid en identificar, segun el marco de referencia, los procesos inductivos
desarrollados por los equipos de profesores, con base en las respuestas escritas y orales que
dieron en cada tarea de la actividad. Con apoyo del software MAXQDA (2018.2) se
analizaron las acciones comunes y diferencias entre los equipos en la forma de realizar cada
proceso. Por ejemplo, cuéles fueron las regularidades que observaron en comun y las

similitudes y diferencias en su proceso de observacion.

En lo global, se identifico que todos los equipos transitaron de la observacion de
regularidades a la formulacion de generalizaciones. El razonamiento de los profesores se
caracterizo por el uso de los tres procesos inductivos, fundamentalmente en las primera y
segunda tarea, aunque se observaron algunas variaciones en como los equipos los llevaron a

cabo. A continuacion se describen y evidencian tales procesos. En los extractos de didlogos

Capitulo 7: Desarrollo del experimento y resultados parciales por sesion | 175



con los profesores, se denota con IN la intervencién de la instructora y con E1, E2,..., ES se

hace referencia a los equipos, indicando entre paréntesis la letra del profesor participante.

La observacién de regularidades consistio en el analisis de la variacion entre la
cantidad de objetos de las figuras de una misma secuencia y entre secuencias, asi como de
las caracteristicas invariantes entre sus elementos. El proceso se basé en la comparacién de
las similitudes y diferencias de los elementos de cada secuencia mediante célculos
aritméticos y la percepcion visual de las caracteristicas de las figuras. Este fue el primer
proceso de razonamiento puesto de manifiesto por los profesores al resolver la Tarea 1 de

actividad. En esta tarea, los profesores observaron en comun las siguientes regularidades:

a. En las secuencias A, B y C, la cantidad de tridngulos de una figura es igual al
cuadrado del valor de su posicion;

b. En las secuencias B y C aumenta la cantidad de objetos de cierta figura respecto
a la correspondiente en la secuencia anterior, segin el nimero de puntos afiadidos;

c. La cantidad de objetos en las figuras de cada crece de manera no constante,
conforme aumenta la posicion;

d. Las secuencias de figuras representan sucesiones cuadraticas;

Estas regularidades fueron observadas a nivel global, es decir, abarcan o involucran
la relacion entre varios elementos particulares de cada secuencia y hacen referencia al
comportamiento creciente de éstas. Para relacionar los elementos de las secuencias, los
profesores centraron la atencién en la variacion del nimero de objetos en las figuras y lo que
permanece invariante en estas. Al hacerlo, reconocieron el comportamiento cuadratico de las
secuencias a partir de casos particulares y llevaron su razonamiento mas alla del célculo
recursivo de diferencias. Por ejemplo, para determinar cuél de las tres secuencias A, By C
contiene una figura con 150 objetos, el Equipo 2 reconocié que la cantidad de objetos de
cualquier figura de las secuencias es igual al cuadrado la posicion (n) que ocupa en la

secuencia mas una constante y obtuvo la regla general de cada una (Figura 7.14).
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Figura 7.14. Observacion de regularldades por E2 en la Tarea 1 (Actividad IlI).

El razonamiento inicial de los profesores de E2 consistio en la observacion de
regularidades. Para ello, contaron y registraron el nimero de objetos en las figuras dadas en
la actividad. Primero, observaron que la cantidad de tridngulos de las figuras en la Secuencia
A es igual al cuadrado la posicion que ocupa. Segundo, mediante el célculo de diferencias,
observaron que las tres secuencias son cuadraticas y comprobaron que la variacion entre sus
elementos es la misma. Tercero, compararon las tres secuencias (A, B y C) y observaron que
la cantidad objetos de las figuras en las secuencias B y C, aumenta con respecto a las figuras
de la secuencia A en la misma posicion, de acuerdo con el nimero de puntos afiadidos en

cada una: tres puntos en las figuras de la secuencia B y seis en la secuencia C.

E2 baso su proceso de observacion en el analisis y comparacion de la variacion entre
los valores numéricos de las secuencias a través del calculo de diferencias y con el apoyo
visual de las figuras. Fijar la atencion visual en la variacion del nimero de puntos en las
figuras con la misma posicion y en la invariancia del namero de tridngulos en relacion con la
posicion de la figura, ayudo a establecer relaciones entre los elementos de las secuencias. Tal

como describio una integrante del equipo:

IN: ¢ Cémo determinaron que era la secuencia C, y no la A o la B, la que contiene una figura con
exactamente 150 objetos? Es decir, ¢ Cual fue el razonamiento que siguieron para determinar

que era la Secuencia C?
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E2 (F): En primera instancia es observar, el paso nimero 1 es observar qué sucede en cada una de
las secuencias. En la primera podemos notar que los tridngulos hacen referencia a un nimero
al cuadrado o un término cuadratico, y vamos viendo que en las demas hay una variante que
va aumentando y que hace referencia a los puntitos. Entonces de ahi vas sacando cada una
de las formulas: n? [Secuencia A], n? + 3 [Secuencia B] y n? + 6 [Secuencia C]. Y de ahi
cuando te indica en cual de las tres secuencias... encaja los 150 objetos, habria que igualar

en cada una. (...) y en el caso de la Ultima secuencia [C] es en la que si, porque nos da 12.

Se identificaron dos tipos de variantes en la forma de observar regularidades. A
diferencia del equipo E2, algunos equipos dieron mayor peso al andlisis numeérico de la
variacion que al apoyo visual (E5 y E6). Por ejemplo, una vez identificado numericamente
que las secuencias eran cuadraticas, los profesores del equipo 5 elevaron al cuadrado el
numero de la posicién de las cuatro primeras figuras de las secuencia B y C, y calcularon la
cantidad faltante para obtener el nimero total de objetos correspondiente a las figuras de cada
secuencia (Figura 7.15).
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1) Observar la relacidn entre secuencias (son secuencias cuadraticas,
probablemente la segunda y la tercera estén basadas en la 1ra.).

2) lgualar las tres secuencias a 150 (con el entendido de que en el primer
caso, “n%” no hay un # cuadratico que dé 150).

3) Despejar cada ecuacion y sacar raiz encontrando una respuesta cuyo
nimero sea exacto.

Figura 7.15. Observacion de regularidades por E5 en la Tarea 1.
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Posteriormente, notaron que la cantidad faltante obtenida esta asociada con el nimero
de puntos en las figuras. Asi, en la secuencia B determinaron que faltaban tres unidades para
obtener el total de objetos y este nimero corresponde a la cantidad de puntos en las figuras
de esa secuencia:

E5 (M): Para determinar cudl era la secuencia, empezamos con la secuencia A a observar los
triangulos, contar cuantos tenia cada figura y a completar los nimeros que faltan [debajo de
cada uno]. En la secuencia B hicimos lo mismo, y a partir de eso vimos que van aumentando
tres y tres,... por los tres puntos adicionales en los vértices, y a partir de ello obtuve la

formula n? + 3. (...) con respecto a la C, a 150 para que tenga raiz cuadrada exacta vimos

que le hace falta un nimero, 6.

El Equipo 6 siguié un razonamiento similar centrado en el analisis numérico de la
relacion del cuadrado de un nimero mas una cantidad faltante, segln explicé un integrante
del equipo:

E6 (O): Enlasecuencia A vimos que 1, 4, 9, 16 son nimeros elevados al cuadrado, entonces aqui no

esta la figura de 150 objetos. En la segunda elevamos al cuadrado y sumamos tres, 144 mas

3, o encajaba. Y en la secuencia que seguia sumamos 6 y ya nos dio [150].

La otra variante consistio en enfocarse en la comparacion de los elementos de una
misma secuencia, mas que en la comparacion de las similitudes y diferencias entre los
elementos de secuencias distintas. Tal fue el caso de E6. Ambas formas condujeron
satisfactoriamente a la observacion del comportamiento cuadratico, siendo determinante el

papel de los referentes visuales para el reconocimiento de la variacion lineal.

Los profesores también establecieron el patron cuadratico, al reconocer la relacién
invariante entre los valores de cada secuencia y asociarla a una estructura cuadratica de la
forma y = x? + ¢, x € N para describirla. Asi, establecieron que el patron de la cantidad
total de objetos de cierta figura es el cuadrado del valor de su posicion en la secuencia mas

un valor constante.

Para transitar de la observacién de regularidades al establecimiento del patron, los
profesores reconocieron relaciones aditivas entre el nimero total de objetos (t) y la posicion

de las figuras (n) en cada secuencia, a partir de casos particulares numéricos. Esto se
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evidencio en la Tarea 2, inciso a), donde se identificaron cuatro formas distintas de relacionar
las variables para describir el patron de la secuencia D (Tabla 7.7). Cabe aclarar que el Equipo
6 propuso dos métodos para determinar la cantidad total de objetos de la n-ésima figura de

esa secuencia.

Tabla 7.7. Estructuras subyacentes al patron de la secuencia D establecidas por los equipos.

Estructura del patron Equipo(s)
t=n?+5 E3, E6
t=n*+3+2 E4
t=n*+6-1 E6
t—n?=5 El, E2, E5

Para reconocer el patrén de los valores de la Secuencia D, los equipos analizaron
numeéricamente el comportamiento de ésta en comparacion con las secuencias A, By C, e
identificaron que sigue un patron cuadratico similar a ellas. Para determinar el patron,
tomaron como referencia los valores de alguna de estas secuencias y establecieron relaciones
aditivas entre los valores de las variables, t y n, dados en la tabla. Por ejemplo, el equipo 3
identificd que la secuencia D era cuadratica mediante el calculo de las segundas diferencias

y que tenia un comportamiento creciente similar a las secuencias B y C (Figura 7.16).
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Acomodar la sucesion puesto que no estan dando todos los datos, vemos que al igual que las
anteriores tiene una constante n? pero se van agregando 5 a la cantidad total, n? + 5
a) Se observa un crecimiento gradual entre los elementos de la sucesion,
b) Hay una relacion que se presenta entre el cuadrado de la posicion y la suma de un nimero
constante, por lo que se genera la formulan? + 5
Figura 7.16. Respuesta escrita de E3 a la Tarea 2 de la actividad 111 — Parte 1.

o) Expli

Los profesores de E3 reconocieron como relacion invariante de estas secuencias que,
para calcular la cantidad total de objetos de las figuras dadas, a la posicion al cuadrado habia
que sumarle un namero. Elevaron al cuadrado los valores de la posicion de la tercera y cuarta
figura de la secuencia D (n = 3 y n = 4) y determinaron que el nimero a afiadir era cinco.

Al respecto, el profesor I explic6 su razonamiento como sigue:
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E3 (I):

IN:
E3 (I):

Multiplicamos por si mismo el nimero de la posicién, haciendo algunos ejemplos, y
sumandoles un numero. ..

¢Por qué pensaron en elevar al cuadrado y sumarle una cantidad?

En el inciso 2), como vimos que dice que guarda relacidn con las anteriores, entonces debe
de ser algo semejante, y como en la B se le sumaba 3 y en la C se sumaba 6. Entonces a la
posicion al cuadrado era sumarle una cantidad. En la secuencia B era sumarle 3, y en la
secuencia C era sumarle 6. Entonces en esa [Secuencia D] (...) Debia ser n? mas un nimero
y fuimos probando, en la posicion 3, 3 al cuadrado, cuanto se le tiene que agregar para el
total [14], 5; 4 al cuadrado es 16, cuanto se le tiene que sumar, 5; y nos dimos cuenta que era

sumarle 5.

La generacion de diferentes estructuras equivalentes a t = n? + 5 en el proceso de

establecer el patrén de la Secuencia D, dependi6 de la forma de relacionar valores especificos

de las variables y los referentes considerados (p. ej. los valores de la secuencia A u otra) para

descubrir el patron. Por ejemplo, en el caso del equipo 4, el patron es determinado con base

en la relacién de incremento del cuadrado de la posicién de cierta figura en dos y en tres

unidades, y estd asociado a la estructura: t =n? + 2+ 3 =n? + 5 (Figura 7.17), segln

menciono la profesora J:

E4 (J):

Primero, para saber que era elevado al cuadrado aplicamos el método de diferencias, la
diferencia entre 3 y 4 [de los valores paran = 3y n = 4] no era la misma que entre 6y 7,
(...) tendria que ser geomeétrica, [corrige] ser cuadratica. Y lo segundo fue ver los nimeros
de la secuencia B, y con respecto a las posiciones 3 y 4, en la secuencia D solo estan
aumentados dos unidades mas. De la secuencia B, dos mas. Y como alli ya habiamos sumado
tres, entonces nada mas sumamos dos, y ya, la constante era 5. Se comprob6 paran = 3y 4,

y avanzamos con n = 6 y 7 para verificar que sea cierto.
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Figura 7.17. Respuesta escrita de E4 a la Tarea 2 de la actividad 111 — Parte 1.
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Otras relaciones establecidas entre los valores de las variables condujeron a las
siguientes estructuras subyacentes al patrén: t —n? =5y t =n?+ 6 — 1, como puede

inferirse de las respuestas escritas de los equipos E1 y E6, respectivamente:
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Figura 7.18. Respuesta escrita de E1 alaTarea 2.

Los profesores reconocieron el patrén

trabajando por lo menos con tres casos

particulares conocidos. Ademas, obtuvieron

otros valores no mostrados numérica 0

figuralmente en las secuencias para verificar su

conjetura sobre el patron. La extension del
patron a casos particulares (elementos) no
presentes o conocidos de las secuencias dio - L
= 4N A
paso a la abstraccion y expresion de lo general \; 314
s 4 1
en cada una. ==REN BV
M &
; < - \\ 3 i 5 = i
RMLER 17 »
A A T Nl i
Explicacion:

* Se realiz6 las diferencias primeras

* Se realizo la segunda diferencia

* Se siguid el patron de la secuencia C, desde
la tercera figura y comparando con la tabla,
se encontro que la cantidad total de objetos
disminuye en 1.

Figura 7.19. Respuesta escrita de E6 a la

Tarea 2.
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En un primer plano, la formulacidn de generalizaciones se evidencio en la obtencion
de la regla general del patron de cada secuencia. Por ejemplo, los equipos determinaron la
expresion para calcular la cantidad total de objetos de la n-ésima figura de la Secuencia D y
la representaron algebraicamente como n? + 5 (Figuras 7.16 y 7.17). En un segundo plano,
se detecto la generalizacion del patron subyacente a las secuencias tratadas en la actividad,
el cual estd asociado al modelo cuadratico y = x2 + ¢, donde x,y son variables y ¢ una
constante. La formulacion de esta generalizacion fue notoria cuando los profesores
propusieron ejemplos numéricos, algebraicos o figurales de secuencias equivalentes a las
dadas (Figura 7.20-a) o la regla algebraica general del patrén de comportamiento: n? + c,
donde c es una constante (Figura 7.20-b), pues esto implicaba haber abstraido lo general de

las secuencias especificas A, B, C y D.

(a) Equipo 4
;)f‘i;_;?y'\_(|—_,-4€ _&3‘0‘3" 1.3, 21416
’ i < Corldod {2 | S|10117) 27 n-+1
- - @ _'n L - + -,’u-‘n\ Cb '
). HH I chyetes | T
SRR A - s x |
m‘j-} 4 Qi+4 n; 4 1t 1o
3,4 %34 Ay T4
1 74 A1+ g4 ey
| ;\- . 8 _'3 20
Nt + cOns‘rc-ﬂ'k’f'-
(b) Equipo 6
- M_J/_ﬂvﬂc S et (i pentts [Los triangulos son constantes
(w faag(¥7 5170 € /~ 4 pero los puntos no]
¥y
nt+C
. L J
. 2
é ; @ , ceee 0 +1
Fi/; 1 ‘F.jk'?_ F,:o_)

Figura 7.20. Evidencias de generalizacion del patrdn de las secuencias por E4 y E6 (Tarea 3).

Los profesores formularon el modelo general asociado a tales secuencias al abstraer
la relacion invariante que norma su comportamiento y extenderlo a secuencias equivalentes,
lo cual se puso de manifiesto en el didlogo cuando mencionaron en qué sentido eran

equivalentes:
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IN: (Qué se entendid por “secuencias equivalentes”? ;Qué hace que las secuencias sean
equivalentes?

Grupal:  Que tengan la misma relacién que las anteriores

IN: En lo general, ;Cudl es la relacion que hay entre las secuencias A, B, C, D y la que
propusieron?

E4 (L): El término cuadratico es el que mantenemos, como dijo la profesora F, puede ser esa
secuencia u otra, por ejemplo, 10, 13, 18, 25, 34, (...) entonces lo que conservamos, en las
que tenemos aqui fisicamente [sefiala las secuencias A, B y C], en la [secuencia] D y la que
vamos a proponer [secuencia E], es el término cuadratico; y el avance [la constante] lo
podemos mover, puede ser 1, 5, 6, etc.

IN: ¢Cdmo describirian cual es esa relacion entre las secuencias? (...)

E3 (H): Que son cuadraticos y se les agrega un ndmero
E1 (B): Précticamente son cuadraticas
E4 (K): Laelevacion al cuadrado de la posicion, n.

E6 (O): Lo que no cambia maestra es el nimero de triangulos por secuencia, eso es constante en cada
una de ellas, lo que si varia es el nimero de puntos alrededor.
E1(C): Laposicion al cuadrado mas una constante es igual a la cantidad de objetos en la figura.

En la discusidn sobre la relacion invariante de las secuencias, los profesores hablaron
de las caracteristicas del comportamiento cuadratico y expresaron lo siguiente:
IN: (...) {Qué relacion hay entre la cantidad de objetos que hay en las figuras de la secuencia C?

Analicemos, las primeras figuras en la secuencia C ¢cuéntos objetos tienen?
Grupal: 7, 10, 15, 22

IN: Sin tener que ver o hacer la figura, ;cuantos objetos tendria la quinta?
Grupal: 31
IN: ¢ Como determinaron que son 31 objetos?

E2 (F):  Cinco por cinco es 25, mas 6, 31
E1 (B): Calculando las diferencias entre los objetos de las primeras figuras, de la primera a la tercera,

de la tercera a la quinta, y encontrar el patron de como van variando esas diferencias

IN: ¢Coémo van variando las diferencias en la secuencia C?
Grupal:  3,5,7,9,11,...
IN: ¢ Qué tienen en comun esas diferencias?

E1(B): Vanvariando de la misma manera que en las primeras secuencias.
IN: ¢ Como describirian cudl es esa relacion entre las secuencias? (...)
E1 (B): Précticamente son cuadraticas

IN: ¢ Qué entendemos porque sean cuadraticas? ¢Qué caracteristicas tienen esas secuencias de

ntmeros y figuras que nos hacen decir que son cuadraticas?
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E3 (I):

E2 (E):
IN:

E5 (N):

Hay... un tema en tercero de secundaria donde se ve la diferencia entre dos posiciones que
no son iguales, se calcula la resta, por ejemplo [en la secuencia D] de 14 a21son7,de21la
30 son 9, y de los dos que quedan abajo se sacan las diferencias y te quedan cantidades
iguales, ...

El método de las segundas diferencias. Las segundas diferencias son iguales o constantes.
... las diferencias entre los valores del total de objetos en la secuencia D: 7,9, 11, 13,... son
constantes, esto quiere decir que el comportamiento de esas diferencias es lineal. Esta es una
caracteristica de lo cuadratico. ;Qué otra caracteristica le atribuyen a lo cuadratico en las
expresiones algebraicas o modelos que obtuvieron? (...) ;de qué otra manera nos podemos
percatar de que algo es cuadratico?

Si se grafica obtenemos la forma de una curva, de una parabola, mmm, o media parabola,
dependiendo de cémo se inicie, de qué valores se tomarian en el eje horizontal, si son enteros
positivos, seria media parabola.

Esto nos hace también asociar lo cuadratico, si lo vemos en otro sistema de representacion,
con el comportamiento de curvas parabdlicas. Ademas, como hace un momento dijo un
compafiero, cuando hay una relacién del cuadrado de un nimero méas una cantidad, o una
multiplicacién de un nimero por si mismo mas una constante también se tiene un modelo
cuadratico. En general, en la actividad se trataba de generar modelos algebraicos de tipo
cuadratico, particularmente los de la forma y = x2 + c, la constante podia ser positiva o
negativa. Como ustedes pueden observar, en la actividad partimos de casos particulares y
llegamos a expresiones algebraicas generales. (...) Este tipo de actividades demanda razonar
inductivamente.

Centrar la atencion en el estudio de la variacion lineal en la actividad favorecié que

los profesores caracterizaran lo cuadrético, no solo en términos de la constante obtenida en
las segundas diferencias, sino también refiriéndose a la variacién, a la expresion del tipo
particular de patron tratado en la actividad (el cuadrado de un nimero mas una constante), e

incluso lo asociaran con la representacion grafica de una parabola.

Analisis 2: Procesos inductivos asimilados tras realizar la actividad

Se efectud un andlisis tematico para identificar las acciones o procesos percibidos por el
colectivo de profesores para generalizar de manera inductiva, segin su experiencia vivida en
la actividad “Secuencia de figuras y nimeros”. La fuente de datos fueron sus respuestas
escritas a la Actividad 111 — Parte 2. El analisis inicio con la revision de las acciones descritas

por los profesores y la generacion de cédigos en el software MAXQDA (2018.2):
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Figura 7.21. Codificacidn de extractos de las respuestas de la Actividad Il — Parte 2.

Se asignaron nueve codigos a partir de localizar extractos que hacian referencia a
caracteristicas o palabras claves asociadas a los procesos inductivos. Aunque también se
encontraron extractos relativos a acciones para la ensefianza de ecuaciones cuadraticas en
general y al objetivo de la actividad. En la Tabla 7.8 se muestra el listado de codigos
obtenidos, nimero de extractos, las caracteristicas o palabras clave consideradas en la

codificacion y el nimero de profesores con respuestas pertenecientes a cada codigo.

Tabla 7.8. Listado de codigos generados sobre las acciones para generalizar inductivamente.

P No. e No.
Cddigo Caracteristica/Palabras clave
Extractos Profesores

Ensefianza de 6 Describen acciones generales para la ensefianza de 2
la ecuacion ecuaciones cuadraticas.
Verificar la 2 Probar que la regla general es valida para otros casos 2
generalizacion particulares.
Obijetivo de la 3 Sefialan, de manera general, el objetivo o naturaleza de la 3
actividad actividad realizada.
Conocimientos 3 Mencionan la revisién o repaso de conocimientos previos 3
previos en la introduccidn de una actividad que involucra razonar

inductivamente.
Extrapolar la 3 Extender o aplicar la generalizacion a otras situaciones. 3
generalizacion
Abstraer lo 4 Abstraer el patron general. Extension/aplicacion del patron 3
general a una clase total de casos/objetos.
Observar 15 Hace referencia al proceso de presentar y analizar casos 13
regularidades particulares, comparar, observar similitudes y diferencias.

Palabras clave: comparar, observar, regularidad,

similitudes, diferencias, casos particulares.
Establecer un 21 Se hace mencion del reconocimiento de un patrén y el 14
patron establecimiento de relaciones matematicas para describirlo.

Palabras clave: comportamiento, patrén, relacion.
Formular una 15 Alude a la extension del patrén a una clase general de casos 13
generalizacion y a la obtencion de una regla o expresion general. Palabras

clave: Regla general, conclusion, resultado, general.
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Los cddigos y extractos se exportaron a Excel para agruparlos y buscar temas

concernientes a los procesos percibidos por los profesores en la actividad (Figura 7.22). Los

codigos “Ensefianza de la ecuacion” y “Conocimientos previos” se agruparon en un tema, y

“Abstraer lo general” se integro con “Formular una generalizacion”.

3

5
7
16
20
24
30
33
37

43

46
47

51
52
53

1 Color - Codigo

Conocimientos previos
Conacimientos previos

Conocimientos previos
Ensefianza de la ecuacién
Ensefianza de la ecuacion
Ensefianza de la ecuacion
Ensefianza de la ecuacién
Ensefianza de la ecuacion
Ensefianza de la ecuacion
Observar regularidades

Observar regularidades

Observar regularidades

Observar regularidades

Observar regularidades
Observar regularidades

1T Profes - | Extracto

H
1

L
L
L
L
P
P
P
A

A

B
D

E
E

las relaciones de conteni

Lo primero es movilizar conocimientos sobre los conocimientos que implican las ecuaciones, manejo de potencias
¥ sucesiones

Realizar una retroalimentacién de qué es una ecuacién y cémo sacamos una ecuacién de un elemento dada
Ponerle al alumno un ejemplo de figuras y nimeros para resolver segin sus conocimientos

Con base en lo obtenido en la actividad, realizar una explicacion de lo que es una ecuacion cuadratica

Darle varios ejemplos en los cuales ellos puedan determinar la ecuacian cuadratica de cada ejercicio

Contrasta el concepto de ecuacién cuadrética con el concepto de ecuacién lineal

Identifica ecuaciones cuadraticas en la vida cotidiana

Representa gréficamente a modo de bosquejo las ecuaciones cuadraticas

Trabajar con la expresién cuadratica mas simple la cual es x"2, trabajarla como ejemplos particulares mediante
figuras o numeros

Trabajar con ejercicios que también partan de la expresién cuadratica, pero que sus elementos (términos) sean
diferentes de 1, 4, 9, 16, 25, 36,

Deben proporcionarse multiples ejemplos gue permiten observar analogias

Para introducir podemos acercar al educando al tema permitiendo que tengan un primer procesa de observacion
de alguna situacidn, ya sea figurativa o numérica, de manera gue se haga detenidamente

Observar y analizar las imagenes presentadas

Presentar a los alumnos casos particulares donde puedan observar caracteristicas comunes de los ejercicios

Figura 7.22. Agrupacion y revision de cddigos en Excel para la bisqueda de temas.

Se revisaron de manera recursiva los temas provisionales en relacion con el conjunto

total de codigos y respuestas de los profesores, dando lugar a la definicion de seis temas.

Cuatro temas atafien a procesos relacionados con el razonamiento inductivo, uno al proceso

de ensefianza de las ecuaciones cuadraticas y otro no involucra acciones propias de algin

proceso, sino alude a la naturaleza de la actividad de generalizacion inductiva. En la Tabla

7.9 se indican los temas definidos y el numero de profesores que describieron acciones

pertenecientes a cada uno.

Tabla 7.9. Relacién de temas sobre los procesos percibidos en la actividad I1I.

Tema

No. Profesores

Observar regularidades

13

Establecer un patrén

14

Formular una generalizacion

15

Verificar y extrapolar la generalizacion

Ensefar ecuaciones cuadraticas

Objetivo de la actividad

La mayoria de los profesores (13-14) reconoci0 acciones para generalizar

correspondientes a por lo menos dos de los procesos subyacentes al razonamiento inductivo:

observar regularidades, establecer un patrén y formular una generalizacion. En once de ellos
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se identifico la percepcion de los tres procesos inductivos en sus acciones. Ademas, cinco
hicieron explicita la accién de verificar y extrapolar lo generalizado. Cuatro profesores
mencionaron acciones no propias del razonamiento, sino del proceso de ensefianza de las
ecuaciones cuadraticas, y tres incluyeron respuestas relacionadas con el objetivo de la
actividad de generalizacion inductiva. A continuacion se describen los temas y se

ejemplifican con algunos extractos de respuestas.

Tema 1: Proceso de observar regularidades

En este tema se incorporan las acciones asociadas al proceso de observacion de regularidades,
tal como el andlisis de casos particulares, la comparacion y deteccion de similitudes y
diferencias entre casos. Los profesores reconocieron este proceso inductivo para generalizar

y mencionaron aspectos esenciales del mismo:

Profesor B:  Deben proporcionarse multiples ejemplos que permiten observar analogias.

Profesora D: ... acercar al educando al tema permitiendo que tengan un primer proceso de observacion de
alguna situacién, ya sea figurativa o numérica, de manera que se haga detenidamente.

Profesora F: Presentar a los alumnos casos particulares donde puedan observar caracteristicas comunes de

los ejercicios.

Tema 2: Proceso de establecer un patron

Varios profesores percibieron el establecimiento de un patron como clave en la actividad y
usaron los términos comportamiento y patron en la descripcion de las acciones que llevaron
a cabo. Acciones relativas a este proceso fueron enunciadas en sus respuestas, por ejemplo,

descubrir patrones, observar comportamientos y establecer relaciones:

Profesor B:  Ser observador en cuanto a los patrones que se presentan entre las secuencias que se trabajan.
Ser analitico de las situaciones presentadas y del comportamiento de las secuencias. Generar
conjeturas o hipotesis acerca del comportamiento de las sucesiones presentadas.

Profesor I: ... que los alumnos puedan observar el comportamiento de este tipo de sucesiones. (...) Al
mismo tiempo se debe realizar preguntas acerca de los patrones que se observan, y las
caracteristicas que se pretende que los alumnos observen.

Profesora D: Partiendo de la observacion anterior se podra extraer informaciéon que hayan detectado (la
relacion entre las figuras, la diferencia, la posicidn y cualquier dato que pudieran resaltar).

Profesora E: Establecer relaciones numéricas.
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Tema 3: Proceso de formular una generalizacion

Los profesores, en su mayoria, reconocieron acciones en su razonamiento relativas a la
formulacién de generalizaciones. Entre estas, mencionaron la generacion de reglas y
conclusiones generales, la obtencion de modelos matematicos y la generalizacion en si

misma.

Profesora D: Una vez que se han realizado los pasos anteriores se pide el establecimiento de una regla que
guie el comportamiento que ha sido analizado.
Profesor N:  Generalizar a través de una regla general de acuerdo a los ejemplos proporcionados.
Profesor O:  Escribimos un modelo matematico.
En tres casos, se hizo referencia al transito del establecimiento del patron a la
formulaciéon de generalizaciones, pues las acciones sefialadas connotaban la abstraccion
general del patrén mediante su aplicacion o extension a una clase de objetos. Tal como se

enfatiza (en cursiva) en los siguientes extractos de respuestas:

Profesora F: ...y puedan reproducir esos patrones mediante una regla que se pueda aplicar a todos los casos.
Profesora G: ...vimos que en las ecuaciones cuadraticas se sigue un mismo patrén para cada actividad.

Profesor I: ...Se puede presentar otro tipo de sucesiones como por ejemplo que tengan alguna constante.

Tema 4: Verificar y extrapolar la generalizacion

Los profesores quienes percibieron alguno de los procesos inductivos, también consideraron
acciones mas alla de la produccion de generalizaciones. En especifico, se fijaron en verificar
la validez de la regla general al probarla en otros casos y en extrapolar o extender lo

generalizado a situaciones analogas.

Profesora J:  (...) inferir una generalidad y comprobar su autenticidad antes de adoptarla.

Profesora C: Aplicar lo aprendido a otras situaciones generales.

Profesora D: Una vez que se han realizado los pasos anteriores se pide el establecimiento de una regla que
guie el comportamiento que ha sido analizado. Como cierre se pudiera pedir que para un nuevo

caso se realice de manera individual todos los anteriores.

Tema 5: Proceso de ensefianza de las ecuaciones cuadraticas
En este tema se agruparon las respuestas de los profesores que hicieron mencion de acciones

generales para la ensefianza de las ecuaciones cuadréticas, tal como la introduccién a una
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actividad de aprendizaje mediante el repaso de conocimientos previos, asi como la

ejemplificacion y explicacion de este contenido matematico.

Profesora J: Lo primero es movilizar conocimientos sobre los conocimientos que implican las ecuaciones,
manejo de potencias y sucesiones.

Profesora L: Ponerle al alumno un ejemplo de figuras y nimeros para resolver segin sus conocimientos. Con
base en lo obtenido en la actividad, realizar una explicacién de lo que es una ecuacion
cuadrética.

Profesor P:  Contrasta el concepto de ecuacion cuadratica con el concepto de ecuacion lineal. Identifica

ecuaciones cuadraticas en la vida cotidiana...

Tema 6: Objetivo de la actividad

Algunos profesores se refirieron al objetivo y naturaleza de la actividad de generalizacion
inductiva, mas que a los procesos cognitivos para desarrollarla. Las respuestas incluidas en
este tema mencionan elementos o caracteristicas generales de esta actividad tales como el

tipo de tareas en la misma.

Profesora F: Observar, analizar e interpretar lo que se presenta en una situacion dada de aprendizaje para
poder generar un razonamiento inductivo.

Profesora H: Propuestas de modelos de ejercicios similares que sean inductivos.

7.3.3. Conclusiones del analisis y consideraciones para la siguiente sesion

La actividad de generalizacion inductiva propicié que los equipos conectaran los tres
procesos involucrados en el razonamiento inductivo, desde la observacién de regularidades
hasta la formulacion de generalizaciones. Se comprobaron las conjeturas acerca del
establecimiento de relaciones matematicas que describan el comportamiento cuadratico y la

abstraccion de lo general para transitar entre los procesos inductivos.

Todos los equipos compararon la cantidad de objetos en las figuras de las secuencias
y visualizaron lo cambiante e invariante entre ellas para observar regularidades. Aunque la
estrategia del céalculo de diferencias se empled al inicio de la actividad por la mayoria de los
equipos (E2, E4, E5, E6), solamente fue utilizada para corroborar que las sucesiones eran
cuadraticas. Se verifico que la inclusion de referentes visuales para el analisis y

representacion de la variacion lineal en las secuencias, apoyd a los profesores en el
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establecimiento de relaciones entre variables y se desapeguen del célculo recursivo de
diferencias. En consecuencia, esto posibilitd que los profesores reconozcan y representen los

patrones cuadréaticos en la actividad.

Se corrobord también que la abstraccion de lo general soport6 el transito del
establecimiento del patrén a la obtencion de la regla general del patron cuadratico de las
secuencias. En efecto, los equipos pudieron extender el patron a casos no conocidos y
expresar verbal y algebraicamente la relacion invariante entre los valores de las secuencias.
No obstante, la mayoria de los equipos se apoyaron en la representacion figural de las
secuencias A, B y C para reconocer la relacion invariante en los valores de la Secuencia D.
Solo un equipo abstrajo la relacion directamente de los valores en la tabla, sin acudir a lo
visual. Si bien los profesores caracterizaron lo cuadratico no solo en términos de las segundas
diferencias, se detectd que falta dar mayor soporte conceptual a su razonamiento para saber
como relacionar variables con comportamiento cuadratico a partir de pares de valores

numeéricos.

Por lo anterior, en la siguiente sesion se decidio trabajar en el contenido matematico
con el establecimiento de la relacion de variacion lineal entre dos variables, mediante el
analisis numérico y representacién de un comportamiento cuadratico como el producto de
dos factores lineales de una variable. Para ello, se retomé y modificé el formato del problema
de la construccion de escaleras con palillos, dadas las dificultades alli detectadas para
establecer el patron y abstraer lo general. El ajuste del formato consistid en la representacion
figural de dos casos particulares adicionales y la inclusion de dos literales para representar la
posicién de dos figuras, tal como puede verse en la tarea de la Actividad IV. Estas literales
se incluyeron como referentes para orientar el analisis y expresion de las relaciones

numeéricas en la tarea.

En la descripcion de las acciones para generalizar, los profesores emplearon términos
como como patrén, observar, regularidad, regla, conclusiones generales, etc., que denotan
aspectos propios del razonamiento inductivo. La mayoria de los profesores logré asimilar de
la actividad, los procesos inductivos que llevaron a cabo para generalizar, aunque algunos
los describieron en términos de la particularidad de las acciones realizadas en las tareas. Por

el contrario, dos se enfocaron solamente en acciones relativas a la ensefianza de las
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ecuaciones cuadraticas, no en las cognitivas. Entonces se decidid continuar el trabajo en
equipos para que compartan y amplien sus entendimientos sobre los procesos inductivos,
mientras reflexionan sobre aquellos implicados en la solucion de una tarea de razonamiento

inductivo.

7.4. Sesion 4: Etapa B — Categoria didactica

Obijetivo: Analizar si los profesores asocian adecuadamente los procesos inductivos con las
acciones de solucion de una tarea de razonamiento inductivo.

En este sesion se pretendia que los profesores robustecieran y formalizaran las nociones
desarrolladas en la actividad anterior (Actividad Il — Sesion 3) sobre cada uno de los
procesos inductivos. Con esto en mente, se generd un espacio para la reflexion entre pares
acerca de la solucidén propuesta a una tarea de razonamiento inductivo y los procesos
cognitivos implicados en la resolucién. Respecto al contenido matematico, se trabajo con el
reconocimiento y la representacion de un patron cuadratico como el producto de dos factores
lineales de una variable. Investigativamente, el interés estuvo en analizar si ellos asociaban

adecuadamente los procesos a los pasos de solucion de la tarea.

7.4.1. Desarrollo de la sesién 4

Se introdujo la sesién mencionando a los profesores que se continuaria el trabajo con una
tarea de razonamiento inductivo, mas en este ocasion ellos no llevarian a cabo la resolucion,
sino analizarian una forma de resolver esa tarea y los procesos inductivos involucrados. Se
organizaron los profesores en equipos, tal como estaban integrados en la sesién anterior.
Luego, se les presento la tarea de la Actividad IV (Figura 7.23), la cual corresponde a la
situacion de construccion de escaleras con palillos, y se sefialaron los ajustes hechos a la tarea
en relacion con la resuelta en la segunda sesion, tal como la inclusion de dos casos

particulares mas y los referentes k y r para apoyar el reconocimiento del patron.
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Tarea. Las siguientes fizuras representan escaleras con distinta cantidad de pisos. Cada
cuadrade en las figuras estd formado por cuatro palillos.

O EE r'Fﬁ | { L.{
k

1 2 5 T

a) Determinar cuintos pisos tendria la escalera que puede construirse con 180
palillos.

b) Proponer un mélodo general para determinar la cantidad de palillos que sc
requieren para construir una escalera de n pisos.

Figura 7.23. Tarea de razonamiento inductivo de la Actividad IV.

Inmediatamente después se les entregaron las hojas con los pasos de la solucion
propuesta (Figura 7.24), junto con un listado de procesos cognitivos asociados al
razonamiento inductivo y su descripcion breve. Y se leyo la instruccion de la actividad “A
continuacion, se enlistan procesos que se llevan a cabo en la resolucién de tareas de
generalizacion. Leer cada uno detenidamente e indicar en los recuadros anteriores, cuales de

€s0s procesos se vislumbran en la solucion propuesta. Proporcionar la razon de su eleccion”.

Pase 1 Paso 2
Tnrervienen dos cantidades variables en la simacidn: Por ¢l hecho de haber una variacion con crecimiento
o canlidad de pisos de la escalera exponeneial, so analica la relacion cotre los valores de p
¢: cantidad de palillos que conforman la escalera ¥ ¢ en la tercera columna.
. . L P ¢ | Factores de ¢
Haciendo comespouder las caniidades numéness en una 1 F T5c
tabla mediante conteo:
A T 2 10 v
1 4 3 18 Ix6 Ixm=18m==0n
> 0 4 28 %7
k 18 ) Al Hxi
5 20 6 54 6% 09
= 70 7 70 7x10

Dado el comportamiento numénico de los datos se puede
pensar 0 un modelo cuadrifico o variacidn lineal entre
las variables, en correspondencia con el comportamiento
figural.

Se recomoce un compartamiento creciente en lo figural y
en lo numéneo. La canbdad de palillos va creciendo
conforme aumenta la cantidad de pisos

Paso 3 Paso 4
El comportammento cuadribco queda expresado como el
producto de dos factares que varian lincalmente: Para constiur una escalera de n pisos se requerran
¢=plp+3) ¢ =n{n+3) = n? + 3n palillos, donden € M.
Comprobando gue se cumple parap — 5:

B +8 = DG+ =wW=¢ El modelo que representa la ley general que rige el

Por tanto, S gt f o 4
crecimenlo variacional en la siluacitn es de 1a fonna:

180 = p(p+3)
p*+3p—180=10 y=x(ax+b)=ax* +bx,a+0
(p—12)(p+15)=0
t=120p;, = 15
Dado que en el conrexto de la simacion la variable p
asume valores enteros positives, entonces con 180
palillos se formard una escalera de p = 12 pisos.

Figura 7.24. Pasos de la solucién propuesta a la tarea de la Actividad 1V.
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En un primer momento se contesto la actividad por escrito. Para ello, en cada equipo
se analiz6 cada paso de la solucion de la tarea y los profesores intercambiaron ideas para
elegir el proceso inductivo correspondiente a cada uno y dar las razones de su eleccion. La
actividad se respondié durante 40 minutos. En un segundo momento, se discutieron las
respuestas de manera grupal a fin de generar consensos sobre el o los procesos inductivos

asignados.

7.4.2. Andlisis de datos sobre los procesos inductivos identificados

Se transcribieron y organizaron en tablas las respuestas escritas y registradas en audio de los
equipos por cada paso de la solucion propuesta. Se analizo la asociacion de los procesos
inductivos elegidos por los profesores para cada paso de la solucion, aunque la atencion se
centr6 en las razones dadas para la elecciéon de cada proceso mas que en la adecuada o
inadecuada asociacion. A priori, se esperaban las siguientes relaciones de correspondencia

entre pasos y procesos inductivos:

Paso 1 — B: Observacion de una regularidad
Paso 2 — E: Reconocer un patrén
Paso 3 — A: Establecer el patron

Paso 4 — C: Expresar un resultado o conclusion general

Como se habia mencionado en la descripcion de la Actividad 1V (Capitulo 6), el
proceso F: Abstraer el patrén (general) estaba implicito en el transito del Paso 3 al 4. Por lo
que también podria haber sido sefialado por los equipos. En las respuestas escritas se detecto
que, en algunos pasos hubo discrepancia entre los procesos asociados por los equipos a un
mismo paso. A través de la discusion entre pares se generaron consensos sobre los procesos
cognitivos involucrados en la solucién vy, por los argumentos dados por los compafieros,
algunos equipos cambiaron su respuesta. En la Tabla 7.10 se indican los procesos que
originalmente sefialaron los equipos en sus respuestas escritas y entre paréntesis se anota el

proceso resultante de su cambio de decision tras la discusion grupal.
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Tabla 7.10. Procesos inductivos asociados por los equipos a cada paso de la solucion (Actividad 1V)

Equipo Pasol Paso2 Paso3 Paso4
El B E A C
E2 B A (E) D (A) C
E3 B E CA) D (C)
E4 B-A E A C
=) B A (E) D (A) F (C)
E6 B E A C

En el Paso 1, todos los equipos coincidieron en que el proceso cognitivo involucrado

era la observacion de regularidades (B). Las razones que proporcionaron, oralmente y por

escrito, fueron coherentes con las caracteristicas de este proceso, pues identificaron acciones

de comparacion y analisis de casos particulares para relacionarlos. La convergencia en sus

respuestas y la pertinencia de las razones dadas por los profesores, refleja un entendimiento

bastante claro de este proceso. Entre estas razones mencionaron:

En las respuestas escritas:

E2:

E5:

E6:

Porque se establece una comparacién y analisis entre las variables involucradas en el
problema anterior.

Comprender el comportamiento de la sucesion para indicar la relacion entre posicion y
cantidad.

Porque se necesita ver cantidad de figuras, incrementos o decrementos entre unas 3 por lo

menos, y observar lo que sucede entre una y otra figura.

En la discusion grupal:

E2 (F):

E1 (A):

E3 (G):

Nosotros pusimos el B porque hay una comparacion que hay que realizar, se dice que hay un
comportamiento creciente en lo figural y lo numérico, hay una comparacién.

Se puede observar como regularidad que los dos valores [p y c] estan creciendo, que uno
crece mas lento y otro crece mas rapido.

Cuando tienes una tabla lo primero que haces es observar cémo cambian las diferencias entre
los nimeros, te pones a pensar en como van. (...) Exactamente, en la tabla comparas y te

pones a ver cdmo los vas a relacionar.

El equipo 4 habia también asociado el proceso A al primer paso. Sin embargo,

rectifico por las razones anteriores y estuvo de acuerdo en el sefialamiento de E5 respecto a

que ese proceso estaba involucrado en un paso siguiente: “También el B, en el otro paso se

establece el patron” (ES).
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En el Paso 2, la mayoria de los equipos (E1, E3, E4 y E6) indicd por escrito que el

proceso asociado es reconocer el patron (E), proporcionando razones como las siguientes:

E3:

E4:

Porque ya encontré una relacion entre las variables en la situacion y de alli podra expresar el
patron.
Se analiza la relacion de las variables. Habiendo reconocido el patron se puede expresar de

una manera mas concreta.

Por el contrario dos equipos (E2 y E5) sefialaron que el proceso correspondiente es

establecer el patron (A), sus razones fueron:

E2:

E4.:

Porque se establece una representacion grafica, con la cual se facilita el andlisis de la
informacién que se nos proporciona.

Una vez establecida la relacion de comportamiento entre posicion y cantidad, se puede
observar y reconocer los patrones.

Aparentemente, las razones de E2 y E4 hacen referencia al proceso de reconocer el

patron, pero en la discusion grupal reafirmaron que se trata del proceso A, discrepando con

la eleccion de los otros equipos. Esta discrepancia se disipd cuando algunos profesores

argumentaron que, a diferencia de establecer el patron, en el segundo paso se analiza y

reconoce una posible relacion entre las variables, pero no se formula una conjetura especifica

sobre el patrén ni se prueba con otros casos.

IN:

E1 (A):

IN:

E2 (D):

IN:

E1(B):

E2 (E):

Ahora vamos al paso dos. ¢Cual es el proceso que corresponde?

El reconocimiento de un patron.

¢Alguno indico un proceso diferente?

Nosotras pusimos el A, establecer el patrén, porque se establece una representacion mas
grafica y estamos hablando también de las posiciones, en la tabla se muestra qué se hizo,
por ejemplo, como se obtuvo el 18. O sea, la tabla nos permite analizar mejor la
informacién que teniamos en el paso anterior.

¢Seria reconocer o establecer un patrén? ;Qué diferencia habria entre uno y otro?

Cuando lo estableces como que ya estds, no asegurando por completo, pero casi casi
asegurando el patrén, cuando estas reconociendo estas tratando de ver para dénde va, no
lo has formalizado, ni se ha establecido. De hecho, en el paso 3 se hace la comprobacion.

Por eso pusimos reconocer.

Mas bien pusimos el A porque decia algun sistema de representacion, en este caso una

tabulacion, por eso nos fuimos por el A.
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E1 (B):

IN:

Grupal:

IN:
E2 (F):

E5 (N):

E5 (M):

IN:
E1l (B):

E6 (P):

E5 (M):

IN:

Alli [en el paso 2] se distingue entre lo lineal y lo cuadratico. Como que el nimero de pisos
es lineal y como el otro, el de palillos, es cuadratico.

Entonces, ¢Qué concluimos profesores?

[Proceso] E

¢Qué opinan quienes habian elegido el proceso A?

Después de darnos cuenta lo que dijo el maestro A, pensamos que si seria reconocer el
patrdn, porque en la parte de abajo dice que el comportamiento de los valores puede ser de
variacion lineal o cuadratico. (...) Entonces consideramos que si podria ser reconocer el
patrdn, en lugar de establecer, porque estariamos afirmando que lo es.

Creo que en ese paso podria pensarse que estan incluidos los dos aspectos, reconocer y
establecer, reconoce que hay un patrén y posteriormente, al hacer la tabulacion y ver el
comportamiento, ya lo podria establecer. El reconocimiento es previo a establecerlo, ya lo
reconocio, aqui hay un patrén, entonces el establece esa tabulacién e incluso habla de los
factores de c. Ya se dio cuenta que no es lineal, entonces es cuadrético y es cuando intenta
sacar 0 hace los factores de c...

Es que, también, establecer el patrén es nada mas expresar una conjetura, no estas dando
todavia un argumento.

¢Cudl seria la conjetura que se estaria dando en el paso 2?

Alli todavia no propone, todavia sigue analizando los datos, pero mas a fondo, todavia no
estd estableciendo que el patrén aqui va, es tal.

Se observa que hay un comportamiento creciente en los valores y se relacionan con los
factores.

Ah si, es ese [proceso], el E.

Si nos fijamos en la respuesta debajo de la tabla, habla del comportamiento numérico de
los datos segin la variacion. (...) todavia no esta afirmando como va a ser, sino esta
reconociendo cdmo estan variando los datos. Entonces podriamos decir que este paso 2 lo

asociamos al reconocimiento de un patrén.

En el Paso 3, en las respuestas escritas, la mitad de los equipos (E1, E4 y E6) asigno

el proceso A y la otra mitad (E2, E3 y E5) eligieron procesos relativos a expresar o

extender/aplicar la generalizacion (procesos Cy D, respectivamente). La eleccion del C pudo

deberse a una eventual confusion por el uso de expresiones con literales para representar la

estructura del patron en este paso, pues se suele vincular a las formulas o ecuaciones

algebraicas con la generalizacion. Por otro lado, quienes eligieron el proceso D parece que

interpretaron la sustitucion de literales por nimeros como la aplicacion o comprobacion de

una formula, segun se infiere en las razones dadas por escrito:
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E2: Porque la férmula ya se aplica para una situacion completa comprobando si cumple o si no
(Proceso D).

E3: Porque ya esta expresando la situacién en una forma algebraica (Proceso C).

Sin embargo, los argumentos generados en la discusion del paso previo propiciaron
que algunos equipos cambien su eleccion al compartir sus respuestas al grupo y todos
convinieron bastante pronto en que el proceso subyacente al tercer paso era el A. Entonces,
los profesores proporcionaron razones de por qué en este paso se establecia el patron y
mencionaron la conjetura formulada al respecto al patron cuadratico, tal como se lee en los

siguientes extractos de la discusion:

IN: ... Eneste paso 3, ¢Cudl es el proceso cognitivo que asociarian?
E2(): A

E6 (O): A

El (B): Nosotros pusimos A, establecer el patron.

IN: Aqui ¢cudl fue su respuesta?

E3 (G): Nosotros pusimos C.
E4 (J): Nosotras igual pusimos el A, establecer el patrén.

E3 (G): Aunque después de lo discutido en el paso 2, podriamos quedarnos con establecer el

patron.
IN: Si nos quedamos con establecer el patrén en este paso, ¢Cual seria la razon?
E4 (J): Pienso que porque esta probando el patrdn, al principio prueba con p = 5, y ve que se

cumple, funciona, entonces hace esa igualdad para saber en el otro caso [¢ = 180], cudl
seria el valor de p. Entonces como ve que ya funciona, establece el patron y dice que si era
ese.

E1l (A) Ya lo estableci6 y esta probando si funciona lo que propuso.

IN: ... ¢Cual seria la conjetura que se esta formulando? De otra forma, ¢ Cuél es el patrén que
se establecid en esta situacion?

E2 (D): c=p(+3)
E6 (P): La cantidad de palillos es igual a la cantidad de pisos, p, por p mas tres.

E5 (N): Y ya luego lo establece cuadraticamente, o sea, no fue como directo. Primero fue [Paso 2]
con los dos factores lineales, por factorizacion, y luego, en el otro paso [3], el modelo
cuadrético.

IN: En el paso anterior se decia que los valores de la tabla tenian un comportamiento
cuadratico o de variacion lineal. En este paso 3, la conjetura es que ese comportamiento
se puede representar mediante el producto de dos factores lineales, y se verifica
numéricamente con un caso... Por tanto, si estamos de acuerdo, el proceso cognitivo

asociado al paso 3 es el establecimiento de un patrén.
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En el Paso 4, cuatro de los seis equipos (E1, E2, E4 y E6) indicaron que corresponde
el proceso C, mientras que E3 eligio el proceso D y E5 el F (abstraer el patron general).
Ciertamente, el proceso F esta implicado cognitivamente en este paso, debido a que se
requiere para expresar un resultado o conclusion general de la situacion, aunque el que se
explicitaba era este Ultimo proceso. La mayoria de los equipos proporciond razones

concernientes a la expresion de la generalizacion mediante una férmula o modelo:

El: Generalizacién de manera verbal y algebraica de la situacion.
E4: Encuentra una expresion para representar cualquier piso de la escalera.
E6: Se establece un modelo general que permite trabajar con n pisos y calcular los palillos.

Al momento de la discusion grupal, todos los equipos estuvieron de acuerdo en que
se trataba del proceso C, porque reconocieron la expresion verbal y algebraica de la
generalizacion, pero no hicieron referencia al conjunto de nimeros para la cual es valida.

Aspecto que es propio de la formulacion de una generalizacion y que fue enfatizado por la

instructora:
IN: ... En este paso 4, ;Cual es el proceso cognitivo del razonamiento inductivo que ustedes
asignaron?
E2 (D): Expresar un resultado o conclusion general.

E5 (M): Si, también puede ser el C.

E4 (K): Nosotras pusimos el C.
E3 (G): Cambiamos a C.
E1l (A): Si, el C. Porque igual dice expresar el resultado de forma verbal y algebraica, y es lo que

hace alla [paso 4], expresa la férmula y la explica, o sea, explica cémo funciona la formula.

IN: Cabe recalcar, que la generalizacién no solo consiste en dar una expresion general, sino
en extender el patrén a una categoria o clase total de casos. Por lo que implica abstraer el
patron, como indicd el equipo 5 en su respuesta. En la situacion, la regla general [c = n? +
3n] del patrdn es valida para el conjunto de los valores de n € N. (...) En la actividad se
trata el comportamiento cuadratico o de variacion lineal, y se muestra que puede ser
representado en dos formas: como el producto de dos factores lineales 0 como una relacién

aditiva del producto de un ndmero por si mismo y un multiplo de ese nimero.
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7.4.3. Conclusiones del andlisis y consideraciones para la siguiente sesion

De manera general, los profesores reconocieron y asociaron adecuadamente los procesos
inductivos con las acciones mostradas en cada paso de solucion de la tarea. La mayor
controversia se dio en el segundo paso de la solucion, en relacion con la distincion entre el
reconocimiento y establecimiento del patron. No obstante, se dieron argumentos que

ayudaron a los comparieros a clarificar la diferencia entre estos y generar consensos.

La movilizacion de los procesos subyacentes al razonamiento inductivo para
generalizar desde casos particulares en la sesion anterior, y la evidencia de su asimilacion en
esta sesion, dejan entrever un cambio cognitivo en el razonamiento de los profesores y cierta
estabilidad en el uso e identificacion de los procesos inductivos por parte de ellos. Por tal
razén, se decidio evaluar en qué medida se produjo ese cambio en la siguiente sesion y

concluir el experimento.

7.5. Sesion 5: Etapa C — Categorias cognitiva y didactica

Objetivo: Evaluar en qué medida se produjo un cambio cognitivo y se reflejo en el redisefio de
una actividad de generalizacion.

En esta sesion se realiz6 una evaluacion sumativa para determinar en qué medida el
experimento produjo un cambio cognitivo en el razonamiento inductivo de los profesores,
asi como una posible transaccion del conocimiento generado en este cambio al redisefio de

una actividad de generalizacion inductiva.

7.5.1. Desarrollo de la sesién 5

Se aplicaron, de manera no simultanea, dos actividades en equipos y se respondieron por
escrito. La primera actividad se aplicé para recabar informacion sobre un cambio cognitivo
en el razonamiento de los profesores (Actividad V - Figura 7.25), en la cual demandaba
generalizar un patron cuadratico en un contexto de variacion continua. La actividad fue

resuelta en un tiempo méaximo de 25 minutos.
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Tarea. De una familia de rectangulos, se dispone la signiente informacién de las medidas de
la altura (indicada a la 1zquicrda de cada uno) y el 4rea de cuatro rectangulos:

10| 60 u?

4 48 u? m 55 u?

2| 28 u? |

a) Determine la medida de la altura y la base del rectangulo cuya area mide 63 umdades

cuadradas.

b) A partir de dicha informacién, proponga un modelo o método con el cual sea posible
determinar la medida del area de cualquier rectangulo en esa familia.

c) En la siguiente tabla, se muestran las medidas de la altura (h) y el area (4) de un
conjunto de rectangulos:

R (cm) 5 7 8 12

A(em?) | 45 | 77 | 96 | 192

Formule un modelo algebraico para determinar la medida del area del rectangulo
perteneciente a ese conjunto, cuya altura mide x unidades.

Figura 7.25. Actividad V para evaluar un cambio cognitivo.

En la segunda actividad se recolect6 informacidn sobre los criterios que emplean los
profesores para redisefiar una actividad de generalizacion inductiva de un comportamiento
cuadratico (Actividad VI - Figura 7.26). A los equipos se les se solicitd replantear el orden
de las tareas (A, B, C y D) de tal manera que se ajusten a una légica de razonamiento
inductivo y proporcionar la razén de los cambios efectuados. Se enfatizé que podian quitar,
agregar o modificar las tareas.

Instruccion, Las siguientes figuras de una secuencia, estan formadas por los segmentos de
estrucluras (riangulares v debajo de cada una sc indica su posicion cu la sceucneia.

7

1 P 4 q

Realizar lo que se solicita a continuacion en cada tarea. para formular un modelo que permita
determinar la cantidad de segmentos en cada figura segiin su posicion en la secuencia.

A. Formula el modelo algebraico que represente la cantidad de segmentos que contiene la
figura en la posicion x.

B. Determina la cantidad de segmentos de la figura en la posicion 10, sin calcular los que
contienen las figuras en las posiciones 7. 8 y 9.

C. Determing la posicion de la figura constituida por 616 seginentas.

D. Enlatabla de abajo. completa las cantidades de segmentos () que contienen las figuras
segin la posicién (n) que ocupan en la secuencia.
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Figura 7.26. Actividad de generalizacion inductiva a redisefiar.

En los equipos se observo que, primeramente, cada profesor resolvio las tareas de la
actividad propuesta. Seguidamente, dialogaron sobre la intencion de cada tarea y las
reordenaron, escribiendo los criterios en que basaron sus modificaciones. Este trabajo se

realizé durante 40 minutos aproximadamente.

7.5.2. Andlisis de datos relativos a la evaluacion de un cambio cognitivo docente

Se realizaron dos andlisis por separado de cada actividad:

(1) El cambio cognitivo fue medido en términos de un transito del proceso de observar
regularidades al de establecer un patrén o a la formulacién de generalizaciones. Para
ello, se examinaron cuales procesos inductivos movilizaron los profesores en la
resolucion de la Actividad V.

(2) Los datos recolectados en la Actividad VI se analizaron para obtener informacion
acerca de la légica y los criterios considerados por los profesores en el redisefio de la

actividad de generalizacion inductiva.

Andlisis 1: Movilizacion de procesos inductivos

Con base en el marco de referencia, se analizaron cuales procesos inductivos emplearon los
profesores en el razonamiento seguido para resolver la Actividad V y asi comprobar si se dio
alguna transicion entre un proceso y otro. La unidad de analisis fueron las acciones llevadas
a cabo en cada tarea (incisos a, b y ¢) de la actividad. Se encontro que todos los equipos
dieron evidencia de transitar de la observacion de regularidades a la formulacion de

generalizaciones.
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Ellos, sin excepcidn, iniciaron su razonamiento obteniendo valores de la altura (h), el
area (a) y la base (b) de los rectangulos representados con figuras y organizdndolos en una
tabla para buscar alguna regularidad. Los valores de la base se obtuvieron utilizando la
férmula para medir el &rea de rectdngulos, A = b X h. A partir del andlisis de la variacion de
los valores de la base y la altura de los rectangulos conocidos, la mayoria de los equipos
obtuvo las medidas de otros rectdngulos de la familia, ampliando el nimero de casos

particulares.

La observacion de regularidades se sustento en la comparacion de los valores en la
tabla centrada en su variacion, y en la basqueda de relaciones entre las medidas de la base y
la altura de rectangulos especificos. Por ejemplo, el equipo 2 analizé relaciones aditivas entre
los valores de b y h, y observé que la suma de la base y la altura de ciertos rectangulos es la

misma, tal como sefial6 en su respuesta a los incisos a) y b):
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Figura 7.27. Respuestas de E2 en los incisos a) y b).

E2 describié (por escrito) el razonamiento seguido en esta primera parte de la

actividad como sigue:

1. Observamos el planteamiento e identificamos los aspectos (datos que intervienen). Una vez
identificados y organizados los datos nos dimos a la tarea de hallar una regularidad entre las

cantidades...

Capitulo 7: Desarrollo del experimento y resultados parciales por sesion | 203



El establecimiento de un patrén consistié en el reconocimiento y representacion de
una relacién funcional entre las variables b y h. En el inciso b, el patrén establecido por los
profesores fue que la medida de la base de los rectdngulos es igual a 16 unidades menos la
medida de su altura o su equivalente, la altura en funcion de la base. El patron fue
representado numerica, verbal o simbolicamente. Por ejemplo, E2 combina lo verbal con lo
simbolico y expresa: “La Altura es: 16 — Base” (Figura 7.27 — inciso b) y E5 lo representa
numericamente (Figura 7.28) al analizar la relacidn entre las medidas del area y la altura de

los rectangulos:

[ar 13 medida del area del rectangula
E x unidades.

A hO1E- K
Figura 7.28. Patron numérico representado por E5 en el anélisis de los valores del area.

La formulacion de la generalizacion se concreto con la obtencion del modelo para
determinar la medida del area, tanto de la familia de rectangulos (inciso b) como del conjunto
especificado en el inciso c. Los modelos fueron expresados algebraicamente. En el inciso b,
se usaron expresiones como A = 16b — b? (E2) y otras en las que la medida del area se

expreso en funcién de la altura, tal como puede notarse en la respuesta de E4:

(/_4'1/»!?{1‘3 {J/)f“""‘x F—?‘-\‘ (,»f, ﬂbSﬂruamus gee ef Smc(’ /;l ﬁ/é[a o fo lore = a!,,ggw_ 7z
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f_ru gl iz (1 ﬁ i :7'.! E_» {’Uﬁ pﬂ?ﬁ ;'m//or & oren se ealza A= 5)(!1 P 505-/,%{%_ [
15118 (29 |47 ssléa 53] 64 drea g&dw(a U
‘ ‘ .
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Figura 7.29. Formulacion de un modelo general por E4, inciso b.
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En el inciso ¢, un patron en el conjunto de rectangulos es que la base de cada uno era
cuatro unidades mayor que la altura. Entonces, la medida del area de cualquier rectangulo de
ese conjunto podria determinarse con la expresion general: A = (h + 4)(h), A = h? + 4h, 0
usando otra literal para denotar la medida de la altura o la base de los rectangulos. En la
Figura 7.30 se muestra el modelo formulado por E2:

moy la ve alcmdad enive la difeamec
&eﬂ?;s(mzwci?daé daJaHuvﬂ y b bese o enon T
e es ce 4. hoi o bose queda dotesvurty

au bzhtd po lolani el

fel=l ha egPrCD\m
drea Serio: Az (hed)h . 4k
A-h* 4 dh S AsxH

Figura 7.30. Formulacion de un modelo general por E2, inciso c.

Si bien el analisis estaba enfocado en los procesos inductivos, globalmente se observo
que los equipos describieron de manera ordenada las acciones correspondientes a cada tarea
de la actividad, incluso haciendo mencion de expresiones que aluden a dichos procesos. En

general, se nota un razonamiento més sistematizado. A manera de ejemplo, en se presenta la
solucion completa de E5 al inciso b:
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Figura 7.31. Formulacion de un modelo general por E5, inciso b.
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Andlisis 2: Logica vy criterios empleados en el redisefo de la actividad

Se organizaron en una tabla las letras correspondientes al orden de las tareas dispuesto por
cada equipo en el redisefio y las razones proporcionadas para los cambios efectuados en la
ordenacion. A priori, en el disefio de la actividad se consideré el orden siguiente, segun los

procesos inductivos implicados en cada tarea:

Tabla 7.11. Orden preestablecido para las tareas de acuerdo a una légica inductiva (Actividad V1).

Orden Tarea Proceso asociado

1 D En la tabla de abajo, completa las cantidades de segmentos (c) que | Observacién de
contienen las figuras segun la posicion (n) que ocupan en la secuencia. | regularidades

2 B Determina la cantidad de segmentos de la figura en la posicion 10, sin | Establecimiento
calcular los que contienen las figuras en las posiciones 7, 8y 9. de un patrén

3 A Formula el modelo algebraico que represente la cantidad de segmentos | Formular una
que contiene la figura en la posicion x. generalizacion

4 C | Determina la posicion de la figura constituida por 616 segmentos. Apllcar_la .

generalizacion

De manera global, se compar6 el orden de las tareas de todos los equipos para
comprobar si se ajusta a una ldgica inductiva, es decir, si se procede de lo particular a lo
general. En la Tabla 7.12 se muestra el concentrado de respuestas. Todos los equipos, excepto
uno (E6), ordenaron las tareas iniciando con la que involucra la observacion de regularidades

(D) y finalizando con la formulacion (A) y aplicacion de la generalizacion (C).

Tabla 7.12. Orden de las tareas dispuesto por cada equipo en el redisefio de la actividad.

Tarea El E2 E3 E4 E5 EG6

1 D D D D D D
2 B B B E B B
3 A A A B A C
4 C _ C C A Cc A
5 - - - C - -

En la Tabla 7.11 puede notarse que solamente el Equipo 4 agreg6 una tarea (E) a las
propuestas en la actividad, pues consideraron debia solicitarse de manera explicita la

observacion de alguna regularidad en las figuras de la secuencia:
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como tercera tarea a la C y a la A como cuarta. Los profesores del equipo interpretaron que
la C demandaria extender y comprobar el posible patron de la secuencia para luego

establecerlo (Véase la Tabla 7.13). Desde este punto de vista, seria adecuado considerar a la

2 [

p3 33
4 56
5 | &3

E-boacz:r la regu!mwa’ﬂd en |45 f:aurﬁﬁ

Figura 7.32. Tarea E propuesta por E4 en el redisefio de la actividad.

A como la ultima tarea, ya que implica obtener la regla general.

Tabla 7.13. Orden de las tareas asignado por E6 y razones de los cambios efectuados.

En el caso del Equipo 6, este invierte el orden de las ultimas dos tareas; establecen

Tarea| Letra Razon

1 D Completa las cantidades de segmentos, a partir de la observacion de la
regularidad.

2 B Determina la cantidad de segmentos reconociendo el patron.

3 c Determina la posicion de la figura para un caso particular, estableciendo el
patrén.

4 A Formula el modelo algebraico que representa la cantidad de segmentos.
Expresa una ley general.

al determinar el orden de las tareas. Se detect6 que los equipos basaron sus criterios en el
reconocimiento de los procesos inductivos inmersos en la resolucion de cada tarea. Estos
fueron referidos de manera explicita o implicita. Por ejemplo, el Equipo 1 menciona el
proceso de observar una regularidad y la formulacion de un modelo al indicar la razén de

colocar las tareas D y A, como la primera y la tercera de la actividad, respectivamente.

Véanse las respuestas de E1 a la Actividad VI en la siguiente tabla:

Tabla 7.14. Orden de las tareas asignado por E1 y razones de los cambios efectuados.

Por otro lado, se analizaron de manera puntual los criterios que emplearon los equipos

Tarea | Letra Razon
1 D Para observar y establecer la regularidad entre las cantidades involucradas.
2 B Porque buscamos los resultados de casos concretos o particulares.
3 A | Para formular un modelo a través de una expresion algebraica.
4 C Establecimiento de una generalizacidn de los resultados.
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El Equipo 5 sefiala de manera implicita a cada uno de los procesos inductivos en sus
razones para los cambios de orden, las cuales se presentan en la Tabla 7.15. En negritas se

resaltan las frases o palabras claves consideradas para la interpretacion de dichos procesos.

Tabla 7.15. Orden de las tareas asignado por E5 y razones de los cambios efectuados.

Tarea| Letra Razon
Es mas facil p/ los alumnos visualizar algiin comportamiento numérico en una
1 D |tabla. Los ayuda a analizar, a realizar operaciones y descubrir posibles

relaciones entre una y otra [variable].

Es posible que los alumnos al manejar los # sean capaces de manipular las
variaciones y movimientos entre las posiciones de la secuencia.

Una vez que los alumnos entiendan la relacion entre una posicion y otra

3 A | puedan encontrar reglas que cumplan con las condiciones propias de la
secuencia entendiendo la relacion.

Es posible que una vez que los chicos encuentren la relacion jueguen con la
formula para ahora encontrar la posicidn segin los elementos.

Se identifico que los profesores de E5 aluden al proceso de observar regularidades en
la eleccion de la primera tarea (D), cuando refieren a la visualizacién del comportamiento
numérico, y al analisis y descubrimiento de posibles relaciones entre las variables. Asimismo,
en la segunda tarea (B) se interpreta que E1 considera el proceso de establecer un patron y se
reafirma en la razon de la eleccion de la tercera tarea (A), pues escriben: “Una vez que los
alumnos entiendan la relacion entre una posicién y otra...”. Alli, también se indica
implicitamente la formulacion de una generalizacion, en la frase “encontrar reglas que

cumplan con las condiciones propias de la secuencia”.

7.5.3. Conclusiones del analisis

En la Actividad V se demandaba inferir la regla general de patrones cuadraticos, a partir de
datos numéricos y sin un referente visual que oriente el establecimiento del patrén. Por ende,
el razonamiento inductivo estaria soportado esencialmente por el analisis numérico y la
identificacion de relaciones aditivas entre los valores de las variables. Este trabajo fue
desarrollado con éxito por los profesores, siendo clave en el paso de la observacion de
regularidades al establecimiento del patron, pues posibilitd visualizar la estructura

matematica subyacente.
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Todos los equipos alcanzaron a generalizar desde instancias particulares
representadas numéricamente, lo cual da evidencia de un cambio cognitivo al transitar de un
estado inferior a uno superior en su razonamiento. Adicionalmente, mostraron bastante orden
y coherencia en la descripcion de las acciones seguidas en la resolucion de la actividad,
observandose apego a los procesos inductivos y el uso de un vocabulario méas formal acorde

a estos.

Por otra parte, las respuestas de la Actividad VI, ponen de manifiesto que los
profesores redisefian la actividad tomando como eje el razonamiento inductivo en la
ordenacion de las tareas. En efecto, ellos proponen partir de la observacion y andlisis de casos
particulares y encadenar las tareas procurando la conexion de los procesos inductivos, de tal

manera que se orienten las acciones de los estudiantes hacia la inferencia de una regla general.

Capitulo 7: Desarrollo del experimento y resultados parciales por sesion | 209



Capitulo

Resultados y conclusiones

En este capitulo se presentan los resultados de la investigacion con base en el analisis retrospectivo
de los datos recolectados en el TDE, correspondientes a las categorias cognitiva y didactica. Esta
mirada hacia atras en los datos y en el experimento en si mismo, consistié en la comparacién de los
resultados parciales (por sesion) en cada categoria y su interpretacion segun los elementos teéricos,
el marco de referencia del razonamiento inductivo y los aspectos considerados en el disefio de cada
actividad. Asi, tras este ir y venir entre los datos y la teoria se responde a las preguntas de
investigacion. Los hallazgos obtenidos del andlisis retrospectivo muestran una evolucion en el
razonamiento inductivo de los profesores y un aumento en su sensibilidad didactica. Para cerrar el

capitulo, se exponen conclusiones relativas al objetivo general, limitaciones y aportes del trabajo.

8.1. Cambio cognitivo en el razonamiento inductivo de los profesores

Se estudié una forma de promover un cambio cognitivo en el razonamiento inductivo de
dieciseis profesores de mateméticas de secundaria, mediante un andlisis microgenético,
mientras resolvian tareas similares que demandaban inferir reglas generales de patrones
cuadraticos desde casos particulares. Se encontré que todos los profesores manifestaron un
cambio cognitivo caracterizado por un transito de la observacion de regularidades a la
formulacion de generalizaciones y por una forma mas sistemética de analizar y resolver tareas

inductivas a partir del analisis numérico de casos particulares.

Para describir el cambio cognitivo y determinar en qué medida se produjo, se realizé
un analisis comparativo de los resultados obtenidos en las tareas implementadas antes
(Actividad I1), durante (Actividad I11) y después del cambio (Actividad V). De este modo, a
continuacion se describen las dimensiones del cambio cognitivo (Siegler, 2006) ocurrido en
el razonamiento de los profesores: trayectoria, tasa de cambio, amplitud, variabilidad y

fuente.
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a. Trayectoria

La trayectoria se refiere a los aspectos cualitativos y cuantitativos que permiten describir
cémo ocurre el cambio en la experiencia de aprendizaje de los profesores durante el TDE.
En la Tabla 8.1 se sintetizan los procesos y acciones predominantes en el razonamiento de
los profesores en las actividades realizadas antes, durante y después del cambio cognitivo, a

partir de los cuales se analizo la trayectoria de este cambio.

Tabla 8.1. Procesos inductivos y acciones predominantes en el
durante el TDE.

razonamiento de los profesores

Antes del cambio Durante Después del cambio
(Actividad I1) (Actividad Il1-Parte 1) (Actividad V)
Procesos Observacion de | Observacion de | Observacién de
regularidades. regularidades, regularidades,
establecimiento del patrdn | establecimiento del
y formulacion de | patrony formulacion de
generalizaciones. generalizaciones.
Acciones e Obtencidn de casos ¢ Obtenciony e Obtenciény

particulares
e Analisis no sistematico

comparacion de casos comparacion de

particulares y casos particulares
de relaciones entre comportamientos de ¢ Analisis numérico de
valores de las variables secuencias de valores relaciones entre

e Estrategia de calculo o Andlisis visual y variables de manera
recursivo de numérico de la variacién ordenada para

diferencias para observar observar

e Andlisis visual de las regularidades regularidades
caracteristicas de o Uso de estrategia e Reconocimiento y
figuras recursiva para verificar representacion

el comportamiento de
los valores de las
variables

e Busqueday
establecimiento de
relaciones entre valores
de las variables

e Abstraccion de la
relacion invariante entre
las secuencias

o Expresion verbal y
algebraica de reglas
generales

numérica y verbal de
relaciones entre
variables para
establecer el patron

e Abstraccion de lo
general

e Expresidn algebraica
de reglas generales
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Cualitativamente, el proceso predominante en el razonamiento inductivo de los
profesores al inicio del experimento fue la observacion de regularidades, solamente cinco
profesores alcanzaron la generalizacion razonando de manera inductiva. No obstante, en la
etapa desarrollo (Actividades 111 y V), los profesores reconocen y asimilan los procesos
inductivos de observar regularidades, establecer el patrén y formular una generalizacion,
mediante el analisis y representacion de relaciones matematicas asociadas a comportamientos
cuadraticos de valores de variables y la abstraccion de relaciones invariantes. En
consecuencia, fueron mostrando mayor dominio en el uso de estos procesos en tareas

inductivas.

Por lo anterior, un cambio cualitativo en su razonamiento se dio con la conexion de
los tres procesos inductivos, para obtener la regla general de patrones cuadraticos desde
instancias particulares representadas de manera geométrica y numérica. Asimismo, como se
observo en los resultados de la Actividad V, se detectd un razonamiento con mayor
sistematizacion y un uso aparentemente mas consciente de los procesos inductivos para llegar
a generalizar, lo cual se reflejo en una manera mas organizada de plantear la solucién a las
tareas de esa actividad. Por el contrario, antes del cambio se habian identificado analisis
dispersos o desorientados para la observacion de regularidades que resultaban infructuosos

para el establecimiento de algun patrén.

Un cambio cuantitativo notorio fue el uso menos frecuente de la estrategia del calculo
de diferencias y, en sentido inverso, un aumento en las acciones de busqueda y representacion
de relaciones numéricas para reconocer un patrén cuadratico en las tareas. En comparacion
con las soluciones de la Actividad 11, la estrategia de diferencias recursivas fue cada vez
menos empleada por los profesores a lo largo de la Actividad 111 (Parte 1), y solamente dos
equipos mostraron evidencia de su uso en la Actividad V. Asi, conforme avanzaba el
experimento, esta estrategia fue empleada mas a modo de comprobacion del comportamiento

de valores, y se fue prescindiendo de ella en la basqueda de regularidades.

b. Tasa de cambio

El cambio en el razonamiento inductivo de los profesores fue gradual, por medio de

experiencias de aprendizaje que integraron la movilizacion, asimilacion y reflexion colectiva
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de los procesos inductivos para y en la resolucion de actividades de generalizacion desde
casos particulares. En lo cognitivo, este cambio estuvo precedido por un uso mas frecuente
y consciente de los procesos inductivos, especialmente del establecimiento de un patron
cuadratico. Se puede decir que hubo un razonamiento progresivo en los profesores en la
medida que fueron reconociendo numéricamente el comportamiento cuadratico de valores
de una variable y representdndolo mediante relaciones aditivas y multiplicativas subyacentes
a una estructura cuadrética, debido a que estas acciones son esenciales para establecer un

patrén de este tipo.

El cambio acontece en la actividad de generalizacién inductiva (Actividad Il - Parte
1), cuando los profesores empiezan a comparar, relacionar y abstraer patrones cuadraticos de
secuencias de nimeros mediante el andlisis y representacién de la variacion lineal con el
apoyo de referentes visuales. Como muestran los resultados correspondientes a la Parte 1 de
esta actividad, esto permitio que todos los equipos de profesores pasen de la observacion de
regularidades al establecimiento de los patrones cuadréaticos en la actividad. También, ellos
transitaron a la formulacion de generalizaciones al abstraer la relacion invariante que
normaba el comportamiento de todas las secuencias tratadas y extrapolarla a otras no
conocidas. Cognitivamente, lo experimentado en la primera parte de la Actividad Il les

ayudo a movilizar e ir conectando los procesos inductivos para alcanzar a generalizar.

En otro momento, el cambio se acentta con la asimilacion de estos procesos. Como
muestran los resultados de la Actividad 11l — Parte 2, la mayoria de los profesores percibe y
enuncia los procesos involucrados en el razonamiento que siguieron para generalizar en la
primera parte de la actividad. Incluso, hicieron referencia a las operaciones cognitivas

asociadas, tales como: analizar, comparar, relacionar.

El cambio cognitivo tiende a estabilizarse con la reflexion colectiva de los equipos de
profesores acerca de los procesos implicados en la resolucion de una tarea de razonamiento
inductivo. En la Actividad IV, los profesores reconocen y diferencian cada proceso asociado

a los pasos de solucion de la tarea planteada, proporcionando argumentos congruentes.

En conclusion, los profesores empezaron a usar los procesos inductivos y tomaron

consciencia de estos en las Actividades Il y VI, ayudandoles a subsanar las dificultades
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enfrentadas para generalizar en la tarea (construccion de escaleras con palillos) de la
Actividad Il. En las experiencias vividas en esas actividades, ellos comenzaron a establecer
patrones cuadréaticos y abstraer la generalidad de este comportamiento en valores numéricos

especificos de variables discretas.

c. Amplitud

El cambio cognitivo fue especificamente en el dominio de la resolucion de tareas
matematicas de razonamiento inductivo. Si bien este cambio se produce en el contexto de
situaciones de variacion discreta y con apoyo de referentes visuales, se generaliza a contextos
mas abstractos y de variacion continua. A diferencia de las tareas planteadas en las
actividades (III y IV) de la etapa 2 del experimento “Desarrollo del razonamiento inductivo
y sensibilizacion didactica”, las tareas de la Actividad V involucraban variables continuas y
los profesores carecian de referentes visuales que orienten hacia el reconocimiento de la
estructura del patron. Tal como evidenciaron los resultados del andlisis correspondiente a
esta actividad, ellos fueron capaces de transitar de la observacion de regularidades a la
formulacién de generalizaciones, partiendo del trabajo con valores numéricos de variables

continuas.

d. Variabilidad

Se notd estabilidad del cambio cognitivo en el uso de los procesos inductivos por parte de
los profesores en tareas similares durante el experimento. La variabilidad se presento en las
estrategias que emplearon para buscar patrones, en las estructuras subyacentes a los patrones

cuadraticos establecidos y en el lenguaje empleado para expresar las reglas generales.

Conforme transcurria el TDE, los profesores poco a poco se desenfocaron de la
estrategia de diferencias y del ensayo y error para la basqueda de algun patron, y fueron
centrando mas su razonamiento en el analisis de la variacion lineal y la identificacion de
relaciones para describir el comportamiento cuadratico de manera numérica. EIl razonamiento
seqguido por los profesores y las relaciones identificadas condujo a la construccion de

diferentes estructuras asociadas a los patrones. Por ejemplo, en el establecimiento del patron
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de la cantidad de objetos en las figuras de la secuencia D (Actividad Il - Parte 1), se

generaron cuatro estructuras: n2 + 5, n2+3+2,n*+6—1y[ |—n? = 5. La mayoria
de las reglas generales obtenidas en las actividades se expresaron algebraicamente, y algunas

también de manera verbal.

e. Fuente

Las acciones del razonamiento de los profesores para obtener la regla general de patrones
cuadraticos durante el desarrollo del experimento, sugieren que el cambio cognitivo ocurre
cuando logran conectar los procesos inductivos a través de establecer relaciones numéricas
que describan un patrén y abstraer su generalidad. La actividad que detond poner en
movimiento los procesos involucrados en el razonamiento inductivo fue la generalizacion de
relaciones de variacion lineal entre variables discretas, mediante el uso de representaciones

figurales y numeéricas de valores especificos de las variables.

En efecto, los procesos inductivos fueron interiorizados por los profesores por medio
de las acciones llevadas a cabo con otros pares para reconocer el comportamiento cuadratico
en valores especificos y asociarlo a la estructura de una ecuacion cuadratica. Se verifico que,
la inclusion de referentes visuales para centrar la atencion de los profesores en el analisis y
representacion de la variacion lineal mediaron estas acciones, debido a que les permitid
transitar del proceso de observar regularidades al de establecer un patrén. En especial, porque
les ayud6 a disponer de un entendimiento conceptual mas amplio para reconocer y
representar matematicamente la variacion lineal entre variables, sea como el cuadrado de una
cantidad variable por si misma mas o menos una constante, como el producto de factores

lineales de una variable u otra.

La abstraccion del patron general implicado en las tareas, fue la operacion cognitiva
0 enlace para conectar el establecimiento del patron con el proceso de formular una
generalizacion. La via prevista para originar esta abstraccion fue situar a los profesores en un
contexto de reflexion y discusion grupal acerca de la relacién intrinseca invariante en
conjuntos de valores con comportamiento cuadratico (la variacion lineal), pero con diferentes

formas y representaciones de dicho comportamiento en las tareas. La demanda cognitiva de
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eliminar cualquier anclaje a la configuracion visual o geometrica de instancias especificas
del patrdn en las tareas (P. ej. Tareas 2b y 3 en la Actividad Il - Parte 1), favorecié que los
profesores encapsulen esta relacion invariante y con ello, abstraigan la generalidad de lo

cuadratico y los extrapolen a otras situaciones.

En conclusion, el cambio cognitivo en el razonamiento inductivo de los profesores
ocurre en la medida que logran establecer relaciones numéricas que describan el patron y
abstraer su generalidad, independientemente del sistema de representacion utilizado para las
instancias particulares o el contexto de la situacion, pues estas operaciones cognitivas

permiten conectar los procesos inductivos.

8.2. Sensibilidad didactica al razonamiento inductivo

Para el andlisis retrospectivo de los datos en la categoria didactica, se revisaron nuevamente
los audios junto con las transcripciones y las respuestas escritas relativas a la percepcion,
interpretacion y uso del razonamiento inductivo en las actividades del experimento. Se
compararon estos datos por actividad y se puso especial atencion en el tono de voz, a las
preguntas y los comentarios realizados por los profesores con la intencién de identificar

patrones o variables que indiquen cambios en la sensibilidad didactica a dicho razonamiento.

La sensibilidad didactica docente se defini6 como “la capacidad para percibir la
ausencia o presencia de formas distintas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas por
parte del docente, asi como las implicaciones didacticas en la practica”. Los resultados del
analisis muestran una sensibilizacién de los profesores al razonamiento inductivo. Es decir,
se observd un aumento de la sensibilidad didactica durante y después del cambio cognitivo
(Etapa 2 del TDE) respecto a su sensibilidad previo a estas experiencias. En la Tabla 8.2 se
muestra una comparacion de los aspectos en los que se identificd una mayor sensibilidad a

la induccion y que sirvieron para caracterizarla:
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Tabla 8.2. Aspectos de la sensibilidad didactica antes, durante y después del cambio cognitivo.

Aspectos de la sensibilidad
did4ctica

Antes del cambio
(Actividades 1 y 11)

Durante y después del cambio
(Actividades 111, 1V y V)

Percepcion del
razonamiento inductivo en
matematicas

Se percibe principalmente
COMO Un proceso cognitivo
que procede de lo particular a
lo general y como una forma
de guiar al conocimiento, con
nulo o escaso entendimiento
de las acciones o procesos
para desarrollarlo.

Se percibe como una forma de
razonamiento que permite hacer
generalizaciones en matematicas
y desarrollar conceptos
matematicos, con mayor
entendimiento de los procesos
cognitivos involucrados.

Légica inductiva

Reconocen la logica de la
induccién en lo tedrico:
discursivamente.

Reconocen esta ldgica en lo
tedrico y en lo practico, por
ejemplo, en la estructura de
actividades para generalizar de
manera inductiva.

Conocimiento y uso de los
procesos inductivos

Ausencia de los procesos
inductivos al describir las
fases para la ensefianza de un
concepto matematico y en su
vocabulario.

Enuncian y describen las
caracteristicas de los procesos
inductivos al analizar la
solucion de tareas y en los
criterios empleados para
redisefiar una actividad de
generalizacion inductiva.
Ampliacion de su vocabulario.

Relacién entre induccion y
generalizacion en la
ensefianza

La mayoria de los profesores
no relaciona el razonamiento
inductivo con la
generalizacién matematica en
la ensefianza.

Articulan su conocimiento de
los procesos inductivos con las
acciones necesarias para
generalizar patrones
matema4ticos en la resolucién y
redisefio de actividades.

Papel del razonamiento
inductivo en la ensefianza y
el aprendizaje matematico

Enfoque en la ensefianza. Hay
una idea vaga sobre el papel
de este razonamiento para
construir conocimiento o
desarrollar la habilidad de
generalizar. El discurso del
profesor se centra en las
acciones realizadas por él para
guiar al estudiante a través de
plantear preguntas y
proporcionar definiciones y
ejemplos.

Enfoque en la accion y el
pensamiento de los estudiantes.
Emocion en el discurso del
profesor al hablar de
importancia al razonamiento
inductivo para desarrollar el
pensamiento de los estudiantes y
sean capaces de formular
modelos y reglas generales por
ellos mismos.

En este trabajo se obtuvo que, la sensibilidad didactica de los profesores al
razonamiento inductivo se caracterizo por una percepcion mas clara del papel de esta forma
de razonamiento para desarrollar conceptos y la habilidad de generalizacion en matematicas,
aunado a la ampliacion de su conocimiento sobre los procesos inductivos y su uso en el

analisis y redisefio de actividades de generalizacion inductiva. Por ejemplo, en la Actividad
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IV los profesores usaron ese conocimiento para analizar los procesos cognitivos implicados
en la solucion de una tarea que demandaba inferir reglas generales desde casos particulares
y en la Actividad VI para determinar una forma de estructurar una actividad de aprendizaje

con base en una logica inductiva.

La sensibilizacion de los profesores se detond al conectar sus experiencias vividas
durante las actividades de desarrollo del razonamiento inductivo con su préctica y el
aprendizaje de los estudiantes, particularmente en relacion con la generalizacion matematica.
La conexion de su experiencia en el TDE con la practica docente se identificé en comentarios
de los profesores que hacian alusién a la induccion en relacion con demandas curriculares
del aprendizaje matematico y el tratamiento de contenidos de los ejes tematicos en

secundaria. Al respecto, los profesores L y N comentaron lo siguiente: 2

Profesora L:  [Conclusion de la Actividad Ill-Parte 2, cuando la instructora cuestiona como llegar a
generalizar razonando de manera inductiva] Empezar de casos concretos mas sencillos e ir
generando las expresiones. Porque lo que decia el maestro | de las diferencias [Actividad
I11-Parte 1, discusion sobre caracteristica de las ecuaciones cuadréticas] se trabajaba en el
plan anterior, ahi si se veian las diferencias (...), pero ahora el plan no lo trata asi, ahora
te dan la secuencia y el alumno debe sacar el patrén, obtener la expresion. Lo primero es
descomponer, una vez que genero mi tabla entonces descompongo los nimeros, entonces
ir viendo qué tienen de igual, ir buscando algo, un patrén que se esté repitiendo. Ir
ordenando de lo particular a lo general,...

Profesor N:  [Integracion de lo trabajado en el TDE posterior a la Actividad VI] EIl razonamiento
inductivo si ayuda al desarrollo del pensamiento de los estudiantes en la ensefianza y
aprendizaje del Sentido numérico y pensamiento algebraico. También en el eje Forma,
espacio y medida, por ejemplo, analizando en tablas las medidas de &ngulos o &reas se

pueden inducir férmulas y teoremas de figuras geométricas.

Se detectd que una caracteristica de esta sensibilidad fue la emocion externada por
los profesores al reconocer en el razonamiento inductivo y las actividades realizadas una
forma de desarrollar el pensamiento de los estudiantes y potenciar su aprendizaje para que
induzcan modelos y reglas generales por si mismos. Por ejemplo, esta emocion se notd en

comentarios realizados sobre la Actividades I11, como los siguientes:

2 Nota: En los comentarios anteriores y los sucesivos, se indica entre corchetes el momento durante el
experimento donde los profesores emitieron su comentario.
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Profesor O: [Discusion de la tarea 2 - Actividad 111 (Parte 1), tras responder ;C6mo determinaron la
cantidad total de objetos de la figura en la posicién n?] (...) Aqui lo que quiero apuntar es
que se supone que la actividad tiene imagenes precisamente para poder ir de lo particular
a lo general, porque esta actividad se la puedes poner a nifios de sexto afio de primaria y
ellos no te van a sacar raiz cuadrada, ni te van a despejar, eso no van a hacer ellos. Sin
embargo, ese apoyo visual si les permite a ellos inducir y que su mente trabaje y resuelvan
el ejercicio, lograr generalizar en la actividad.

Profesora F:  [Cierre de la Actividad I11] La actividad que trabajamos esta muy bien para los estudiantes,
ellos si la pueden resolver, porque con las figuras y lo que se pide en las tareas pueden
visualizar el patrén e ir construyendo los modelos algebraicos.

Profesor P: [Cierre de la Actividad I11] Nos induce a ir estableciendo algo. Primero nos induce a pensar
en los cuadrados, luego en una constante, en la tercera [secuencia C] ya te generd una idea
de algo cuadrado mas una constante. En la tercera ya llevas una induccidn de algo que vas
generalizando. Entonces en la cuarta [secuencia D] se establece una formula de algo mas
abstracto, ya mas directo, sin que veas las figuras y se establece numéricamente. Pienso
que asi se les debe trabajar a los muchachos, es una forma préctica de llevarlos a donde
queremos. (...) Si no lo hacemos asi, cuando se le plantee la secuencia D, el nifio te va a
decir que falta un ndmero, entonces no lo hemos preparado para pensar de manera

inductiva. Me imagino que esa es parte de la secuencia del razonamiento inductivo.

Como muestra de una mayor sensibilidad didactica, en los comentarios de estos
profesores se observa en su discurso un cambio de enfoque: de la ensefianza al aprendizaje.
En su discurso en las actividades de la Etapa 2 del DE, se refieren a la capacidad de los
estudiantes de realizar acciones por ellos mismos para razonar inductivamente y desarrollar
la habilidad de generalizar. Contrario a lo observado en la Etapa 1, donde su discurso se
centraba en las acciones por él realizadas para guiar al estudiante en la adquisicion de su

conocimiento.

Otra caracteristica de la sensibilidad didactica fue cuestionarse sobre el disefio y
redisefio de actividades de generalizacion inductiva y sus implicaciones en el razonamiento
de los estudiantes. Por ejemplo, previo a la discusion de las respuestas de la Actividad 1V el
profesor N cuestiond sobre los casos particulares presentados en la tarea de esta actividad
(Figura 8.1) y también se discutid sobre la colocacion de las literales k y r en lugar del

numero de la posicion de la tercera y la séptima figura de la secuencia, respectivamente.
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Tarea. Las siguientes fizuras representan escaleras con distinta cantidad de pisos. Cada
cuadrade en las figuras estd formado por cuatro palillos.

1]

—
T
1

0 EE LEB H; o

1 k 5 i

a) Determinar cuintos pisos tendria la escalera que puede construirse con 180
palillos.

b) Proponer un mélodo general para determinar la cantidad de palillos que sc
requieren para consinuir una escalera de n pisos.

Figura 8.1. Tarea de razonamiento inductivo planteada en la Actividad IV.

A continuacion se presentan extractos de la discusion sobre las variables didacticas
consideradas en el disefio de la tarea y la reflexion de los profesores acerca de las

implicaciones en el razonamiento de los estudiantes:

Profesor N:  ¢Por qué no poner [la figura en] la posicién 4, por qué saltar del tres al cinco y del cinco al
siete?

Profesor A: Es como para invitar al alumno a relacionar la posicion con el nimero de palillos y
generalizar. Ellos van a observar que esta faltando el cuarto piso.

Profesor O: Las letras k y r pueden llevar a los estudiantes a cuestionarse cual es la relacion entre el
namero de palillos y el nimero de pisos. En la segunda pagina [Hoja con los pasos 1y 2
de la solucion] tienen una tabla, al relacionar los nimeros de las columnas te das cuentas
que los valores de p son multiplicados por nimeros que van creciendo linealmente.

ProfesoraL: O puede ser que haya alumnos que las dibujen al notar que faltan.

Profesor P: Incluso, hay alumnos que visualizan rapido la relacién, al ver toda la secuencia y ver el
comportamiento de las cantidades de arriba hacia abajo y empezar a trabajar con los
cuadrados, con las sumas o multiplicaciones, para el alumno es mas facil la induccion.
Haciendo primero la tabla, analizando resultados, y los va comparando con los palillos y
cuadrados que se van formando [en la construccion de las escaleras] la induccion debe ser
mas facil, porque visualiza el comportamiento y obtiene las expresiones.

Profesor A: De hecho, hay ejercicios en el libro con términos 1, 2, 3, 4, 5y brincan al 8, al 10, al 20, al
100

Profesora F:  Hasta cierto punto, te orilla a encontrar la férmula. (...) Si no estas acostumbrado a algin
método o no sabes te puedes ir perdiendo en el proceso. Porque si las construyes, vas de
todos modos a tener que hallar la formula 'y k y r te van a ayudar. Como que te instruye un

poquito mas en los procesos.
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En conclusion, estos hallazgos sugieren que confrontar el conocimiento que los
profesores poseen acerca del razonamiento inductivo con experiencias de aprendizaje de
movilizacion y reflexion grupal de los procesos subyacentes, mediante ejemplos concretos
de como incorporar esta forma de razonamiento para promover la habilidad de generalizacién

en sus estudiantes, favorece la sensibilizacion didactica.

8.3. Implicaciones del cambio cognitivo y la sensibilidad didactica en el

rediseifio de una actividad

Se estudié un cambio cognitivo docente en el razonamiento inductivo de profesores de
secundaria, en términos de una transaccion entre el estado que guarda su razonamiento y una
accion de la préactica profesional, tal como el redisefio de una actividad de aprendizaje. El
objetivo general de la investigacion fue describir el cambio cognitivo y la sensibilidad
didactica en profesores de matematicas de secundaria respecto a su razonamiento inductivo
y sus implicaciones en el redisefio de una actividad de generalizacion inductiva. El redisefio
consistié en reestructurar la actividad, determinando y justificando el orden de las tareas o su
modificacion, a fin de propiciar la generalizacion con modelos algebraicos cuadraticos en los

estudiantes.

El cambio docente fue concebido como descriptor de un desarrollo personal y un
crecimiento profesional de los profesores. A nivel personal, se observé un cambio cognitivo
en su razonamiento inductivo, pues durante el Experimento de Desarrollo del Profesor (TDE)
evidenciaron una transformacién en el estado inicial de su razonamiento a un estado superior,
al resolver tareas que implicaban inferir la regla general de un patrén cuadratico. Los
profesores transitaron de la observacion de regularidades a la formulacion de

generalizaciones mostrando una mayor sistematizacion de sus procesos inductivos.

A nivel profesional, se manifesto sensibilizacion didactica a dicho razonamiento en
ellos. Los profesores transformaron su percepcion del razonamiento inductivo, identificaron
los procesos inductivos tanto en la resolucion como en el disefio de las actividades trabajadas
y reconocieron su funcionalidad para fomentar el desarrollo de la habilidad de generalizacion

en los estudiantes. Se verifico que la sensibilizacion permite que los profesores vayan mas
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alla del entendimiento y movilizacion de los procesos inductivos en la resolucion de tareas y

mirar su implicacion en el redisefio de actividades de generalizacion.

La transaccion para el cambio cognitivo docente implica la discusion y asimilacion
por parte de los profesores de los procesos subyacentes al razonamiento inductivo en las
actividades implementadas y, a la vez, la transformacion del estado de su razonamiento. Es
decir, las actividades de generalizacion inductiva promueven un cambio cognitivo en los
profesores, al propiciar que identifiqguen los procesos inductivos involucrados en su
resolucion y disefio. Al mismo tiempo, el cambio cognitivo favorece que reconozcan su
propia forma de razonar y adquieran mayor entendimiento de los procesos cognitivos
asociados y, a través de la sensibilidad didactica, esto permite que redisefien la actividad de

aprendizaje de manera fundamentada.

En efecto, como se ha reportado en el apartado 8.1, el TDE promovié un cambio
cognitivo en el razonamiento de los profesores de secundaria participantes. Este cambio
indica un desarrollo de sus procesos inductivos durante el experimento, el cual posibilité que
los profesores resuelvan con éxito tareas que demandaban generalizar inductivamente, y
solventen las dificultades que habian enfrentado en una tarea similar en la primera etapa de
este. Como producto del TDE, se configur6 un modelo teérico del desarrollo del

razonamiento inductivo en los profesores, el cual se esquematiza en la Figura 8.2:

/AGI\

Particular < » General
(Instancias especificas) (Clase o conjunto total)

1 Al
0 y I RM A

<+—» P<+——>» FM
\ (Regla general)
E

Razonamiento inductivo

Figura 8.2. Esquema de desarrollo del razonamiento inductivo de los profesores en el TDE.

El modelo teorico se lee y funciona como sigue. Se planted detonar la movilizacion
de procesos inductivos mediante una Actividad de Generalizacion Inductiva (AGI) en la
que se precisa hacer una interconexion entre algo particular (instancias especificas) y lo

general (la clase o conjunto total al que pertenecen esas instancias). El razonamiento parte de
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la Observacion de regularidades (O) en un conjunto de instancias especificas 0 casos
particulares para reconocer sus rasgos similares o diferentes, a través de la comparacion. Esta
observacion se orienta al Analisis de lo invariante (Al) a partir de plantear una Necesidad
de Interconexion (NI), tal como aducir otras instancias especificas o buscar una relacion

causal entre alguna de éstas y las presentadas inicialmente.

Para transitar de O al Establecimiento del Patron (P) se requiere asociar lo invariante
con una Relacion Matematica (RM) que describa el comportamiento de esas instancias. Para
obtener la regla del patron general se lleva a cabo el proceso de Formular una
generalizacion (FG), el cual implica Abstraer (A) ley que rige los cambios en las instancias
conocidas y otras desconocidas para englobarlas en una clase. Esta abstraccion exige aislar
el patron del contexto y representacion de las instancias especificas. El producto de la
generalizacion inductiva se expresa mediante una regla o conclusion general.
Adicionalmente, en la AGI se solicité Extrapolar (E) la generalizacion a otras situaciones o

instancias especificas para verificar la abstraccion de lo general.

El cambio cognitivo se tradujo en la adquisicion de mayor conocimiento de los
profesores sobre los procesos inductivos y, mediado por la sensibilidad didactica, se reflejo,
en el uso de ese conocimiento en los criterios que emplearon para redisefiar una actividad de
generalizaciéon inductiva. La sensibilizacion didactica al papel e importancia de estos
procesos para desarrollar la habilidad de generalizar matematicamente en los estudiantes,
favoreci6 una transaccion de este conocimiento a la accién profesional de redisefio. Con base
en lo sefialado por Fraser y colaboradores (2007) respecto a este tipo de transacciones de lo
aprendido en experiencias de desarrollo profesional, se concluye que el cambio en los
profesores traspasé el dominio cognitivo y se transfirié al didactico, dando lugar a un cambio

cognitivo docente respecto al razonamiento inductivo.

8.4. Limitaciones de la investigacion

Al reflexionar sobre el desarrollo de la investigacion y la obtencion de los resultados se
apreciaron algunas limitaciones del trabajo, principalmente de corte metodologico. Una de

estas limitaciones viene adherida a la naturaleza de las investigaciones de disefio como la
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aqui realizada, y concierne a la cuestion de en que medida los resultados son generalizables
a otros contextos y a diversas poblaciones de profesores (Plomp, 2013; Svihla, 2014). Si bien
los hallazgos sobre el cambio cognitivo docente son generalizables, no lo es del todo el
modelo tedrico formulado sobre el desarrollo de razonamiento inductivo de los profesores.
El dominio de validez del modelo tedrico y los resultados sobre la sensibilidad didactica, son
especificos del dominio matematico, de la generalizacién inductiva de patrones cuadraticos
usando estructuras algebraicas y de la forma de razonamiento de profesores de matematicas
de secundaria en servicio. Siendo asi, los principios considerados en el disefio de las
actividades y los resultados de la investigacion podrian extenderse a experiencias de
aprendizaje profesional con profesores de caracteristicas similares a los participantes en el
TDE.

El experimento promovio el desarrollo y sistematizacion del razonamiento inductivo
en profesores que presentan dificultades para generalizar patrones cuadraticos y ayudo a que
tomen consciencia de los procesos inductivos tanto en la resolucion de tareas como en lo
didactico. No obstante, de acuerdo con Yin (2003, como se cit6 en Plomp, 2013), para
ampliar la validez del modelo, se requiere replicar el experimento en otros contextos en mas
de una ocasidn y, en este caso, con otros grupos de profesores de secundaria, con el objeto
de asegurar la produccién de los mismos resultados. Esto contribuiria a la aceptacién y

generalidad del modelo propuesto en contextos similares.

Otra limitante identificada fueron las respuestas cortas y la poca o nula argumentacion
que dieron los profesores para expresar sus ideas y su razonamiento por escrito en las
primeras actividades del experimento. En cierta medida estas fueron subsanadas con el
dialogo entablado con ellos a través de cuestionamientos sobre sus respuestas. En conjuncién
con el reducido tiempo del programa para trabajar el contenido del mismo y la falta de
disponibilidad de espacios (de tiempo y lugar) para interactuar y entrevistar a los profesores
fuera de las sesiones, dificultaron dilucidar quée otras variables influyeron en el cambio
cognitivo y la sensibilizacion didactica respecto al razonamiento inductivo. Asimismo, estos
factores imposibilitaron validar con mas sustento en qué momento y donde tuvo mayor
impacto el experimento para el logro del objetivo. Cabe decir que, en las actividades de

evaluacion (Etapa 3), solamente se dispuso de las producciones escritas para efectuar los
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analisis correspondientes, por lo que no hubo condiciones para una evaluacion semi-sumativa

0 més profunda del objetivo y desarrollo del experimento en si mismo.

8.5. Aportesy alcances de los resultados de la investigacion

Previo a este trabajo, en la literatura de la educacion matematica, se carecia de
investigaciones acerca del razonamiento inductivo de profesores de matematicas de
secundaria en servicio. La mayoria de las investigaciones se habia enfocado en las acciones
y fases de este razonamiento en nifios, y en pocos estudios la poblacion eran profesores en
formacion. Esta investigacion ofrece mayor entendimiento de como razonan los profesores
y aporta una caracterizacion de los procesos inductivos que les permiten generalizar con éxito
desde casos particulares. Por otro lado, se contribuye a esclarecer el tipo y la naturaleza de
las dificultades que tienen profesores de matematicas para generalizar patrones cuadraticos

razonando de manera inductiva.

Como se comprob6 en el TDE, este marco de referencia es Util para indagar y proveer
informacidén sobre aspectos centrales del razonamiento inductivo de profesores de
secundaria, y posibilitar que conecten casos particulares con la obtencién de reglas generales.
De este modo, con el experimento desarrollado se puede contribuir por una parte, a superar
las dificultades que enfrentan algunos profesores para generalizar y, por otra parte, a generar
directrices pedagdgicas para favorecer la practica docente y el desarrollo de esta forma de

razonamiento en las aulas de clases de matematicas en secundaria.

A manera de reflexion, se considera apropiado realizar investigaciones futuras para
explorar la reproducibilidad y los alcances del experimento de desarrollo del profesor sobre
el razonamiento inductivo, no solo en contextos similares, sino también considerando otros
contenidos matematicos del curriculo de educacion secundaria. Asimismo, esto contribuiria

en ampliar el rango de generalidad del modelo.

Por otro lado, en esta investigacion se aporta el marco conceptual de un constructo
que fue Gtil para examinar y entender si un cambio cognitivo en el razonamiento inductivo
de los profesores implicaba una mejora en acciones de su practica profesional: la sensibilidad

didactica. Este constructo posibilité analizar si los profesores percibian en este razonamiento
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una forma alternativa de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, y un medio para
favorecer el desarrollo del pensamiento matematico en sus estudiantes, especialmente para

desarrollar su habilidad de generalizacion.

Como se observd durante el TDE, la sensibilidad didactica resulta un elemento clave
para que los conocimientos generados en este tipo de experiencias de aprendizaje profesional
docente sean mejor asimilados y transferidos por los profesores a acciones de su practica.
Esta sensibilidad se considera un elemento importante para estudiar como incrementar el
interés y la disposicion de los profesores por entender los procesos de aprendizaje y
desarrollo del pensamiento matematico, tal como el razonamiento inductivo, pues propicia
que cuestionen lo que saben, su practica y como aprenden sus estudiantes. Por lo anterior, la
sensibilidad didactica fortalece la conexion de lo aprendido en experiencias de desarrollo
profesional con la practica docente y la aceptacion de formas alternativas de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas. Sin embargo, faltaria mas investigacion sobre las variables

significativas que podrian suscitar esta conexion y realizarla de la manera méas adecuada.
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