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Resumen

La hepatitis B es una infeccion hepatica potencialmente mortal causada por el virus de la
hepatitis B (VHB). La organizacién mundial de la salud senala que hay 240 millones de
personas que padecen infeccidn crénica causada por el VHB. En epidemiologia, existe un
importante uso de modelos de ecuaciones diferenciales para describir de manera concisa
fendmenos complejos de ciertas enfermedades usando parametros con interpretacion
biolégica. En las ultimas décadas ha crecido el interés por modelar la dinamica viral a
través de ecuaciones diferenciales, y la integracion de datos clinicos, como la carga viral,
a estos modelos.

Este trabajo tiene como objetivo comparar los modelos dinamicos de infeccion viral basico
y estandarizado, mediante el enfoque bayesiano, utilizando mediciones de carga viral en
un grupo de pacientes con VHB, con y sin efecto de terapia a través de la aplicacion de
lamivudina. En esta metodologia estadistica se usa la funcién de pérdida cuadratica para
determinar el estimador Bayes y los intervalos creibles para los parametros de interés.
Se determinan los ndmeros reproductivos basicos de infeccién de los modelos con y
sin efecto de terapia. Por ultimo, se determina el mejor modelo utilizando el criterio de

informacion de la devianza y el factor Bayes.



Abstract

Hepatitis B is a life-threatening liver infection caused by the hepatitis B virus (HBV). The
world health organization points out that there are 240 million people suffering from chronic
infection caused by HBV. In epidemiology, there is an important use of differential equa-
tion models to describe the form of the complex phenomena of certain diseases with the
parameters with the biological interpretation. In recent decades, interest in viral dynamics
has increased through differential equations, and the integration of clinical data, such as
viral load, with these models.

The objective of this work is to compare the models of basic and standardized viral infec-
tion, using the Bayesian approach, the use of viral load in a group of patients with HBV,
and the effect of therapy through the application of lamivudine. In this statistical methodo-
logy, the quadratic loss function is used to determine the Bayes estimator and the credible
intervals for the parameters of interest. The basic reproductive numbers of the infection
of both models are determined, with and without therapy effect. Finally, the best model is

determined using the information criterion of the deviance and the Bayes factor.
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Capitulo 1

Introducion

En la biologia matematica, existe un amplio uso de modelos de ecuaciones diferenciales
para describir fendmenos complejos de enfermedades infecciosas usando parametros
con interpretacion biologica. Este trabajo se enfocé en el estudio en una de las enferme-

dades que mas afecta a la poblacién mundial, es el caso de la hepatitis B.

1.1. La hepatitis B

La hepatitis B es una infeccidon hepatica potencialmente mortal causada por el virus de la
hepatitis B (VHB). La enfermedad se transmite por contacto con sangre o fluidos corpo-
rales de una persona contagiada. Este virus infecta a las células del higado, que puede
dar lugar tanto a un cuadro agudo como a una enfermedad croénica. La organizacién mun-
dial de la salud (OMS) senala que hay 240 millones de personas que padecen infeccion
cronica por el VHB. Mas de 686,000 personas mueren cada ano como consecuencia de
la hepatitis B, incluido por cirrosis y cancer hepatico. En 2015 se registraron en México
24 mil casos de hepatitis, de éstos cerca de 1,750 casos de hepatitis B (WHO, 2018).

¢, Qué es el higado?

El higado es un importante érgano que esta presente tanto en el ser humano, como en
los animales vertebrados. Esta situado en la parte superior derecha del abdomen, debajo

del diafragma, segrega la bilis esencial para la digestion de las grasas y cuenta con otras



muchas funciones, entre ellas la sintesis de proteinas plasmaticas, almacenamiento de
vitaminas, glucégeno y funcion desintoxicante.

Para diagnosticar un problema del higado se realiza una biopsia cuando es dificil deter-
minar un problema del higado mediante pruebas sanguineas o técnicas de imagenologia,
como el ultrasonido y los rayos X. Es mas comun que la biopsia del higado se realice pa-
ra calcular el nivel de dano hepatico, un proceso llamado estadificacion. La estadificacion
ayuda a guiar el tratamiento. La biopsia del higado es un procedimiento que consiste en
extirpar una pequena muestra del higado para examinarlo bajo un microscopio y analizar
si hay dano o enfermedad. Los tres tipos principales de biopsia del higado son la per-
cutanea, la transvenosa y la laparoscépica (Ripoll & Banares, 2012).

Biopsia hepatica percutanea

La técnica mas comiunmente usada para recolectar una muestra de higado es la biop-
sia hepatica percutanea. Para este método, se introduce una aguja hueca a través del
abdomen y dentro del higado para extirpar un pequeno pedazo de tejido. La biopsia per-
cutanea tiene como finalidad la toma de una muestra de una lesion localizada en una
viscera o estructura ésea determinada para analizarla y obtener un diagndstico de posi-
ble enfermedad.

Biopsia hepatica transvenosa

La biopsia hepatica transvenosa se utiliza cuando la sangre de una persona coagula con
lentitud o cuando existe exceso de liquido en el abdomen, una alteracion llamada ascitis.
Se hace una pequena incision en el cuello y se introduce en la vena yugular una vaina,
gue es un tubo hueco de disefo especial.

Biopsia hepatica laparoscopica

Los médicos usan una biopsia hepatica laparoscépica para obtener una muestra de tejido
de una o varias zonas especificas del higado o cuando existe el riesgo de propagacion de
cancer o infeccion. La cirugia laparoscépica es una técnica que evita el hacer una incision
grande, al realizar una o pocas incisiones pequenas.

La biopsia percutanea es el mejor medio para la evaluacion del dafno hepatico, pero su
aplicacion presenta diversos inconvenientes: es cara, no es fiable, es dolorosa, y no esta

exenta de riesgo a enfermedades oportunistas.



1.2. Replicacion viral

La infeccion comienza con el virus adhiriéndose a la superficie celular. La envoltura del
virus se fusiona con la membrana celular, liberando el ntcleo al citoplasma de la célula.
Posteriormente, las proteinas del nlcleo se separan de la doble cadena de acido des-
oxirribonucleico (ADN) y el genoma viral se desplaza hacia el interior del nucleo. Luego
la enzima polimerasa viral completa los fragmentos que hacen falta, hasta generar la ca-
dena doble de ADN circular cerrado de modo covalente (cccADN). Luego, comienza la
transcripcion del ADN viral mediante una enzima de acido ribonucleico (ARN) polimerasa
de la célula, para formar el ARN que servira de plantilla para el ADN genémico viral y para
los ARN mensajeros (ARNm), que daran origen a las proteinas virales. Estos ARN salen
del nucleo y son traducidos como proteinas virales estructurales y como una cadena ARN
pre-gendomica, la cual es encapsulada por las proteinas del nicleo. Posteriormente, den-
tro del ndcleo, la cadena de ARN viral es transcrita a una cadena de ADN por la misma
enzima polimerasa viral que completé la cadena doble de ADN inicialmente. Las proteinas
que constituyen el antigeno de superficie de la hepatitis B (HBsAg) son sintetizadas en el
reticulo endoplasmatico rugoso de donde saldran posteriormente las capsides con ellas
en su superficie. Finalmente, el virus es secretado fuera de la célula. En la Figura[l.1]se
presenta un esquema de la replicacion del virus de la hepatitis B (Collier & Oxford, 2008).
Para el tratamiento VHB se emplea la lamivudina, este es un farmaco que se utiliza para
el tratamiento de las infecciones viricas, es un analogo del nucleosido citidina que actia

inhibiendo la enzima transcriptasa inversa del virus de la inmunodeficiencia humana.

1.3. Carga viral

La carga viral es determinante en el estudio del paciente VHB croénico y en la evaluacion
de la eficacia del tratamiento. Un examen de biologia molecular permite cuantificar el VHB
gue porta un paciente. La carga viral de VHB permite predecir y monitorear la respuesta

al tratamiento antiviral
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Figura 1.1: Ciclo de replicacion viral de la hepatitis B.

1.4. Problematica

La eficacia del tratamiento antiviral de la infeccion de hepatitis B (VHB) puede analizarse
mediante el uso de modelos matematicos. Diversos modelos matematicos se han desa-
rrollado para dichos estudios. El modelo basico de infeccion viral (BVIM, por sus siglas
en inglés) es utilizado ampliamente en estudios de la dinamica de infeccidn del virus de
hepatitis B. Este modelo supone que el proceso de infeccion sigue la ley de accion de
masad| que se describe mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no
lineales.

En el presente trabajo se abordan los modelos matematicos denominados modelo BVIM
y Modelo basado en incidencia estandar (ABVIM, por sus siglas en inglés) que, desde el
punto de vista médico, mejora al modelo BVIM puesto que a diferencia de éste no supone
qgue el tamano de higado pequeno puede ser mas resistente a la infeccion del virus que
un higado de tamano grande.

La biopsia percutanea ha resultado ser el mejor medio para evaluar el dafo hepatico de

un individuo; sin embargo, es importante tomar en cuenta que este tipo de estudio resulta

La ley de accién de masas establece que para una reaccién quimica reversible en equilibrio a una
temperatura constante, una relacion determinada de concentraciones de reactivos y productos tiene un

valor constante.



poco conveniente porque es caro, doloroso, no es fiable y no esta exento de riesgos a
enfermedades oportunistas, es por esto que lo que se hace es monitorear la carga viral
en sangre periférica para cuantificar el dafo hepatico.

Con este trabajo se determind el porcentaje de efectividad del tratamiento de Iamivudinaﬂ
en enfermos de hepatitis B utilizando solamente datos clinicos y de laboratorio, mediante
la medicidn de la carga viral total de individuos; es decir, sin necesidad de realizar ningun

tipo de biopsia de higado.

1.5. Objetivos

Objetivo general

Comparar los modelos dinamicos de infeccion viral basico y estandarizado, mediante el
enfoque bayesiano, utilizando mediciones de carga viral en un grupo de pacientes con

VHB, con y sin efecto de terapia a través de la aplicaciéon de lamivudina.

Objetivos especificos

Estimar los parametros en los modelos BVIM y ABVIM, bajo tratamiento antiviral y

el efecto post-terapial|.

Obtener los intervalos creibles para los parametros de interés de ambos modelos.

Determinar los nimeros reproductivos basicos de infeccién de ambos modelos.

Identificar el mejor modelo mediante la comparacién de los criterios estadisticos.

Para lograr los anteriores objetivos, el presente trabajo se estructura de la siguiente ma-
nera: en el Capitulo 2 se aborda el marco teérico de los modelos BVIM y ABVIM; uno de

los métodos de solucion mas comun de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales,

2La lamivudina es un farmaco que se utiliza para el tratamiento de las infecciones viricas. Es un analogo
del nucledsido citidina que actua inhibiendo la enzima transcriptasa inversa del virus de la inmunodeficiencia
humana, causante del SIDA. De esta manera impide que el virus se replique (Pascuet, Creus, Martin & del

Cacho, 2011).
3Luego de retirado el tratamiendo de lamivudina



el método Runge-Kutta; la inferencia bayesiana para la estimacion de parametros que
utiliza los resultados de la solucidon de las ecuaciones diferenciales en la funcion de ve-
rosimilitud y distribuciones a priori adecuadas, asi como algunas pruebas estadisticas de
diagnéstico para asegurar la validez de los resultados obtenidos y de algunos criterios
de seleccion de modelos. En el Capitulo 3, se describen los dos modelos bajo estudio;
se presentan los datos del tratamiento de lamivudina, los valores de los parametros re-
sultados de la literatura, y las condiciones iniciales para resolver el problema de falta de
solucion analitica del sistema de ecuaciones diferenciales; las distribuciones a priori para
los parametros de interés, y finalmente, las distribuciones a posteriori obtenidas. En el
Capitulo 4 se presentan los resultados de las estimaciones bayesianas obtenidas de los
dos modelos empleados en el estudio, algunas pruebas de validez de los resultados, y al
final se presenta una comparacion y discusion entre ambos resultados. Finalmente, en el

Capitulo 5 se presentan las conclusiones a las que se llegan en el presente trabajo.



Capitulo 2

Marco Teorico

En este Capitulo se enuncian los preliminares que fueron necesarios para encaminar este
trabajo, se dan a conocer los modelos deterministicos que se utilizaron, el enfoque baye-

siano, su inferencia, asi como toda la teoria necesaria que fundamenta la investigacion.

2.1. Modelo simple de decaimiento viral

El modelo mas simple para describir el decaimiento de la carga viral en pacientes (Perel-

son & Nelson,1999) es el siguiente:

du(t)
dt

=p — po(t) (2.1)

donde v(t) es logaritmo base 10 de la concentracién de particulas virales; p y u son
parametros positivos, que determinan la produccion y decaimiento viral, respectivamente.
El modelo tiene como condicion inicial v(tg) = vy y al resolver mediante el método de

separacion de variables se logra la solucion exacta:

o(t) = (p/ 1) + (vo — p/p)) * exp(—p * (t — t0)). (2.2)

A través de la solucion anterior se obtuvo una ecuacion para determinar la “vida media”(t, »)

de la carga viral:

1 (vo — 2)
t1/2:t0+—*ln o Z
H (7—;)




2.2. Modelo basico de infecciones virales

Una forma mas detallada de analizar el ciclo de replicacion viral es mediante el modelo
BVIM el cual es ampliamente usado para estudiar la dinamica de la infeccion del VHB.
Este modelo asume que el proceso de infeccion sigue la ley de accion de masas y esta
fundamentado en un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales.

En la Figura 2.1 las células susceptibles a la infeccion, conocida como células blanco
(X), estan infectadas por el virus (V') con una tasa constante /3. Se supone que las células
susceptibles proliferan a una tasa A y mueren a una tasa ¢ por célula. La infeccion produce

células infectadas (Y), que producen nuevos virus a una tasa ~, y mueren a una tasa «

por célula. Los virus libres se eliminan a una tasa y por virién [

P Tasa de Infeccion
A
K
Y Viriones por dia b4
— >
Célula Célula
Infectada Susceptible
[
&
i
w 4 v
Muerte Eliminacidn Muerte

Figura 2.1: Diagrama basico de infeccion viral.

! Se denomina virion a la particula virica morfolégicamente completa e infecciosa (Collier & Oxford,

2008).




El modelo matematico basico (BVIM) de ecuaciones diferenciales ordinarias para células

no infectadas z, células infectadas y, y virus libre v, es el siguiente:

dx

E:)\—éx—ﬁvx,

% = fvxr — ay, (2.3)
B ey —

dt_ Yy pJv

donde z, y y v son numeros de células no infectadas (susceptible), células infectadas y
virus libres, respectivamente. Se supone que las células no infectadas se reproducen a
una tasa constante A\, mueren a una tasa de 4, y se infectan a razén de 3. Se tiene que
£ es una tasa constante que describe el proceso de infeccion. Las células infectadas se
producen a una tasa de 5 y mueren a una tasa «a. Las particulas virales se producen a
partir de células infectadas a razon de « y se eliminan a una tasa p. Este modelo se utiliza
para el estudio de la dinamica de los agentes infecciosos tales como hepatitis B. En el
caso del Modelo (2.3), el nimero reproductivo basico de la infeccion:

_ Mk

Ry =
0 ad

es proporcional al tamano del érgano % (Nowak, Bonhoeffer & McDade, 1996).

Teniendo en cuenta el R, los posibles escenarios de la infeccion viral son los siguientes:

» Si Ry < 1, el modelo anterior tienen un punto de equilibrio:

E; = (%,0,0)

= Si Ry > 1, el modelo anterior tiene dos puntos de equilibrio:

E; = (%,0,0)

Y FE R N
E‘(E’E(l Ro)’ﬁ(RO 1))

Se conoce que el virus en el plasma tiene una vida media de 24 horas, que es el tiempo
en el que la concentracion viral se reduce a la mitad; la produccion total es de 10 y la
carga viral de 2 x 10'*. En el caso de las células infectadas estas tienen una vida media
de 10 a 100 dias.



El nimero reproductivo basico de la infeccion del BVIM es proporcional al nimero total
de células del higado antes de la infeccion. Esto sugiere que el BVIM puede no ser un
modelo razonable para la descripcion de la infeccion del virus VHB ya que implica que un
individuo con el higado mas pequefio tal vez sea mas resistente a las infecciones de virus
gue un individuo con un érgano mas grande. En consecuencia, el significado practico de
R, es bioldgicamente cuestionable; el BVIM puede no ser un modelo apropiado para la

interpretacion de infeccion por el virus VHB.

2.3. Modelo de infecciones virales estandarizado

El modelo matematico estandarizado ABVIM esta dado por (Min, Su & Kuang, 2008):

dx X

a =\—0xr — 5vm,

dy X

E = /BUX—-'-y — ay, (24)
dv_

ar Y — KU,

Las variables z, y, v y los parametros \, 4, 3, a, x y 1 son definidos de la misma forma que
los del modelo basico de infeccion viral (BVIM). Sin embargo, aqui el nimero reproductivo
basico de la infeccion R no depende del niumero total de células del higado de la persona.

En el caso del Modelo (2.4), el nUmero reproductivo basico de la infeccion:

_ Bk

= o

Se observa que el R no depende del numero total de células del higado de la persona.

Ry

Se tiene en cuenta que para el R los posibles escenarios de la infeccion viral son los

siguientes :

» Si R < 1 entonces el modelo anterior tienen un punto de equilibrio:

E; = (g,o,o)

= Si R} > 1, el modelo anterior tiene dos puntos de equilibrio:

E; = (%,0,0)

. A MRS —1) Me(Ry — 1)
BT = (5+a(Rg — 1)’ 6 +a(R;—1) pld+ a(RE — 1)})
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Dado que los sistemas de ecuaciones diferenciales (2.3) y (2.4) no tienen solucion exacta

se usan métodos de solucion numérica.

2.4. Meétodos de solucion numeérica

Los métodos de Runge-Kutta emplean indirectamente el algoritmo de Taylor. Estos méto-
dos evalian f(x,y) en mas de un punto en la proximidad de (z,,y,) en lugar de evaluar
derivadas de f(z,y), las cuales se necesitarian para el uso directo del algoritmo por se-
ries de Taylor.

La derivacion de estos métodos se acompana de la suposicion de un algoritmo particular
con ciertos coeficientes indeterminados. Los valores de estos términos constantes se en-
cuentran igualando la formula de Runge-Kutta de orden p al algoritmo de Taylor de orden
p (Rodriguez, 1999).

2.4.1. Runge-Kutta de segundo orden

Los métodos de Runge-Kutta logran una exactitud del procedimiento de una serie de
Taylor, sin requerir el célculo de derivadas superiores. Probablemente uno de los proce-
dimientos mas difundidos, y a la vez mas exactos, para obtener la solucién numérica del

problema de valor inicial. Se parte de:

Ynt1 = Yn + Blk1 [ (@, yn) + ko f (20 + @b,y + BRf (20, yn))] (2.5)

la cual es equivalente al algoritmo cuadratico de Taylor:

h .,
Yn+1 = Yn + h f(xnayn) + §f (xnayn) (26)

Igualando las Ecuaciones (2.5) y (2.6) para resolver:

klf(xna yn) + ka(xn + ah,y, + Bhf<xna yn)) = f(xm yn) + gf/(xm yn) (2.7)

11



y expandiendo el segundo término del lado izquierdo en la ecuacién anterior en una ex-

pansion lineal de Taylor, obtenemos:

f(xn + ah, y, + Bhf@jm yn)) = f(xm yn) + ahfw<xn7 yn) + Bhf@;n; yn)fy<xn7 yn> (2.8)

Y luego sustituimos la Ecuacion (2.8) en la (2.7) para obtener:

klf(xm yn) + ko [f<xm yn) + ahfm(xnv yn) + ﬁhf(xm yn)fy(xm yn)]

= f(Tn, yn) + g[f(xmyn)fy(xmyn)]

donde el nuevo lado derecho se obtiene de reemplazar f’ por f, + ff, y asi obtenemos

tres ecuaciones:

k’l—i-kg =

]{3204 =

N~ N~ =

k25 =

Dado que se tiene 4 parametros por determinar y solo 3 ecuaciones, se tiene una fa-
milia de soluciones en términos de uno de ellos (ky, k2, o, 3). Si hacemos ky # 0 como

parametro independiente, se obtiene la siguiente solucion:

k’l - 1-]6'2
1

o — JRE—
2k,
1

p = 2—]{;2

y sustituyendo en la Ecuacion (2.5), obtenemos:

h
Yn+1 = Yn + E[f(xm Yn) + f(Tn + D yn + hf<xn’ yn))]

Para simplificar un poco, podemos hacer x,, + h = z,,+1 Y f(zn, yn) = fn ¥ asi simplificar la

notacion:
h
Ynt1 = Yn + E[fn + f(xTH-layn + hfn)}

gue no es mas que el método mejorado de Euler.

12



2.4.2. Runge-Kutta de cuarto orden

La formula utilizada por este método se emplea para calcular la nueva aproximacion y,, .1

(no olvidar que aqui la variable independiente es z y la variable dependiente es v):
1
Yn+1 = YUn + 6(1{71 + 2]{32 + 2]{73 + k4)
donde

kl = hf<xn>yn)

h k
by = hf(za+ 5um+ )
h k

ke = hf(zn+h,y, +ks3)

Este método se basa en una expansion de Taylor truncada hasta términos de cuarto
orden. En algunas ocasiones es llamado el método de Kutta-Simpson porque se reduce

a la Simpson si 4 (z) es independiente de y. Esto es, siy'(z) = f(x), tenemos:

ki = hf(x,)

ks = hf(z,+ h/2)
ks = hf(z,+ h/2)
ky = hf(xz,+h)

it = Y SUT () + A7 (@0 1/2) + F (a0, 0)]

y si utilizamos un intervalo de h* = h/2, podemos escribir:

*

s =t + o ) + 4 (1) + (o +20°)

Que es la Regla de Simpson % para integracion.
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2.4.3. Algoritmo de Runge-Kutta para sistemas de ecuaciones dife-

renciales

Dado que ahora tenemos p ecuaciones diferenciales de orden 1, existiran p variables que
denotaran la solucion al sistema. Para lograr lo anterior, manejamos dos subindices: el
primero indicara la variable y el segundo indicara el nimero de la aproximacion.

Considere el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales (Rodriguez, 1999):

x1(t) = fi(t, 21, 29, ..., xp) = fi(t, )
zp(t) = fp(t, x)

Las condiciones iniciales las podemos expresar de la siguiente forma:

ZE%O) =

0) _
Ip = ozp
con la férmula recursiva

) ) 1
I(JJrl) = LL’(J) + é[k’l + 2]{52 + 2]{73 —+ k4}

y las k£ toman la siguiente forma:

ki o= hf(t;,29) = kY = hfi(t;,a7)

h o 1 ; h o 1
ky = hf(t;+ §,x(]) + k) = KD = hfi(t; + 5,9:(]) + k1)

hon 1 ; hoon 1
k‘g = hf(tj + 5,[E(]) + 5]’{12) — k‘é) = hfi(tj + §,$(j) -+ 5]{32)

hoo 1 ; hoo 1
k4 = hf(tj + 5,1'(]) + §k3) — ki) = hfi(tj + §,$(j) + 5’63)

donde i = 1, ..., p. Conocer la solucion exacta o numérica de sistemas de ecuaciones di-
ferenciales es necesario para la estimaciones de parametros tanto en el contexto clasico,

como para el bayesiano.
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2.5. Analisis bayesiano

La utilizacion de modelos bayesianos constituye un enfoque alternativo a problemas re-
sueltos mediante métodos convencionales de inferencia. La estadistica bayesiana combi-
na la inferencia estadistica y la teoria de decisién con incertidumbre, la misma introduce
al modelo una distribucion a priori f(), que expresa el conocimiento o ignorancia acerca

del parametro 6.

2.5.1. Inferencia bayesiana

La inferencia bayesiana, puede utilizarse para estimar parametros, seleccionar modelos
y hacer prediccion usando las soluciones de los modelos de ecuaciones diferenciales e
incluso cuando dichos modelos son no lineales y no tienen solucién analitica.
Supongamos que observamos un proceso y = (i, ..., ¥,) €n los tiempos discretos ¢4, ..., t,, €
[0, T tal que

yi = f(Xo(t:)) + &4, ei ~iia N(0,0%),

donde X, es la solucién del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:
dX
= F(X0.1.0). Xo(to) = Xq (2.9)
0 € A C R es un vector de parametros desconocidos, y F': R? x [0, T[x A — R? es una
funcién conocida. Tomamos 02 € S C R™
Suponemos que la funcion F en el lado derecho de problema del valor inicial (2.9) sigue
las condiciones de regularidad del teorema de Picard (Suli & Mayers, 2003). También se
asume para el espacio paramétrico que A y S son conjuntos compactos.
En estadistica bayesiana, la estimacion, la prediccion y la seleccion del modelo se basa

en la funcién de verosimilitud:
1 n
PY|<I>(CU|¢) = U_n(QW)_n/Qezp {_7 Z(yz - Xe(ti))Q}
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donde ® = (O, Y)) es una variable aleatoria con una realizacién particular ¢ = (6, 0). Esta
expresion involucra el célculo aproximado de Xy, que es solucion de (2.9).
En la practica, el sistema (2.9) se resuelve utilizando un solucionador numérico y la infe-

rencia se realiza, no en el modelo exacto anterior, pero si en un modelo aproximado,
yi = f(X§(t:) +ei, € ~iia N(0,07), (2.10)

donde y; son las observaciones en el tiempo ¢; y X}(¢;) denota la solucién aproximada de
(2.9) proporcionada por la solucion numérica (siendo h un parametro de precision de la

solucion, tipicamente su tamano de paso), luego se supone que:
yi ~ N (Xg(t:), 0%)

La verosimilid derivada del modelo (2.10) se expresa de la siguiente manera:

Pia(ul) = o~ (2m) " 2eap {—% > (i Xé%(ti))?}

Existe una necesidad real de comprender y controlar el error cometido al trabajar con
P{}|q>(y|qb) en lugar de Py4(y|¢) (Capistran, Christen & Donnet, 2016).

Para hacer inferencia sobre ¢ , generalmente se cuenta con informacion acerca de su

valor, antes de ver los datos. Esto se representa en la distribucion a priori.

Definicion 2.5.1 La distribucion a priori Py(¢) mide el grado de conocimiento inicial que

se tiene de los parametros en estudio.

La distribucion a priori es una distribucion conjunta en el caso de que ¢ tiene dimen-
sién mayor a 1. Esto implica la busqueda de esta distribucion. Cominmente se considera
la distribucién a priori como el producto de las distribuciones marginales, se supone los
parametros ¢; y ¢;, son independientes con i # j. Cuando el conocimiento inicial del
parametro ¢ puede ser muy vago, da lugar a distribuciones a priori no informativas.

Cuando se cuenta con base de datos pequenas, la mayor informacién recae en las dis-

tribuciones a priori que se asigna a los parametros. Es por esta razén la importancia de
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investigar cual es la distribucion indicada para cada parametro. A menudo, un analisis
bayesiano es equivale a un analisis clasico con una distribucion a priori no informativa,

porque estas no van a ofrecer mucha informacién sobre los parametros.

Definicion 2.5.2 Una distribucion de ¢ es no informativa si no contiene informacion sobre

¢, es decir, no establece si unos valores de ¢ son mas favorables que otros.

Las distribuciones informativas, son resultado de estudios empiricos previos, conocimien-
to del investigador por intervalos de estimaciéon de momentos y supuesto de simetria.

Una distribucion a priori pertenece a cierta clase o familia de distribuciones paramétricas
D; entonces diremos que esa distribucion es conjugada respecto a la verosimilitud si la
distribucién a posteriori también pertenece a la clase D. La idea de la distribucion conjuga-
da es que la distribucion a posteriori tiene la misma forma algebraica que la distribucion
a priori. Luego, esta claro que si se elige una distribucién a priori Py(¢) con la misma
estructura de P2(¢|y) , pensando en esto como funcion de ¢ entonces, la distribucion a

posteriori tendra la misma forma.

Definicion 2.5.3 Teniendo la creencia a priori de que la funcion de distribucion de proba-
bilidad es Py(¢) y de que una observacion'Y con verosimilitud P{}‘ »(y|®) la probabilidad

a posteriori es definida como Py, ($ly) o< Pe(¢) Py (yl9).-

La distribucién posterior del modelo aproximado, es:
P}y (4]) Pa ()
P (y)
donde P} (y) = [ P} i4(ylé) Pe(¢)de y ¢ es vector de parametros.

Para generar muestras de las distribuciones a posteriori y estimar cantidades de interés

Py(ely) =

(2.11)

se utilizan los métodos de cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC). En los métodos
MCMC se simulan valores de una densidad propuesta, que no tiene que ser necesaria-

mente parecida a la densidad a posteriori. En muchos casos la distribucion a posteriori se
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hace muy compleja de determinar, ya que intervienen integrales multiples de gran com-
plejidad es por esta razén que se acude a algoritmos computacionales como el método

de cadenas de Markov Monte Carlo.

2.5.2. Cadenas de Markov Monte Carlo

Las cadenas de MCMC son métodos de simulacion para generar muestras de las dis-
tribuciones a posteriori y estimar cantidades de interés a posteriori. Son algoritmos que
permiten obtener una muestra de una distribucion de probabilidad f sin necesidad de si-
mular directamente la distribucién [Robert & Casella, 2010].

Una cadena de Markov es un proceso estocastico {¢M, ¢, ..., (1} tal que

P10, . o) = F(oD]o0)

es decir, la distribucion de ¢ en el estado ¢ + 1 dados todos los estados previos de ¢
depende solo del estado anterior, (. Ademas f(¢+Y|¢*)) es independiente del tiempo
t.

Con el fin de generar una muestra de f(¢) se desea construir una cadena de Markov con
dos propiedades, la primera es que f(¢+9|¢®)) debe ser facil de generar y la segunda
es que el distribucion estacionaria debe ser la distribucidn a posteriori de interés.
Suponiendo que hemos construido una cadena de Markov con estos requisitos, entonces

el algoritmo para obtener la cadena MCMC consiste en:

1. Seleccionar un valor inicial.
2. Generar T resultados hasta generar la distribucién estacionaria.

3. Monitorear la convergencia del algoritmo usando diagnosticos de convergencia. Si
no se obtiene la convergencia, el diagndstico lo detecta y se generan mas observa-

ciones.

4. Desechar las primeras B observaciones.
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5. Considerar {¢(B+D) ¢(B+2) ()1

6. Graficar la distribucion a posteriori( usualmente se pone atencién en las distribucio-

nes marginales univariadas)

7. Resumir la distribucion a posteriori (media, mediana, desviacion estandar, cuantiles)

2.5.3. Estimadores bayesianos

Después de obtener la distribucion a posteriori, la estimacion de ¢ se determina conside-

rando la funcion de pérdida L(¢, a).

Definicion 2.5.4 Sean f(¢|y) la distribucion a posteriori y L(¢,a) una funcion de pérdida
que en términos generales, da el costo de decidir que el parametro tiene el valor a, cuan-
do de hecho es igual a ¢. El estimador a puede ser elegido para minimizar la pérdida

esperada posterior,

E[L(aly)] = / L(6,a) f(6ly)ds

La funcion de pérdida es dificil de especificar, ya que la pérdida no siempre es facilmente

medible. Algunas de las funciones de pérdida mas utilizadas son:

a) La funcion de pérdida cuadratica:
L(¢,a) = (¢ — a)*
produce como estimador bayesiano la media de la distribucion a posteriori.
b) La funcion de pérdida lineal absoluta:
L(¢,a) = |¢ —d
produce como estimador bayesiano la mediana de la distribucidn a posteriori.
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c¢) La funcién de pérdida todo/nada:

0 si p=a
1 st ¢o#a

L(¢,a) =

produce como el estimador bayesiano la moda de la distribucion a posteriori (Gel-
man et al., 2014).

2.5.4. Intervalos creibles

En el enfoque bayesiano, la estimacion por intervalos creibles se define por una evalua-

cién simple de las distribuciones a posteriori marginales de los parametros.

Definicion 2.5.5 Un intervalo de credibilidad al 100(1 — «) % para 6 es un subconjunto C

de O tal que
fc f(0y)dd  caso continuo

Zeec fOly) caso discreto

Asi, la distribucion a posteriori f(0|y) permite calcular probabilidades en ©, ademas ad-
mite hablar de que la probabilidad de 6 esté en C. Al determinar un conjunto creible para
6, una propiedad deseable es que la longitud del intervalo sea pequena (Cepeda, Aguilar
& Cervantes, 2008).

2.5.5. Diagnésticos de convergencia

Cuando se utilizan los métodos de MCMC se espera que las cadenas alcancen la con-
vergencia a una distribucion estacionaria que es la distribucion posterior de interés. Sin
embargo, esto no siempre ocurre, es por esto que se necesitan pruebas estadisticas para

determinar la convergencia de las cadenas.
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Diagndstico de Gelman-Rubin

Al generar multiples cadenas de Markov, cada una con condiciones iniciales diferentes, un
diagnéstico de convergencia es el de Gelman y Rubin Gelman, este propone una prueba
de convergencia basada en 2 o mas cadenas paralelas, cada una partiendo de diferentes
valores iniciales que estan sobre-dispersos con respecto a la verdadera distribucién pos-
terior. Su método se basa en una comparacion entre las varianzas dentro y entre cadenas
para cada variable (esencialmente un analisis clasico de varianza).

Los diagnésticos de Gelman y Rubin reportados por la libreria coda del software R (Plum-
mer, Best & Vines, 2006), son el 50 % y el 97,5 % cuantiles de la distribucion de muestreo
para este factor de reduccion de escala potencial. Se simulan m > 2 cadenas de lon-
gitud 2n con valores iniciales sobredispersos. Estos cuantiles se estiman a partir de la
segunda mitad de cada cadena, luego de realizar el quemado. Si el cuantil superior es
aproximadamente 1, se puede diagnosticar la convergencia. En este caso, las estadisti-
cas resumidas y las estimaciones de densidad pueden calcularse combinando el ultimo
50 % de iteraciones de todas las cadenas. El estadistico de Gelman-Rubin es la reduccion
de escala potencial se estima de la siguiente forma:

Estadistico de Gelman-Rubin V7 — 1/ /%)

m n

Varianza en las cadenas W = min—1) Z Z

glzl

, . = 1 1
Varianza estimada V' (6) = (1 - —) W+ —-B
n

n

3

Varianza entre cadenas B =

j:l
qgue se puede interpretar como la medicion del factor por el cual la desviacion estandar
de # podria reducirse al extender la cadena. El factor R disminuye a 1 como la longitud
de la cadena tiende al infinito, por lo que R deberia estar cerca de 1 si las cadenas han
convergido aproximadamente a la distribucion objetivo. Gelman sugiere que R debe ser
menor que 1.1 0 1.2 (Rizzo, 2007).

Cuando declaramos la convergencia aproximada, en realidad estamos concluyendo que
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cada secuencia individual parece estacionaria y que las secuencias observadas se han

mezclado bien entre si.

Diagnostico de Geweke

El diagnéstico de Geweke verifica la convergencia de la media de cada parametro por
separado de los valores de una sola cadena. En esta prueba se aplica una prueba de
Z para comprobar si las medias estimadas a partir de dos submuestras diferentes de
la muestra total, son iguales. Usualmente se compara el 10 % inicial y el 50 % final de la
muestra total. Para la varianza asintotica de la media muestral se usa una estimacion de la
densidad de la teoria espectral. Para un conjunto de generado de valores M, 9 .. 9T
de un paradmetro ¢ de interés, se calcula la media de la muestra 6, seguida por el célculo
de la distribucion espectral Sy(w) para series de tiempo. Entonces el error estandar de la
media esta dado por +/Sy(0)/T y por lo tanto el estadistico Z se define como

—A —B
[
‘= THe w0
Tt T,

Asintoticamente Z tiene distribucién normal estandar, donde §A, " son las medias mues-
trales de las dos submuestras mencionadas, 7,4 y T son los tamafos, y S3'(0) y SZ(0)
son las varianzas.

Los parametros con |Z| > 2 tienen medias diferentes de las primeras y ultimas iteracio-

nes, y por lo tanto indican no convergencia de la cadena MCMC (Ntzoufras, 2009).

2.5.6. Inferencia bayesiana para ecuaciones diferenciales

La libreria deBlnfer brinda un marco bayesiano para la inferencia paramétrica en ecua-
ciones diferenciales. Este enfoque ofrece una metodologia rigurosa para la estimacion de
parametros, asi como para modelar el vinculo entre las condiciones iniciales y parametros

del modelo. Para realizar la inferencia utilizando deBlnfer, el usuario debe especificar las
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estructuras de datos que representan el modelo de ecuaciones diferenciales, la verosimili-
tud y las distribuciones apriori para aquellos parametros que se desean estimar. La libreria
deBlnfer toma esa informacion y muestrea las distribuciones a posteriores usando cade-
nas de MCMC, resolviendo numéricamente el modelo de ecuaciones diferenciales dentro
del procedimiento MCMC. El procedimiento MCMC para deBinfer ofrece realizaciones de
Metropolis-Hastings independientes y aleatorias, y se implementa completamente en R
(Boersch, Ryan & Johnson, 2017).

2.5.7. Seleccion de modelos

En la actualidad es posible resolver problemas de gran complejidad utilizando varios mo-
delos estadisticos ya sean clasicos o bayesianos, lo que lleva a decidir cual de todos es el
modelo mas adecuado. Para esto se tienen medidas y criterios qué ayudan a determinar

gue modelo es mejor en el sentido de ajuste o de prediccion.

Criterios para la seleccion de modelos

Desde un punto de vista frecuentista la devianza es la diferencia en log-verosimilitudes

entre el modelo saturado y el modelo ajustado.

Definicion 2.5.6 La devianza para la seleccion de modelos bayesianos se define como:

D(¢yr, M) = —=2log[f(ylep, M)] + 2log g(y) (2.12)

donde y son los datos, ¢,, el vector de parametros bajo el modelo M, f(y|®) es la funcion
de verosimilitud y log g(y) denota un término de notacion totalmente especificado por los
datos.

Dempster propuso comparar la media posteriori de la devianza. Siguiendo esta idea Spie-
gelhalter et al. (2002) propuso el criterio de informacion de la devianza (DIC por sus

siglas en inglés) basado en la distribucion a posteriori de D(¢)
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Definicion 2.5.7 El DIC se define como:
DIC(M) = D(¢y;, M) + 2dy;

donde ¢ es la media posterior del parametro en el modelo M.

La ventaja del DIC' sobre otros criterios, en el caso de seleccion de modelos bayesianos,
es que el DIC se calcula facilmente a partir de las muestras generadas por una cadena
MCMC.

Factor de Bayes

El factor Bayes se utiliza para comparar modelos bayesianos. Supongamos un problema
en el que se tiene que elegir entre dos posibles modelos M; y M, una vez que se ha

observado una muestra y.

Definicion 2.5.8 El factor Bayes (FB) se define como:

Fh= f(y|0as,)

donde f(y|0,) es la verosimilitud marginal bajo el modelo M, M € (M, M,) que esta
dada por
F6IM) = [ £(01630)5 (600 (2.19)

f(y|@yr) es la verosimilitud bajo el modelo M que tiene parametro 0,y f(6,|M) es la
a priori de 6,, dado el modelo M. Existen varios métodos para estimar (2.13), en este
trabajo se realiz6 via MCMC.

El FB es similar a la prueba de la razon de verosimilitud, pero en lugar de maximizar la
verosimilitud, el FB realiza un promedio ponderado en la distribucion de los parametros
(Kass & Raftery, 1995). En el caso del FB, Jeffreys establecié una escala de interpretacion

como se muestra en la Tabla 2.1
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BF Fuerza de la evidencia a favor de M;

1-3 Negativa (apoya M)
3—20 Positiva

20 — 150 Fuerte
> 150 Muy Fuerte

Tabla 2.1: Interpretacion del FB segun Jeffreys.
Estimacion de la verosimilitud marginal

Un método para aproximar la verosimilitud marginal es utilizar los valores simulados, via

MCMC, de la distribucion a posteriori mediante la siguiente ecuacion:

fW0m, m)f(Op|m) 1
| T Oty midon = [ g B e, =

(Newton & Raftery, 1994) propusieron una estimacion de la verosimilitud marginal. Este

estimador, se obtiene en base a la media armonica de las verosimilitudes calculadas en

cada paso de un algoritmo MCMC y esta definido como:

filylm) = (Z{fywm, ) (2.14)

Gelfand y Dey (1994) generalizaron esta idea con:

(t)

(1l 9(0%) B

donde ¢(0) es una distribucidon con colas mas delgadas que el producto de la distribucion

a priori y la verosimilitud. Una eleccion sugerida para ¢(€) es una distribucion multivariada

normal con media y varianza igual a la media y varianza a posteriori.
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Capitulo 3

Metodologia

En este trabajo se toman las ideas y los datos propuestos por Min, Su y Kuang (2009) pa-
ra estimar los parametros del modelo basico de infecciones virales con efecto de terapia y
el modelo estandarizado de infecciones virales con efecto de terapia. Para las estimacio-
nes de los parametros en ambos modelos se utiliza el enfoque bayesiano, con el objetivo
de realizar comparaciones de los resultados obtenidos por ambos modelos.

Se estudia un grupo de pacientes con hepatitis B cronica, que recibieron 100 mg de lami-
vudina una vez al dia. El estudio se realiz6 durante 72 semanas (48 semanas de trata-
miento y 24 libre de tratamiento). Para facilitar el entendimiento de la metodologia usada
en este trabajo se realiz6 el esquema que se muestra en la Figura[3.1/donde se describen

los pasos y se detallan los métodos utilizados.
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“Condiciones Iniciales”

e —

Cadenas de Markov Monte Carlo |
: I Funcion de
: Verosimilitud
‘b Distribucion a priori

Figura 3.1: Esquema que describe la metodologia de trabajo.

3.1. Modelo basico de infecciones virales con efecto de

terapia

Para el tratamiento con el farmaco lamivudina, el BVIM de la terapia anti-VHB del paciente

se describe por el siguiente modelo:

dz
A= —(1—
o A —ox — (1 —m)pvx
dy
=(1—-m — A
o = (1 —m)fuz —ay (3.1)
dv
(1= —

donde m y n representan la eficacia de la terapia, dichos parametros asumen el valor
de cero cuando la terapia es ineficiente y la unidad cuando la terapia es efectiva. Estos

parametros proporcionan una medida de que tan efectivo es el farmaco que se aplica al

27



paciente, en el caso de m se tiene que este inhibe la tasa de contagio, mientras que n

inhibe la tasa de replicacion.

3.2. Modelo basico de infecciones virales post-terapia

Al retirar la terapia, m y n toman el valor de cero, entonces el BVIM post-terapia se des-
cribe por el siguiente modelo:
dx

E:/\—ch—ﬁvx

d

d_?t/ = fvxr — ay (3.2)
dv_

at YT

3.3. Modelo estandarizado de la infeccion del VHB con

efecto de terapia

El modelo estandarizado (3.2) tiene mas sentido biol6gico debido a que el nimero repro-
ductivo basico no considera el tamano del 6rgano. Al aplicar el tratamiento con el farmaco

lamivudina, el ABVIM de la terapia anti-VHB del paciente se describe por el siguiente

modelo:
d—x—)\—(S — (1 —=m)pv L
dt * T4y
dy
2 (1= — .
g = (L= mBv - —ay (3.3)
dv

— = (1 —n)rky — pv

o = (L—n)ry —p
donde se tiene que m y n representan la eficacia de la terapia, estos parametros toman el
valor de uno cuando el farmaco es efectivo y cero cuando el farmaco es ineficiente. Estos

parametros, al igual que en el Modelo (3.1) representan una medida de que tan efectivo

es el farmaco que se aplica al paciente.
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3.4. Modelo estandarizado de infecciones virales post-

terapia

Al retirar la terapia m y n toman el valor de cero, entonces el ABVIM post-terapia se

describe de la manera siguiente:

dx

x
N =1 —
dt * ﬁvx—l—y
dy x
— = — 4
dt ﬁvx+y “ (34)
dv_
a -~ T

3.5. Datos del tratamiento de lamivudina

Una vez que se le aplico el tratamiento de lamivudina, se midié el logaritmo de la carga

viral a los pacientes. Los datos obtenidos fueron los siguientes:

Durante la terapia

Semanas 0 1 2 4 6 8 12 18 24 30 36 42 48
CargaViral 9.8 7.8 6.6 56 51 48 44 43 42 40 415 42 45
Post-terapia
Semanas 52 60 72
Carga Viral 7.0 8.0 8.2

Tabla 3.1: Respuesta a la terapia y el nivel del virus que vuelve después de que se detuvo

la terapia.

En el estudio, los pacientes con hepatitis B cronica recibieron 100 mg de lamivudina una

vez al dia. El estudio comprendio 48 semanas de tratamiento y 24 semanas de segui-

miento libre del tratamiento. Si bien el inicio de la terapia y los niveles virales disminuyen

rapidamente, el virus regresa tan

pronto como se retira el medicamento.
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3.6. Condiciones iniciales

Con el objetivo de estimar los parametros de los modelos BVIM y ABVIM mediante el en-
foque bayesiano, primero se resuelven los sistemas de ecuaciones diferenciales mediante

métodos numéricos, para ello se utilizan los datos de la Tabla [3.1].

a) Durante la terapia y las siguientes condiciones iniciales, segun Min, Su y Kuang:

¢ Un higado humano contiene 2 x 10'* hepatocitos. Un paciente tiene aproxima-
damente un total de 3000 ml plasma. Como consecuencia, se supone que el
tamano del 6rgano esta dado por:

A 2x 101

5 3000

Por lo tanto, la cantidad de células sanas inicial es:
2 x 1011
I g
0 3000

e La cantidad de células infectadas inicialmente es:

Yo =10
e La carga viral inicial segun los datos de la Tabla 3.1 es: vy = 9.8

b) Una vez retirada la terapia las condiciones iniciales para los modelos (3.2) y (3.4),

son las siguientes:
¢ La cantidad de células sanas inicial después de retirada la terapia es:
ro = 549.4172
e La cantidad de células infectadas inicial después de retirada la terapia es:
Yo = 45125200
e La carga viral inicial después de retirada la terapia es:
vo = 4.5
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3.7. Valores iniciales de los parametros para los mode-

los de la dinamica de infeccion del VHB

Sobre la base de los datos clinicos de la informacién obtenida en la literatura sobre el

tema, se seleccionan los valores iniciales de los parametros de la siguiente manera:

Dado que la vida media de un hepatocito es aproximadamente la mitad de un ano,

se supone que

In(0.5)
0=— ~ 0.
153 0.00379

entonces, la tasa de muerte de las células sanas es § ~ 0.00379 x 1073.

Se sabe que la vida media de un virus es aproximadamente un dia. La tasa de

declinacién de las particulas virales es . = 0.67.

El nimero de células no infectadas es A\ = 252667, que seria la produccién de células

sanas.

La tasa de infeccion es 8 = 0.005, la cual describe el proceso de propagacion de la

enfermedad cuando las células sanas entran en contacto con los virus libres.

La tasa de muerte de las células infectadas es o = 3.380, que es proporcional a la

muerte de las células sanas, por lo que se toma un a = 0.0128.

La produccién de particulas virales « = 6.24, lo que significa que por cada célula

infectada se van a generar 6.24 particulas virales.
La eficacia de la terapia que bloquea la produccién de células infectadas es m = 0.

La eficacia de la terapia que bloquea la produccion de particulas virales es n =
0.99982.

Supongamos que, antes del tratamiento, el paciente se encuentra en un estado
persistente de la infeccion, es decir:

A A(RE — 1) Ae(RE — 1) )

E* = (z,5,7) =
z,Y,7) <5+a(33_1)’5+a(R;;—1)’u[5+04(38—1)}

~~
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donde 7, 7 y v son las medias de las células sanas, células infectadas v virus, res-
Yy
pectivamente.

Entonces:
y _Ry—1
T+y Ry
en una infeccion cronica por el VHB entre 5 y 40 por ciento de todos los hepatocitos

pueden infectarse. En consecuencia, podemos elegir R = 1.33. Antes de la terapia
con medicamentos, se supone que m = n = 0, y el paciente esta en el estado

estable £*, por lo tanto:
_ w(0)[F + (Rg — 1)
A(R; —1)
au R

K
donde « = 7.948337, luego podemos determinar que 5 = 0, 002.

De acuerdo a los modelos de infecciones virales con efecto de tratamiento (3.1) y (3.2) se

plantea el siguiente vector de parametros:
0 = ()\a(saﬂ7a> I@/L,W,ﬂ)

En el estudio de la enfermedad de hepatitis B los parametros que se desean estimar en
los modelos y son m y n porque proporcionan informacion de que tan eficaz es
el efecto de la lamivudina para el paciente, 3 y x porque determinan qué tan alta es la tasa
de trasmision y la produccion viral de un determinado paciente, sin tener que someterlo
a la biopsia del higado. Por consiguente, en esta investigacion se consideran (\, 6, «, i)
parametros fijos y se desean estimar 3, s, m y n; mientras que para los modelos y

(3.4) se estimaran 3y x debido a que en estos modelos no existe efecto de terapia.

3.8. Solucion numeérica

Dado que los modelos (3.1), (3.2), (3.3) y (3.4) no tiene solucidn exacta se obtiene una

aproximacion numérica mediante el método de Runge-Kutta. Para obtener la solucion
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aproximada de los modelos BVIM y ABVIM con y sin tratamiento, se utiliza la libreria
deSolve del software R, usando las condiciones iniciales y valores iniciales de los parame-

tros establecidos en los apartados anteriores (Soetaert, Petzoldt, & Setzer, 2010).

3.9. Estimacion de parametros

Los datos del logaritmo de las cargas virales durante las 48 semanas que se aplicé el
tratamiento se muestran en la Tabla [8.1] En este trabajo se supone el siguiente modelo
estadistico:

vi = f(Xe(t;)) +e;, con i=1,2,..,13. (3.5)

donde 6 = (3, k,m,n), Xg €s la solucion numeérica de los modelos BVIM y ABVIM, i es el
tiempo medido en semanas y los y; son el logaritmo de la carga viral.

La transformacion logaritmica de la carga viral se usa para estabilizar la varianza del error
de medicion y el algoritmo de estimacion.

Se trabaja bajo el supuesto que los datos se distribuyen lognormal, con media X} y
varianza constante desconocida o

Prio(yl) = (o) ~*(2m) " 2eap {—% > (loa(y) - X3<ti>>2} (3.6)

i=1

3.9.1. Distribuciones a priori

Segun Vegvari, Cauét, Lawrence y Anderson (2016) la tasa de infeccion 3 tiene distribu-
cidbn gamma y la eficacia del tratamiento n tiene distribucion beta. En el presente trabajo
se asume que la distribucidn conjunta del vector de parametro ¢ es el producto de distribu-
ciones marginales de cada parametro, es decir, que se asumen que son independientes.

Las distribuciones a priori utilizadas son las siguientes:

33



] 5 ~ F(al, bl)

L
m m ~ B(ag, by).
fm.as, by) = %m@l(l —m)be!
m 1~ B(as, bs).
T ) = 0=
g~ (ay,by).
f(K,a4,bs) = bj‘*r‘l(%) R
m o~ I'(as,bs).
f(o,a5.bs) = bgﬂ}(%)aas

3.9.2. Distribuciones a posteriori

La distribucién a posteriori del modelo aproximado, seria de la forma:

PL s (y|®) Po ()
P(y)

Py(ely) =

donde
Piw) = [ Plalule)Pe(o)ds
¢ = (B, k,m,n,o) es vector de parametros y

o

B _ K _o
Pg(¢p) fUleThr x g ey x m‘”_l(l — m)b2_1 X n“3_1(1 — n)b?’_l x ¥ e bs
La distribucién a posteriori es

13

Z(log@i) - Xg(ti))Z} % 5%7167% X Kl Th x

=1

Pa(9ly) o (o) ez {—%

ma2—1(1 _ m)bz—l % na:s—l(l . n)bg—l % Uas—le—%

La distribucion a posteriori del vector de parametros 6 se aproxima utilizando cadenas de

Markov. Se generaron 3 cadenas para cada modelo, con 40000 iteraciones de las cuales
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se descartaron 20000. Se utiliza la libreria deBlnfer para determinar las estimaciones y
los intervalos creibles. Para verificar la convergencia se utiliza el diagnostico de Gelman y
Rubin que estéd implementado en el software R utilizando la libreria coda (Plummer, Best,
Cowles & Vines, 2006).

3.9.3. Estimaciones de cantidades relacionadas a la dinamica viral.

Para realizar las estimaciones del nimero reproductivo basico de la infeccion se tomaron
las a posteriori de cada uno de los parametros estimados y se dejaron los demas fijos, se
obtiene asi una estimacion bayesiana para el R, y para R y sus respectivos intervalos
de credibilidad.

Para estimar el nimero de particulas virales producidas por una célula infectada de de-
termino el cociente entre la produccion de particulas virales y la tasa de muerte de las
células infectadas. Se tomo la a posteriori de « y el valor fijo de « para lograr asi una

estimacion bayesiana del tamano de la explosion.
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Capitulo 4

Resultados y discusion

En este capitulo se muestran los resultados de las estimaciones bayesianas obtenidas
en el modelo estandarizado y el modelo basico, con terapia y post-terapia de lamivudina.

También se realiza una comparacion estadistica entre el modelo estandarizado y basico.

4.1. Estimacion de parametros del modelo basico de in-

fecciones virales con terapia

Se desea realizar las estimaciones de los parametros de interés en el modelo basico con
efecto de terapia, que es el Modelo (3.1). Para realizar las estimaciones bayesianas se

utiliza la libreria deBlnfer.
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4.1.1. Distribucion a priori de los parametros del modelo basico y

estandarizado, con terapia.

Las distribuciones a priori con los hiperparametros que se muestran en la Tabla[4.1] Para
las distribuciones de los parametros se tuvo en cuenta las distribuciones que se propu-
sieron en la literatura consultada y de acuerdo a la naturaleza de los parametros. Los
valores de los hiperparametros de cada una de las distribuciones se les asignaron segun
la media y la varianza de cada una de las distribuciones trabajadas, de forma tal que la

distribucion a priori le diera un sentido biologico al parametro que se desea estimar.

Parametros Distribuciéon Hiperparametros

I6] Gamma f(5,1,15)
K Gamma f(k,17,2)
m Beta f(m,1,1000)
n Beta f(n,100,1)
o Gamma f(o,1,20)

Tabla 4.1: Distribuciones a priori de los parametros del modelo basico y estandarizado,

ambos con tratamiento.

Una mejor forma de ver las distribuciones a priori propuestas consiste en observar el

comportamiento de su funcién de distribucién, como se muestra en las Figuras [4.1]y [4.2]

4.1.2. Estimaciones bayesianas de los parametros del modelo basi-

co con terapia

Luego de obtenida la solucién numérica del modelo (3.1) y utilizando la funcion ode de la
libreria deSolve, se determina la funcion de verosimilitud que se muestra en la ecuacién
(3.6). Se emplean las distribuciones a priori de la Tabla[4.1]para determinar las estimacio-

nes bayesianas de los parametros del modelo basico con terapia y sus intervalos creibles.
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Figura 4.1: Distribucion a priori de los parametros 5 y « para los modelos (basico y estada-

rizado) con tratamiento.

Se utilizan 3 cadenas cada una de 40000 iteraciones. Las estimaciones se presentan en
la Tabla[4.2l

La tasa de infeccidon 3 tuvo un valor estimado de 0.0665, la cual describe el proceso de
propagacion de la enfermedad cuando las células sanas entran en contacto con los virus
libres. La produccién de particulas virales « resultdé con un valor estimado de 7.9742, lo
que significa que por cada célula infectada se van a generar aproximadamente unas 8
particulas virales. La eficacia de la terapia que bloquea la produccion de células infec-
tadas m se estimd con un valor de 0.0005, lo que indica que este efecto de terapia esta
siendo eficaz solo un 0.05%. Por otro lado, la eficacia de la terapia que bloquea la pro-
duccion de particulas virales n dio un valor estimado de 0.9997, lo que muestra que esta
terapia esta siendo efectiva 99.97 %, bloqueando asi la produccién viral.

De los resultados del modelo basico con efecto de tratamiento se concluye que las es-
timaciones bayesianas obtenidas fueron buenas porque tienen semejanza a los valores
que se consultaron anteriormente en la literatura, por lo tanto, podrian ser de utilidad para

futuros trabajos en la medicina.
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Figura 4.2: Distribucion a priori de los parametros m, n y o para los modelos (basico y

estadarizado) con tratamiento.

4.1.3. Diagndsticos de convergencia

Para validar los resultados de las estimaciones anteriores en las Figuras (1] y |2 de los
anexos se muestran las trazas de las tres cadenas resultantes. Se observa graficamente
que las mismas tienen un buen mezclado, lo indica que existe convergencia en las cade-
nas. En la Figura[3|de los anexos se observan las distribuciones a posteriori de cada una

de las estimaciones y las tres cadenas resultantes se superponen muy bien una encima
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Intervalos creibles

Parametros media sd 2.5% 50 % 97.5%
B 0.0665 0.0666 1.644e-03 0.0457 0.2456
K 7.9742 1.9807 4.601e+00 7.8000 12.3028

m 0.0005 0.0007 4.724e-07 0.00023 0.0025

n 0.9997 0.0022 9.995e-01 0.9997 0.9998

sd.v 0.0503 0.0507 1.268e-03 0.0346 0.1893

Tabla 4.2: Estimaciones bayesianas del modelo Basico con efecto de tratamiento.

de la otra.

Se aplico el diagndstico de convergencia de Gelman y Rubin, para cada uno de los
parametros del Modelo Se obtuvo la estimacion puntual y el limite superior del in-
tervalo creible (1.C) como se muestra en la Tabla[4.3]y en la Figura[5| de los anexos. En
esta figura se puede apreciar que a partir de la segunda mitad el comportamiento de ca-
da una de las graficas es cercano a 1, de igual manera los valores que se observan en
la tabla todos se encuentran por debajo de 1.2, lo que garantiza la convergencia en las

cadenas de los parametros para modelo basico con efecto de terapia. El diagndstico de

Parametros Estimacion Puntual 1.C Superior

B 1.00 1.00
K 1.01 1.03
m 1.00 1.00
n 1.02 1.05
o 1.00 1.00

Tabla 4.3: Diagnostico de Gelman-Rubin de las estimaciones para los parametros del

modelo basico con terapia.

convergencia de Geweke dio como resultado |Z| < 2 para las cadenas de cada uno de
los parametros, como se muestra en la Tabla y en la Figura [§ lo que indica medias
iguales para las primeras y ultimas iteraciones, y por lo tanto existe convergencia de la

cadena MCMC para los parametros del modelo basico con terapia.
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Parametros I6] K m n o

|Z| -0.3533 0.6344 -1.4211 -0.4049 1.3878

Tabla 4.4: Diagndstico de Geweke de las estimaciones para los parametros del modelo

basico con terapia.

4.2. Estimacion de parametros del modelo basico de in-

fecciones virales post-terapia

Una vez obtenida las estimaciones para el modelo basico con efecto de tratamiento, se
realiza el mismo procedimiento para obtener las estimaciones de los parametros de in-
terés para el modelo post-terapia, que es el Modelo (3.2). De igual manera se utiliza la

libreria deBinfer.

4.2.1. Distribucion a priori de los parametros de los modelo basico

y estandarizado, post-terapia.

Se asignan las distribuciones a priori con los hiperparametros que se observan en la Tabla
4.5 Los valores de los hiperparametros de cada una de las distribuciones se asignaron
realizando una prueba de bondad de ajuste segun el conocimiento previo que se obtuvo
de las estimaciones del modelo basico con efecto de terapia, de forma tal que la distri-
bucion a priori le diera un sentido biologico al parametro que se desea estimar, ya que la
muestra con la que se cuenta es mas pequena que para el modelo con terepia, por tanto

el mayor peso recae en las distribuciones a priori.

Una mejor forma de ver las distribuciones a priori propuesta es mediante la graficas de

su distribucién, como se muestra en la Figura[4.3]
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Parametros Distribucion Hiperparametros

I6] Gamma f(53,0.59,14.66)
K Gamma f(k,16.01,1.97)
o Gamma f(x,1.02,20.66)

Tabla 4.5: Distribuciones de los parametros del modelo basico y estandarizado, ambos en

la post-terapia.

15

10

T T T T T
0.0 0.2 0.4 06 08

I(0.59,14.66)

0e+00 1e-09 2e-08 2e-09 4e09 Se-09

0.0

02

T T
04 06

r(16.01,1.97)

15

10

00

02

04

06

08

Figura 4.3: Distribucion a priori de los parametros 3, x y o para los modelos (basico y

estandarizado) post-terapia.
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4.2.2. Estimaciones bayesianas de los parametros del modelo basi-

co post-terapia

Una vez determinada la soluciéon numérica del Modelo utilizando la funcion ode de la
libreria deSolve, se determina la funcién de verosimilitud que se muestra en la ecuacion
(3.6). Se utilizan las distribuciones a priori que se observan en la Tabla [4.5] para determi-
nar las estimaciones bayesianas de los parametros del modelo basico post-terapia y sus
respectivos intervalos creibles. Para realizar las estimaciones se emplean 3 cadenas de
10000 iteraciones. Los resultados de las estimaciones se presentan en la Tabla 4.6

En los resultados del modelo basico post-terapia se obtuvieron buenas estimaciones ba-
yesianas teniendo en cuenta los valores que se consultaron y sus correspondientes inter-
valos creibles para cada uno de los parametros.

La produccion de particulas virales « resultd con una estimacion de 7.9102, es decir que
por cada célula infectada se van a producir aproximadamente 8 virus. Para la tasa de
infeccion 3 se obtuvo un valor estimado de 0.0322, la cual indica el proceso de propaga-
cién de la enfermedad en el momento que las células sanas entran en contacto con los

viriones.

Intervalos creibles

Parametros media sd 2.5% 50 % 97.5%
64 0.0322 0.0497 0.0001 0.0123 0.1804
K 7.9102 1.8967 4.5797 7.7649 12.0670
o 0.0467 0.0501 0.0013 0.0317 0.1845

Tabla 4.6: Estimaciones bayesianas del modelo basico post-terapia.
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4.2.3. Diagndsticos de convergencia

La Figura[7|de los anexos muestra las distribuciones a posteriori de cada una de las esti-
maciones y las tres cadenas resultantes se superponen bien una encima de la otra. En la
Figura [6] de los anexos se presentan las trazas de las tres cadenas resultantes, gréfica-
mente se muestra que las mismas tienen un buen mezclado, lo que llevaria a pensar que
existe convergencia en las cadenas.

Para garantizar la convergencia de las cadenas, se aplico el diagndstico de convergencia
de Gelman y Rubin, tal como se muestra en la Tabla[4.7]y en la Figura[8|de los anexos. En
la figura se muestra que a partir de la segunda mitad el comportamiento de cada una de
las graficas es bien cercano a 1, de igual forma en la tabla todos los valores se encuen-
tran por debajo de 1.2, lo que garantiza la convergencia en las cadenas de los parametros

para modelo basico post-terapia.

Parametros Estimacion Puntual. 1.C Superior

B 1.00 1.00
K 1.01 1.03
o 1.00 1.00

Tabla 4.7: Diagnostico de Gelman-Rubin de las estimaciones para los parametros del

modelo basico post-terapia.

También se aplicé el diagndstico de convergencia de Geweke que arrojé como resultado
|Z| < 2 para cada uno de los pardmetros, como se muestra en la Tabla[4.8]y en la Figura
9 de los anexos, indicando asi medias iguales para las primeras y Ultimas iteraciones, es
decir, se concluye que existe convergencia de la cadena MCMC para los parametros del

modelo basico post-terapia.
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Parametros 6] K o

|Z| 0.6565 0.6096 0.7842

Tabla 4.8: Diagndstico de Geweke de las estimaciones para los parametros del modelo

basico post-terapia.

4.3. Estimacion de parametros del modelo estandariza-

do con terapia

Se obtiene la solucidon numérica del modelo de ecuaciones diferenciales, con las condi-
ciones y los valores iniciales. Luego de obtenida la solucion numérica del modelo (3.3)
utilizando la funcién ode de la libreria deSolve, se determina la funcion de verosimilitud

qgue se muestra en la ecuacion (3.6).

4.3.1. Estimaciones bayesianas de los parametros del modelo es-

tandarizado con terapia

Con las distribuciones a priori que se observan en la Tabla se determinan las esti-
maciones para los parametros del modelo estandarizado con terapia y sus respectivos
intervalos creibles. Las estimaciones se presentan en la Tabla4.9

En el modelo estandarizado con efecto terapia se puede concluir que se obtuvieron sati-
factorias estimaciones bayesianas segun los valores que se consultaron previamente en
la literatura, ademas se determinaron sus correspondientes intervalos creibles para cada
uno de los parametros, brindando asi un conjunto de valores con sentido biolégico que
sera gran utilidad para futuras investigaciones en la rama de la biologia.

Para la tasa de infeccidn 5 se obtuvo un valor estimado de 0.0405, la cual describe el pro-

ceso de propagacion de la enfermedad cuando los hepatocitos sanos entran en contacto
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con los viriones. La eficacia de la terapia que bloquea la produccion de células infectadas
m se estimd con un valor de 0.0010, lo que indica que este efecto de terapia esta siendo
eficaz solo un 0.101 %. Sin embargo, la eficacia de la terapia que bloquea la produccion
de particulas virales n dio un valor estimado de 0.9960, lo que muestra que esta terapia
esta siendo efectiva 99.60 %, bloqueando asi los virus. La produccion de particulas virales
x dio con un valor estimado es de 8.0082, lo que nos dice que por cada célula infectada

Se generan unos 8 viriones.

Intervalos creibles

Parametros media  sd 2.5% 50 % 97.5%
I64 0.0405 0.291 7.353e-03 0.0150 0.0735
K 8.0082 1.940 5.039e+00 7.7550 12.0030
m 0.0010 0.015 7.765e-07 0.0002 0.0025
n 0.9960 0.019 9.930e-01 0.9968 0.9984
o 0.0498 0.056 1.846e-03 0.0339 0.1869

Tabla 4.9: Estimaciones bayesianas para los parametros del modelo estandarizado con

tratamiento.

4.3.2. Diagndsticos de convergencia

Con el interés de validar los resultados anteriores en las Figuras [10]y [11] de los anexos
se presentan las trazas de las tres cadenas resultantes. Se observa graficamente que las
mismas tienen un buen mezclado, lo que llevaria a pensar que existe convergencia en
las cadenas. En la Figura[12/de los anexos se observan las distribuciones a posteriori de
cada una de las estimaciones y las tres cadenas resultantes se superponen una encima
de la otra.

En la Figura [13| se observan las graficas del diagnostico de convergencia de Gelman y
Rubin que a partir de la segunda mitad el comportamiento de cada una de ellas es bien
cercano a 1, de igual manera en la Tabla[4.70|todos los valores se comportan por debajo

de 1.2, lo que garantiza la convergencia de los parametros del modelo estandarizado con
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efecto de tratamiento.

Luego aplicando el diagnéstico de convergencia de Geweke se obtiene |Z| < 2 para las

Parametros Estimacion Puntual. 1.C Superior

B 1.02 1.07
K 1.01 1.03
m 1.00 1.00
n 1.10 1.26
o 1.00 1.00

Tabla 4.10: Diagnostico de convergencia de las estimaciones para los parametros del

modelo estandarizado con tratamiento.

cadenas de cada uno de los parametros, como se muestra en la Tabla y la Figura
[14] es decir, existe convergencia de la cadena MCMC para los parametros del modelo
estandarizado con terapia, ya que las medias para las primeras y ultimas iteraciones son

iguales.

Parametros I6; K m n o

|Z| -0.6245 -0.5387 -0.2357 0.6142 1.4357

Tabla 4.11: Diagnostico de Geweke de las estimaciones para los parametros del modelo

estandarizado con terapia.

4.4. Estimacion de parametros del modelo estandariza-

do post-terapia

Una vez retirada la terapia se determinada la solucion numérica del Modelo (3.4) utilizan-
do la funcion ode de la libreria deSolve y la funcion de verosimilitud que se muestra en la

Ecuacion (3.6). Se utilizan las distribuciones a priori que se observan en la Tabla [4.5] pa-
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ra determinar las estimaciones bayesianas de los parametros del modelo estandarizado

post-terapia y sus respectivos intervalos de credibilidad.

4.4.1. Estimaciones bayesianas de los parametros del modelo es-

tandarizado post-terapia

Para realizar las estimaciones se utilizan 3 cadenas de 10000 iteraciones. Las estima-
ciones se presentan en la Tabla En los resultados del modelo estandarizado post-
terapia se obtuvieron buenas estimaciones bayesianas teniendo en cuenta los valores
que se consultaron en la literatura y sus correspondientes intervalos creibles para cada
uno de los parametros resultante.

La tasa de infeccion 3 obtuvo un valor estimado de 0.0471, la cual describe el proceso
de propagacion de la enfermedad cuando las células sanas entran en contacto con los
virus libres. La produccién de particulas virales « resulté con un valor estimado de 8.0758,
lo que significa que por cada célula infectada se van a generar aproximadamente unas 8

particulas virales.

Intervalos creibles

Parametros media sd 2.5% 50 % 97.5%
I6] 0.0471 0.0641 4.534e-05 0.0232 0.2394
K 8.0758 1.9022 4.711e+00 7.9333 12.2693
o 0.0466 0.0534 4.751e-04 0.0296 0.1923

Tabla 4.12: Estimaciones bayesianas para los parametros del modelo estandarizado post-

terapia.
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4.4.2. Diagndsticos de convergencia

Se muestran en la Figura [15 de los anexos las trazas de las tres cadenas resultantes.
Graficamente se muestra que las mismas tienen un buen mezclado, lo que llevaria a pen-
sar que existe convergencia entre las cadenas. En la Figura[{6]de los anexos se observan
las distribuciones a posteriori de cada una de las estimaciones y las tres cadenas resul-
tantes se superponen muy bien una encima de la otra.

Para garantizar la convergencia de las cadenas, se aplico el diagndstico de convergencia
de Gelman y Rubin, tal como se muestra en la Tabla[4.13]y en la Figura[17]de los anexos.
Se observa en la figura que a partir de la segunda mitad el comportamiento de cada
una de las graficas es bien cercano a 1, de igual menera en la tabla todos los valores
se encuentran por debajo de 1.2, lo que garantiza la convergencia de los parametros del

modelo estandarizado post-terapia. El diagnéstico de convergencia de Geweke dio como

Parametros Estimacion Puntual. 1.C Superior

16 1 1.00
K 1 1.01
o 1 1.00

Tabla 4.13: Diagndstico de Gelman-Rubin de las estimaciones para los parametros del

modelo basico post-terapia.

resultado |Z| < 2 para las cadenas de cada uno de los parametros, como se muestra
en la Tabla 4.14] lo que indica medias iguales para las primeras y ultimas iteraciones,
y por lo tanto existe convergencia de la cadena MCMC para los parametros del modelo

estandarizado post-terapia.

Parametros I6; K o

|Z| 0.3381 -0.3976 -1.3845

Tabla 4.14: Diagnéstico de Geweke de las estimaciones para los parametros del modelo

estandarizado post-terapia.
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4.5. Estimaciones del numero reproductivo basico de la

infeccion

De los resultados presentados en la Tabla [4.75|se obtiene un R} para el modelo estanda-
rizado de R = 0.02020532 que significa que no existe presencia de la infeccion, es decir,
qgue una vez aplicada la terapia ésta bloquea la enfermedad de la VHB. Para el modelo
basico se obtiene un R, = 1034193 que significa que si existe presencia de dicha enfer-
medad y es una contradiccion teniendo en cuenta que se aplicé el tratamiento, por tanto

existe una sobre estimacion del R, dependiendo del tamaro del higado.

R del Modelo Estandarizado R} = (1 —m)(1 — n)g—z

media 2.5% 50 % 97.5%
R; 0.0202 0.0100 0.01634 0.0537
R, del Modelo Basico Ry = (1—m)(1—n)25~
media 2.5% 50 % 97.5%
Ry 1034193 25036.45 701057.37 3857697.12

Tabla 4.15: Estimaciones del nimero reproductivo basico de la infeccion, para los modelos

basico y estandarizado, con terapia.

Al retirar la terapia de lamivudina la carga viral comienza a aumentar rapidamente, por lo
tanto el nimero reproductivo basico de la infeccién debe ser mayor que 1. De la Tabla[4.16|
se obtiene un R = 23.43823 para el modelo estandarizado post-terapia que significa la
presencia de la infeccion y es consistente con lo que esté ocurriendo en la Figural4.7] Para
el modelo basico post-terapia se obtiene un R, = 733433839 que significa la presencia
de la enfermedad, pero se puede notar que es un valor extremadamente grande, por lo
tanto de igual manera, existe una sobre estimacion del R, dependiendo del tamano del
higado. Sin embargo, se puede notar en la Figura[4.5que en ambos casos su distribucién

mantiene igual comportamiento.
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Modelo Estandarizado con tratamiento Modelo Basico con tratamiento
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Figura 4.4: Distribucion del numero reproductivo basico de la infeccion para los modelos

estandarizado y basico, con terapia.

R del Modelo Estandarizado R} = g—;

media 2.5% 50 % 97.5%
R, 23.43823 1.658906 17.074157  76.849241
R, del Modelo Bésico Ry = %Z
media 2.5% 50% 97.5%
Ry 733433839 4012751 282302447 3912493363

Tabla 4.16: Estimaciones del numero reproductivo basico de la infeccion, para los modelos

basico y estandarizado, post-terapia.

4.6. Seleccion de modelo

¢, Coémo seleccionar el mejor modelo de los dos? Para esto se utiliza los criterios estadisti-
cos bayesianos de comparacion de modelos que se muestran en la Tabla para los
modelos con terapia y en la Tabla para los modelos post-terapia.

Después de obtener los resultados de los métodos estadisticos para los criterios de selec-
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Modelo Estandarizado Post-terapia Modelo Basico Post-terapia
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Figura 4.5: Distribucion del numero reproductivo basico de la infeccion para los modelos

estandarizado y basico, post-terapia.

cion de modelos, se puede concluir con certeza que el mejor modelo es el estandarizado,
con terapia y post-terapia. Se observa que el DIC, es menor para el modelo estandari-
zado que para el modelo basico, como se muestra en las Tablas [4.17]y [4.18] El resultado
del factor Bayes, confirma que el mejor modelo es el estandarizado, puesto que indica

una fuerte evidencia a favor de dicho modelo.

Criterios de Comparacion Mod. Estandarizado Mod. Basico

DIC 6.505935 6.66652

Mod. Basico vs Mod.Estandarizado
B 12.7316

Tabla 4.17: Criterios de comparacion de los modelos estandarizado y basico, con terapia.
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Criterios de Comparacion Mod. Estandarizado Mod.Basico

DIC 2.505935 2.520765

Mod. Basico vs Mod.Estandarizado
FB 16.39591

Tabla 4.18: Criterios de comparacion de los modelos estandarizado y basico, post-terapia.

4.7. Discusion

Una vez obtenida las estimaciones de los parametros para cada uno de los modelos y
decidir cual fue el mejor atendiendo los criterios estadisticos, se compraron los resultados

obtenidos con la literatura consultada.

4.7.1. Comparacion de resultados

Se muestra a continuacion en la Tabla las estimaciones de los parametros en los
modelos basico y estandarizado con efecto de tratamiento, se puede observar que las
estimaciones para cada uno de los parametros son parecidas. De igual manera que ocu-

rre para los modelos post-terapia que se muestra en la Tabla [4.20|

El nimero de particulas virales (tamano de la explosion) producidas por una célula infec-
tada en el modelo estandarizado con terapia es = = 625.645.

Para determinar el tamarno de la explosion en el modelo estandarizado post-terapia, el
numero de particulas virales producidas por una célula infectada aumenta = = 630.927.
En la Figura[4.6] se puede observar un buen ajuste entre los datos y la solucién numérica
obtenida utilizando las estimaciones bayesianas de los modelos estandarizado y basico
con terapia, ambos modelos arrojan resultados similares, ya que una vez aplicado el trata-
miento la carga viral comienza a disminuir. Sin embargo, el modelo estandarizado puede

interpretar mejor los datos clinicos en términos bioldgicos, ya que no implica la afirmacion
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Estimaciones

Parametros Valores Iniciales Mod. Estandarizado Mod. Basico

Ié] 0.002 0.04051 0.0665614
K 7.948337 8.00825 7.9742659
m 3.040533e-09 0.00101 0.0005006
n 0.9941047 0.99606 0.9997058
o 0.05 0.04984 0.0503244

Tabla 4.19: Estimaciones de los parametros de los modelos estandarizado y basico, con

terapia.

Estimaciones

Parametros Valores Iniciales Mod. Estandarizado Mod. Basico

B 0.002 0.04717 0.03224
K 7.948337 8.07586 7.91029
o 0.05 0.04667 0.04672

Tabla 4.20: Estimaciones de los parametros de los modelos estandarizado y basico, post-

terapia.

absurda de que una persona con un higado mas pequefo puede ser mas resistente a las
infecciones virales que una persona con un higado grande. Luego de retirada la terapia
la carga viral aumenta rapidamente. En la Figura se muestra un buen ajuste entre
los datos y la solucion numérica utilizando las estimaciones bayesianas de los modelos

estandarizado y basico, post-terapia, ambos modelos arrojan resultados similares.

Para el nimero reproductivo basico de la infeccion del modelo estandarizado, con y post-
terapia, los resultados obtenidos en esta investigacion tienen igual valores a los estableci-
dos por Min, Su y Kuang (2009) para el modelo estandarizado con terapia y post-terapia.
Los resultados estadisticos obtenidos en este trabajo, luego de la seleccién de modelos
son congruentes con los bioldgicos, ya que con terapia y post-terapia, el mejor modelo

es el estandarizado. Esta afirmacidn coincide con las conclusiones obtenidas por Min, Su
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Figura 4.6: Ajuste entre los datos de carga viral y la solucién numérica utilizando las

estimaciones bayesianas de los modelos estandarizado y basico, con terapia.
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Figura 4.7: Ajuste entre los datos de carga viral y la solucién numérica utilizando las

estimaciones bayesianas de los modelos estandarizado y basico, post-terapia.

y Kuang (2009), en el sentido de que el modelo estandarizado es mejor que el basico

porque no depende del tamano del érgano.
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Capitulo D

Conclusiones

» La estimacion bayesiana de los parametros en los modelos dinamicos BVIM y AB-
VIM, utilizando mediciones de carga viral total en pacientes con VHB positiva, con 'y

sin terapia con lamivudina, presenta un buen ajuste a los datos reales.

= Acorde con la literatura y con los resultados de este trabajo, los parametros de efica-
cia de tratamiento para las tasas de infeccion y la produccion viral, asi como la tasa
de infeccidn y la produccién de particulas virales, incluidos en modelos matemati-
cos que describen el proceso de infeccion del VHB, pueden representarse mediante

distribuciones de probabilidad beta y gamma, respectivamente.

= |os intervalos creibles obtenidos del R, permiten al investigador concluir si hay cura

o persiste la infeccion, ya que no incluye al uno.

= Los resultados de los numeros reproductivos de la infeccion para el modelo basi-
co con terapia y post-terapia, muestran una sobreestimacion de la presencia de la

infeccion de VHB, debido a que dependen del tamario del 6rgano.
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» Utilizando criterios estadisticos para seleccionar modelos, se concluye que el mejor

es el modelo estandarizado con efecto de terapia y post-terapia.

» Entre los futuros trabajos de investigacion sobre VHB se sugiere utilizar alternativas
diferentes a la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales y otros modelos

dinamicos utilizando esta misma metodologia bayesiana.
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Anexos

En este anexo se muestran las trazas y las distribuciones a posteriori de los parametros
estimados en el modelo basico con tratamiento, para realizar las estimaciones se utili-
zaron los 13 datos de carga viral de los pacientes durante el tratamiento de lamivudina.
Ademas, se muestran los grafico de los diagndsticos de convergencia de Gelman-Rubin

y Geweke.

Trazas y distribuciones a posteriori

En cada uno de los graficos se puede observar un buen mezclado de las cadenas y las

distribuciones a priori generan distribuciones a posteriori cerradas
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Figura 1: Trazas y densidades del modelo basico con tratamiento.
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En este anexo se muestran las trazas y las distribuciones a posteriori de los parametros
estimados en el modelo basico post-tratamiento, para realizar las estimaciones se utili-
zaron los 4 datos de carga viral de los pacientes después de suspendido el tratamiento
de lamivudina. Ademas, se muestran los grafico de los diagndsticos de convergencia de

Gelman-Rubin y Geweke.

Trazas y distribuciones a posteriori

En cada uno de los graficos se puede observar un buen mezclado de las cadenas y las

distribuciones a priori generan distribuciones a posteriori cerradas
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Figura 6: Trazas y densidades del modelo basico post-terapia.
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Figura 7: Distribuciones a posteriori de los parametros del modelo basico post-terapia.
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En este anexo se muestran las trazas y las distribuciones a posteriori de los parametros
estimados en el modelo estandarizado con tratamiento, para realizar las estimaciones se
utilizaron los 13 datos de carga viral de los pacientes durante el tratamiento de lamivudina.

Se muestran los grafico de los diagndsticos de convergencia de Gelman-Rubin y Geweke.

Trazas y distribuciones a posteriori

En cada uno de los graficos se puede observar un buen mezclado de las cadenas y las

distribuciones a priori generan distribuciones a posteriori cerradas
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Figura 10: Trazas y densidades del modelo estandarizado con tratamiento.
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En este anexo se muestran las trazas y las distribuciones a posteriori de los parametros
estimados en el modelo estandarizado post-tratamiento, para realizar las estimaciones se
utilizaron los 4 datos de carga viral de los pacientes después de suspendido el tratamiento
de lamivudina. Se muestran los grafico de los diagndsticos de convergencia de Gelman-

Rubin y Geweke.

Trazas y distribuciones a posteriori

En cada uno de los graficos se puede observar un buen mezclado de las cadenas y las

distribuciones a priori generan distribuciones a posteriori cerradas
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Figura 15: Trazas y densidades del modelo estandarizado post-terapia.
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Figura 17: Grafico de diagndstico de convergencia de Gelman-Rubin de las estimaciones

para los parametros del modelo basico post-terapia.
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zado post-terapia.
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