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Resumen

El Virus de Inmunodeficiencia Humana-1 (VIH-1) es uno de los causantes del SIDA. El VIH-1
causa la mayoria de las infecciones por el VIH alrededor del mundo. El desarrollo y uso de
modelos matemaéaticos para comprender cuantitativamente la cinética del VIH-1 ha resultado ser
una herramienta 1til para determinar la patogenia y la transmisibilidad de este virus, predecir
el curso de la enfermedad y evaluar los efectos de la terapia antiviral. Ante la limitacién de
estudios directos para investigar la patogenicidad del VIH-1 in vivo, se han utilizado modelos
para explicar la dinamica del Virus de Inmunodeficiencia Simio/Humano (VISH) in wvitro.

El estudio del VISH-KS661 (cepa del VISH altamente patégena) proporciona informacion im-
portante para la comprension de la patogénesis del VIH-1. Los objetivos de este trabajo son: 1)
estimar bajo la perspectiva bayesiana los parametros del modelo que explican la dinamica viral
del VISH-KS661 in vitro; 2) estimar el nimero reproductivo basico de la infeccién, a partir de
las muestras a posteriori de los parametros de interés; 3) estimar las cantidades relevantes de
la cinética viral como: promedio de vida y vida media de las células infectadas, y el tamano
de la explosion viral total e infecciosa. Para cumplir con los objetivos antes senalados, se usan
los datos de un experimento del VISH-KS661 in wvitro utilizados por Iwami et al. (2012), asi
como el modelo de la dindmica viral, que describe las células T CD4", células infectadas, virus
no infeccioso y virus infeccioso. Para la estimacién de los parametros, se utiliza la media de la
distribucién a posteriori obtenida por simulacién con el método MCMC, asi como los intervalos

creibles de los parametros.
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Abstract

The Human Immunodeficiency Virus-1 (HIV-1) is one of the causes of AIDS. HIV-1 causes
the majority of HIV infections around the world. The development and use of mathematical
models to quantitatively understand the kinetics of HIV-1 has proved to be a useful tool for
determining the pathogenesis and transmissibility of this virus, predicting the course of the
disease and evaluating the effects of antiviral therapy. In view of the limitations of direct studies
to investigate the pathogenicity of HIV-1 in vivo the models have been used to explain the
dynamics of the Simian/Human Immunodeficiency Virus (SHIV) in vitro. The study of SHIV-
KS661 (highly pathogenic SHIV strains) provides important information for the understanding
of the pathogenesis of HIV-1. The goals of this work are: 1) to estimate the parameters using
Bayesian approach of an viral dynamics model to experimental data of SHIV-KS661 in vitro;
2) estimate the basic reproductive number of the infection, using the a posteriori distribution
of the parameters of interest; 3) estimate relevant amounts of viral kinetics as: average life of
the infected cells, burtst size of the total and infectious viral particles. In order to fulfill the
aforementioned objectives, we used the data from cell cultures on the infection of HSC-F cells
with SHIV-KS661 in vitro obtained in Iwami et al. (2012), and as well a viral dynamics model,
which describes the CD4™ T cells, infected cells, non-infectious virus and infectious virus. For the
estimation of the parameters, we computed the a posterior: distribution using MCMC methods.

Finally estimate the mean and credible intervals of the parameters.
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Capitulo 1

Introduccion

Diversos modelos matematicos se han formulado con base a la ley de accién de masas, que
rige la propagacion de un virus dentro de un tejido u 6rgano. Estos modelos se han utilizado
para determinar el impacto del virus en el sistema inmunoldgico y para probar la capacidad de
respuesta del sistema inmune al tratamiento.

El desarrollo de una comprensiéon cuantitativa de la cinética viral es 1til para determinar la
patogénesis y la transmisibilidad del virus, predecir el curso de la enfermedad y evaluar los
efectos de la terapia antiviral. Sin embargo, la disponibilidad de datos en estudios clinicos,
animales y de cultivos celulares ha sido bastante limitada. Muchos estudios de la cinética de
infeccién viral se han basado tnicamente en las mediciones del recuento total o infeccioso del
virus. Se introduce un modelo matematico que considera la carga viral tanto infecciosa como
total, asi como la fraccién de células infectadas y no infectadas dentro de un cultivo celular, y se
aplican para analizar los datos en el tiempo de una infecciéon por el Virus de Inmunodeficiencia
Simio/Humano (VISH) in vitro (Iwami et al., 2012).

Una de las cepas del VISH altamente patdgenas, es VISH-KS661. Para describir la cinética
in vitro de cultivos celulares con infeccion por el VISH-KS661 en el sistema experimental, se
generaliz6 el modelo bésico que describe las células T CD4%, células infectadas y virus libres,
ahora considerando si el virus es infeccioso o no infeccioso.

En este trabajo se utiliza un modelo estadistico para analizar la dinamica del VISH-KS661 desde

la perspectiva de los modelos Bayesianos, el reto consiste en estimar parametros de un sistema



de Ecuaciones Diferenciales Oridnarias (EDO), incluso cuando dicho sistema sea no lineal y no
tenga solucion analitica.

Para la estimacion de los parametros del sistema de EDO, se asignaran distribuciones a prior:
adecuadas para cada uno de ellos y asi obtener la distribuciéna posteriori de los parametros
mediante la aproximacién de Cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC, por sus siglas en inglés),

dicho método nos ayudara a muestrear las distribuciones a posteriori de los pardmetros.

1.1. Planteamiento del problema

El desarrollo y uso de modelos matematicos para comprender cuantitativamente la cinética del
Virus de Inmunodeficiencia Humana-1 (VIH-1) ha resultado de bastante utilidad para determi-
nar la patogenia y la transmisibilidad del virus, predecir el curso de la enfermedad y evaluar los
efectos de la terapia antiviral (Putter et al., 2002).

Los analisis de datos experimentales que utilizan modelos matematicos, mediante la estimacion
de los pardametros de la infeccién, han proporcionado informacién cuantitativa sobre la cinéti-
ca de las infecciones virales, particularmente para el VIH-1. Los datos virolégicos disponibles,
incluso para experimentos in vitro, a menudo se han visto limitados, ya que muchos anélisis de
modelado se han basado solo en datos de carga viral total o datos de carga viral infecciosa.

Se han desarrollado y utilizado los VISH para investigar la patogenicidad del VIH-1 in vivo ante
la limitacién de estudios directos sobre el VIH-1.

Varios estudios que modelan la cinética de la infeccién viral se han basado unicamente en me-
didas del recuento total o infeccioso de virus (Lewin et al., 2001; Nowak et al., 1996; Tsiang y
Gibbs, 1999).

El modelo propuesto por Iwami et al. (2012) que estudia la cinética viral in vitro de la infeccién
del VISH-KS661, consta de 4 ecuaciones diferenciales ordinarias que describen la dinamica de
las células blanco, células infectadas, carga viral no infecciosa e infecciosa.

El problema consiste en estimar los parametros que representan las tasas de transmision infec-
ciosa, de muerte de las células infectadas, carga viral total e infecciosa del modelo matematico
ad-hoc que considera la carga viral total en lugar de la carga viral no infecciosa, agregando las
tasas de cosechas y los resultados del experimento de infeccion por VISH-KS661 in vitro, para

proporcionar informacién cuantitativa sobre la cinética de la infecciéon por VISH que podria



utilizarse para mejorar la comprension de la patogénesis de VIH-1.

1.2. Objetivos

Objetivo General:

Estimar, mediante el enfoque Bayesiano, los parametros del modelo ad-hoc de infeccion del
VISH-KS661 in vitro propuesto por Iwami et al. (2012), utilizando las concentraciones de células

blanco, células infecciosas, carga viral total y carga viral infecciosa.

Objetivos Particulares:

= Estimar los parametros relacionados con las tasas de infeccion, muerte, carga viral total

e infecciosa y sus intervalos creibles.
= Estimar el valor del niimero reproductivo béasico y su intervalo creible.

s BEstimar las medidas relevantes de la cinética viral del VISH-KS661.

Con el propésito de lograr los objetivos antes mencionados, este trabajo de investigacion esta

estructurado en cinco capitulos, mismos que se describen brevemente:

En el Capitulo 1 se menciona la introduccién, el planteamiento del problema y los objetivos de
este trabajo de tesis. En el Capitulo 2 se describe el marco tedrico de la biologia del retrovirus,
su importancia, los componentes del virus y el ciclo de replicacién del retrovirus, los modelos
matematicos en infecciones virales, el modelo basico de infecciéon por virus in vivo, el modelo
de infeccién por virus in vitro, el indice de multiplicidad de infeccién (MOI, por sus siglas en
inglés); el modelo estadistico y la teoria de inferencia Bayesiana, funciones de pérdida, y criterios
de convergencia. En el Capitulo 3 se presenta el experimento, los datos obtenidos, los modelos
matematicos y estadistico utilizados, las distribuciones a priori y las distribuciones a posteriori.
Los resultados y la discusion se presentan en el Capitulo 4. Finalmente, en el Capitulo 5 se

presentan las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 2

Marco tedrico

2.1. Biologia de los retrovirus

La palabra latina virus significa “fluido venenoso” y eso fue precisamente lo que los primeros
virélogos crefan que eran estos patogenos. En la segunda mitad del siglo XIX se lograron enormes

avances en el estudio de los microbios (Collier, 2008).

= Charles Chamberland disené y creo un filtro que retendria hasta las bacterias mas pe-

quenas;

» Iwanowski (en Rusia) y Beijerinck (en Holanda) demostraron que se podia transmitir una
enfermedad de plantas mediante extractos de liquidos que habian pasado a través del filtro

de Chamberland, y que por tanto, no podia contener bacterias.

Entonces fue obvio que habia otros agentes vivos mas pequenos que cualquier bacteria conocida,
pero capaces de multiplicarse, los cuales podian causar una amplia gama de enfermedades en
vegetales y animales.

Pasteur utiliz6 animales para desarrollar la vacuna contra la rabia y trabajar la inmunizacion
contra la viruela. Sin embargo, ademas de consideraciones humanitarias, para gran parte del
trabajo experimental utilizar animales resulta insatisfactorio en las dreas de costos y reproduci-

bilidad, de modo que los bidlogos siempre han tratado de sustituirlo con pruebas in vitro (tubo



de ensayo). Esto se logré en 1928 cuando por primera vez se cultivé un virus en suspensiones

de tejido renal molido.

2.1.1. Estructura de los virus

Los virus se componen de dos o tres partes (ver Figura 2.1):

a) Su material genético, el cual porta la informacién hereditaria, que puede ser, el ADN o el

ARN:

e ADN (4cido desoxirribonucleico) el cual es una macromolécula que colabora con
el ARN para sintetizar proteinas vitales para el desarrollo de todas las caracteristicas

y funciones grabadas en el ADN.

e ARN (4cido ribonucleico) es una macromolécula que ayuda al ADN en las fun-
ciones de trasmision de genes y de sintetizar proteinas, a los virus con este génoma

también se les conoce como retrovirus.
b) Una cubierta protéica, y

¢) En algunos una bicapa lipidica.

Proteina de
la matriz

=~ Proteasa

Transcriprasa

Bicapa q
inversa

]ipl’dica

Figura 2.1: Estructura de un virus, tomada de Andrea (2012).

En 1910 Peyton Rous descubrié un retrovirus cuando colaboraba en el Rockefeller Institute for

Medical Research, en Nueva York. Este agente era el virus del sarcoma aviar, después hasta



1930 se descubrieron otros retrovirus, los cuales afectaban a ratones y otros mamiferos (Collier,
2008).

El VISH-KS661 al igual que el VIH es un retrovirus, es decir, su material genético es el ARN,
ademds de una enzima; transcriptasa inversa, que sintetiza ADN a partir de ARN. Ademas las
infecciones con cepas del VISH-KS661 altamente patdgenas en experimentos con animales, han
mostrado manifestaciones clinicas estables en la mayoria de los animales infectados, similares a

las infecciones humanas por VIH.

2.1.2. Ciclo de replicacién del retrovirus

El retrovirus infecta a las células que tengan en su superficie la molécula CD4" (una proteina
que pertenece a algunas células del sistema inmunoldgico y que el VIH utiliza como receptor).
La gp120 viral (molécula compuesta por una proteina unida a uno o varios glicidos) reconoce
y se une especificamente al CD4", y de este modo el virus se une a la membrana celular.

Tras esta unién, el nucleoide viral se introduce en la célula y, mediante el proceso de transcripcion
inversa, el ARN viral se transforma en ADN de doble hebra. Este ADN viral es transportado
al nucleo de la célula, donde se inserta o se integra al ADN de los cromosomas de la célula.
Cuando se producen los estimulos necesarios, se desencadena el proceso de formacion de nuevos
viriones (particula virica morfoldgicamente completa e infecciosa). EI ADN viral integrado en
los cromosomas de la célula huésped se sirve de los mecanismos de replicacién de ésta para su
transcripcién a ARN mensajero (ARNm) y a nuevas hebras de ARN genémico viral. Se produce
entonces la traduccién del ARNm viral a proteinas virales, y el ensamblaje de viriones nuevos
dentro de la célula. Las particulas de los retrovirus creadas se liberan de la célula tomando en
su salida parte de la membrana de la célula para utilizarla como cubierta. La replicacion del
retrovirus puede producir la muerte de los linfocitos T CD4" (uno de los distintos tipos de
glébulos blancos) (Lomba, 2014), una representacién gréfica de dicho proceso se presenta en la

Figura 2.2.
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Figura 2.2: Ciclo de replicacién del retrovirus.

2.2. Modelos matematicos en infecciones virales

Diversos modelos matemaéticos se han formulado con base a la ley de accién de masas que rige
la propagacion de un virus dentro de un tejido u érgano. Estos modelos se han utilizado para
describir la dindmica del virus, entender la interaccién del virus con el sistema inmune y cuan-
tificar la eficacia de un tratamiento (Perelson, 2002).

De acuerdo con Montesinos y Hernandez (2007) los modelos matematicos son una de las he-
rramientas utilizadas hoy en dia para el estudio de problemas en medicina, biologia, fisiologia,
bioquimica, epidemiologia, entre otras areas del conocimiento. Sus objetivos primordiales son
describir, explicar y predecir procesos. Su aplicacién con frecuencia se limita por la falta de
conocimientos acerca de los principios de la modelacion matematica.

La importancia de los modelos matemaéticos para enfermedades infecciosas es evidente debido

a que:



a) La construcciéon de modelos revela algunas veces relaciones que no son obvias a primera

vista;

b) Una vez construido el modelo matemético es posible extraer de él propiedades y carac-

teristicas de las relaciones entre los elementos que de otra forma permanecerian ocultas;

c) En la mayor parte de los problemas de enfermedades infecciosas del mundo real no es
factible experimentar con la realidad, ya que puede ser muy costoso, peligroso, inmoral
o incluso imposible. Por lo tanto, es natural intentar superar esta dificultad con la cons-
truccién de un modelo que describa de manera adecuada las caracteristicas basicas de la
epidemia y entonces usar el modelo para predecir las consecuencias de introducir cambios

especificos;

d) La funcién principal de un modelo para una enfermedad infecciosa consiste en proveer un
medio que posibilite entender la dispersién de una enfermedad infecciosa a través de una

poblacién bajo diferentes escenarios.

2.2.1. Modelo basico de infeccion in vivo

El modelo béasico de infecciones virales ha sido fundamental para entender la dinamica de las
infecciones producidas por los retrovirus, los cuales atacan ciertos globulos blancos importantes
para la funcién del sistema inmune, conocidos como células T CD4". El modelo bdsico para
células T y dindmica del virus es un sistema de tres ecuaciones diferenciales, que representan
las concentraciones para: células blanco, células infectadas y virus libres (Allen, 2007; Choisy
et al., 2006).

El modelo basico de infeccion se explica de la siguiente forma: las células blanco, x, son infectadas
por el virus, v, a una tasa de transmision infecciosa, . Las células blanco proliferan a una tasa
constante A\ y mueren a una tasa ¢. Las células infectadas, y, producen nuevos viriones a una

tasa p y mueren a una tasa a. Finalmente, los viriones declinan a una tasa ¢, ver Figura 2.3.
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Figura 2.3: Diagrama del modelo bésico de infecciones virales in wvivo.

Las ecuaciones que describen el modelo bésico de infecciones virales in vivo (ver Perelson, 2002)

mostrado en la Figura 2.3 son:

C;—f:)\—(h—ﬁxv
Y~ brv—ay (2.1)
do _ —cv

En el sistema de EDO (2.1), el niimero reproductivo béasico de la infeccién, Ry, esta determinado

por la siguiente expresion:
ABp
Ry = —
adc
Ry proporciona informacién acerca de la velocidad con que una enfermedad puede propagarse en
una poblacién determinada, ademas de que es el umbral para determinar si hay o no infeccion y
se interpreta como el nimero de infecciones secundarias que se obtienen al introducir una célula

infectada en un medio susceptible.

Los posibles escenarios de la infeccién viral son:



= Si Ry <1, el sistema tiene un punto de equilibrio en:

E =

A
(300)

= Si Ry > 1, el sistema tiene dos punto de equilibrio en: Fy y Es, donde

B = (0 (0~

oRy’

D (R - 1) %)

Si Ry < 1, la infeccién declinard; mientras que si Ry > 1 la infeccién persistird (Putter et al.,

2002).

2.2.2. Modelo de infeccidon in vitro

A diferencia del modelo por infeccién in vivo, en el modelo in vitro, la dindamica de las células

susceptibles estd ausente (ver el sistema ecuaciones (2.2)). Cuando se trabaja con modelos de

infeccion n vitro los supuestos de los modelos cambian debido a la diferencia entre los datos in

vitro e in vivo. Algunas suposiciones se muestran en el Cuadro 2.1.

Cuadro 2.1: Supuestos de la infeccién por virus in vitro e in vivo

M VU0

m vitro

e Se encuentra dentro de un organismo vi-
vo.

e No se controlan las condiciones, aumenta
la complejidad.

e El tiempo de observacion es el tiempo real
de una infecciéon en un organo o tejido, el
cual varfa de individuo a individuo.

e Después de obtener resultados in wvitro,
se puede llevar a cabo un mejor estudio wn
vivo para estudiar el efecto de terapias an-

tivirales.

e Se encuentra en un ambiente controlado
fuera del organismo vivo.

e Al ser un ambiente controlado, se simpli-
fica la complejidad.

e El tiempo de observacién es limitado.

e Se utiliza para estudiar el efecto de tera-
pias antivirales y dar indicios del compor-

tamiento in vivo.
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Se sabe que el material genético del VISH-KS661 es ARN, el cual no es lo suficientemente
estable, por lo cual al replicarse este suelen ocurrir errores, que producen que una fraccion de
las particulas sea infecciosa (p), las cuales pierden infectividad a una tasa r; , convirtiéndose en
particulas no infecciosas (1 — p) . Lo que implica que la fraccién de particulas 1 — p no tienen
la capacidad de infectar nuevas células blanco, lo anterior queda descrito por el diagrama de la

Figura 2.4.

Células blanco (Células infectadas

O ; O
5 Tasa de infeccion .
- o -
Tasa de muerte Tasa de muerte

Tasa de degradacion @ @

TARN 4—
®

Virus infeccioso
U1

k

Tasa de replicacion

Proporcion de virus

Tasa de pérdida de ) :
no infeccioso

infectividad r;

Tasa de degradacion @

TARY  —
8

Virus no infeccioso vy

Figura 2.4: Representacion esquemaética para el modelo in vitro de la infeccién del VISH-KS661.
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Para describir la cinética in vitro de la infeccién del VISH-KS661, Iwami et al. (2012) ampliaron

el modelo bésico (2.1) y propusieron el siguiente modelo extendido:

da
dt
dy

— = fxvr —a
dt Brvy Yy

dur

dt
dvny

dt

= —fBxv; — ox

(2.2)
= pky — r1vr — rARNVI

= (1 —p)ky + rivi — rapNUNT

donde x y y son el nimero de células blanco e infectadas, v; y vy son el nimero de copias
de ARN de virus infeccioso y no infeccioso, respectivamente. Los parametros 0, a, ragry v 0
representan la tasa de mortalidad de las células blanco, la tasa de mortalidad de las células
infectadas, la tasa de degradacion del ARN viral y la tasa de transmisién infecciosa de las
células blanco por virus, respectivamente. El parametro k es la tasa de replicacion de particulas
virales liberadas por las células infectadas.

El nimero reproductivo béasico de la infeccién propuesto por Iwami et al. (2012) para el modelo

(2.2) es:
R* . kao
a(r; + rarn)

donde, z( es el ntimero inicial de células blanco.

2.3. Indice de la Multiplicidad de Infeccién (MOI)

El indice de la multiplicidad de infeccién (MOI, por sus siglas en inglés), es un parametro clave
en la evolucion de los virus, ya que determina procesos tales como el intercambio genético entre
genomas o la intensidad de seleccion sobre los genes virales. Este indice es la relacion entre
el nimero de viriones y el nimero de células blanco presentes en un espacio definido; es de
gran utilidad cuando en un experimento se requiere que cada célula blanco en el cultivo esté
infectada; un MOI pequeno se utiliza cuando se requieren multiples ciclos de infeccién.

El MOI es el cociente del ntimero total de viriones entre el ntimero total de células blanco del
cultivo:

Numero de viriones

MOI =

Numero de células blanco

12



Es decir, el nimero de viriones que se agregan por célula blanco durante la infeccién. Por
ejemplo, si se agregan cien mil viriones a un millén de células blanco el MOI es de 0.1 y si se
agregan un millén de viriones el MOI es de 1, esto no significa que cada célula en el cultivo
recibe un virién. El nimero de viriones que recibe cada célula en diferentes MOls, esta dado

por distribucién Poisson (Medina et al., 2016).

Aree—A
P(k) = o

Donde P(k) es la fraccién de células infectadas por k particulas viricas, y A es el MOI. La
ecuacién puede ser simplificada para calcular la probabilidad de células no infectadas (k = 0),

de células con una unica infeccién (k = 1) y de células con infeccién multiple (k > 1):

Ejemplo: Si tenemos 6.46 x 10° células/ml y las infectamos con un MOI de 2 x 1073, ; cudntas
células reciben 0, 1 y méas de un virién? La fraccion de células no infectadas, aquellas que reciben
0 particulas, es

P(0) = e 2¥107° = 0.99,

es decir, en un cultivo de 6.46 x 10° células/ml se tienen 6,447,093 células no infectadas.
Con el mismo MOI de 2 x 1073, el nidmero de células que reciben 1 particula virica se calcula
mediante

P(1) =2 x1073(e2197") = 2 x 1073(0.99) = 1.99 x 1072,

es decir, en un cultivo de 6.46 x 10° células/ml se tiene que 12,894.19 células reciben 1 particula
viral.

El niimero de células que reciben mas de una particula se calcula mediante
P>1)=1-[2""2x107%+1)]=1.99 x 1079,

esto es, en un cultivo de 6.46 x 105 células/ml, aproximadamente 13 células reciben més de una

particula viral.
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2.4. Estimacion Bayesiana

Uno de los teoremas més importantes de la teoria Bayesiana es el Teorema de Bayes, pues
constituye la base de la estadistica Bayesiana. El enfoque Bayesiano de los problemas inversos
es de gran interés para la cuantificacion de la incertidumbre en presencia de datos. Capistran
et al. (2016) desarrollaron un andlisis Bayesiano de los pardmetros de las ecuaciones diferen-
ciales ordinales, donde consideran la soluciéon aproximada mediante algin método numérico y
el error derivado del método utilizado. Por consiguiente, se utiliza la distribucion a posterior:

aproximada en lugar de la a posteriori exacta.

2.4.1. Modelo estadistico

Se asume que los datos observados y = (y1, .. .,¥,) en los tiempos discretos ti,...,t, € [0,T)",
iid
yi = f(Xo(t:)) + &, &~ N(0,07), (2.3)

donde Xy es la solucion del sistema de ecuaciones diferenciales 2.4

% = F(Xp,t,0), Xy(to) = Xo, (2.4)
donde € A C R es un vector de pardmetros desconocidos y F : RP x [0,7) x A — RP es
una funcién conocida. Tomando o2 € S C R* se supone que la funcién F en el lado derecho
del problema de valor inicial (2.4) sigue las condiciones de regularidad del teorema de Picard
(Stli y Mayers, 2003). También se asume por el espacio paramétrico, que A y S son conjuntos
compactos.

En estadistica Bayesiana, para obtener la distribucion a posteriori se utiliza la distribucion a

priori y la funcién de verosimilitud. Cuando los errores de la Ecuacién (2.3) tiene distribucién

normal, la funcién de verosimilitud de los datos es:

1 & 2
_ _-n —n/2 o E o )
PY|<I>(Y’97 U) =0 (27?) exp{ 20_2 - (yz f(XH(tl))) } ) (25)
donde & = (O, X) es un vector aleatorio con realizacién particular ¢ = (0, 0). Esta expresién

involucra la obtencién de Xy mediante una solucién numérica de (2.4).
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Como consecuencia, la inferencia se realiza, no con la soluciéon exacta sino a través del siguiente
modelo aproximado,

yi = F(XP(t) + e, e S N(O,02), (2.6)

donde X} es la solucién aproximada de (2.4) proporcionada por la solucién numérica, h es el
parametro de precisiéon de la soluciéon numérica. La nueva verosimilitud derivada del modelo

(2.6) se expresa de la siguiente manera:

Pyip(yl0,0) = 07" (2m) "2 exp {—L > (yi— f(X(?(ti)))Q} : (2.7)

202 4
=1

La distribucién a posteriori es:
Py 4(y10,0)Ps(0, 0)
Py(y) ’

P£|Y(97 Ub’) =

donde PL(y) = / P{}@(yw, 0)Pg(0,0)d0do es la constante de normalizacién, también llamada

verosimilitud marginal de los datos y.

2.4.2. Estimacion de parametros

Una vez obtenida la distribucion a posteriori del vector de parametros, dada la soluciéon por
aproximaciéon MCMC. Se necesita un estimador puntual que resuma toda la informacion de la
distribucién a posteriori. Este se puede obtener al considerar una funcién de pérdida P(T,6),
la cual es una funciéon no negativa que indica la pérdida que se tiene al considerar un estimador
T en lugar del verdadero estimador 6.

Las funciones de pérdida mas utilizada son:
» Pérdida cuadratica: P(T,0) = (T — 0)>.
» Pérdida absoluta: P(7,0) = |(T —6)|.
P(T,0)=0, si (T—-0)<e

» Pérdida todo o nada:

PT.0) =1, si (T—0) >e
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Dichas funciones de pérdida conducen a distintos estimadores Bayesianos, los cuales tienen la

finalidad de minimizar la pérdida esperada Fy[P(T,0)], esto es,

/@ Ey[P(T.0)x(0)d0 — /@ /Y P(T,H)W(y|0)dei] (0)d0

= /Y[/@P(T,e) (0]y) d@} dez

Minimizar la doble integral es equivalente a minimizar la pérdida esperada a posteriori E[P(T,0)|y]

(Mood et al., 1974). Entonces, se define el estimador Bayes de 6 como el estimador que minimiza
la pérdida esperada a posteriori.
Teorema 2.1. Si la funcion de pérdida es cuadrdtica, entonces el estimador Bayes es la espe-

ranza a posteriori.

0" (x) = E@ly).

Demostracion. Utilizando la funcién de pérdida cuadratica, observamos que el estimador Baye-

siano es la media a posteriori (ver Gémez y Delicado, 2016):

Eg[P(T.0)lyl = Eo[(T —6)*|y]
— E[(T? = 2T0+06)%y]
= By[T2ly] — 2Eo[TOly] + Eo[62[y]
= T2 2T Eyl0ly] + E,[6?]y].

Derivando respecto a 7 e igualando a cero:
2T —2Ey[0ly] +0=0 = T = Eyldly],

es un minimo, dado que la segunda derivada respecto a T es 2 > 0. [ |

2.4.3. Diagnésticos de convergencia

Para verificar la convergencia de las cadenas se utilizan algunos diagndsticos, ya sean graficos o
pruebas estadisticas que den indicios de que las cadenas de Markov convergen. Entre las pruebas

estadisticas, estan el diagnostico de Gelman—Rubin y el de Geweke.
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2.4.3.1. Diagnéstico de Gelman—Rubin

Gelman y Rubin proponen una prueba de convergencia basada en 2 o mas cadenas paralelas,
cada una partiendo de diferentes valores iniciales con respecto a la verdadera distribucién a
posteriori. Su método se basa en una comparacion entre las varianzas dentro y entre cadenas
para cada variable (Gelman et al., 2013).

Para obtenerlo se generan m > 2 cadenas, cada una con 2n iteraciones y con puntos iniciales
dispersos. Se eliminan las n primeras iteraciones y se trabaja con las iteraciones restantes.

Sea 9 un estadistico que estima algin pardametro de la distribucién objetivo. De las m cadenas
generadas con las restantes n iteraciones se calculan las estimaciones de la varianza entre y

dentro de las cadenas para estimar la varianza de 1.

» Varianza entre las cadenas(varianza de los promedios dentro de las cadenas):

(g —1.)%,

n

ST

NE

=1

<
Il

donde
~ 1 n B 1 m
vy = ;1 Vij, Y= ;1 V.j-

» Varianza dentro de la cadenas (promedio de las varianzas dentro de las cadenas):

n

1 1 -
j=1 =1

Las estimaciones de la varianza entre y dentro de las cadenas se combinan para estimar un
limite superior para la varianza de :

~ n—1 1

V(y) = W+ EB‘

n

Finalmente, se estima el Estadistico de Gelman-Rubin:

VE— /YW

W
que puede interpretarse como la medicién del factor por el cual la desviacion estandar de 1)
podria reducirse al extender la cadena. El factor \/E tiende a 1 cuando la cadena tiende a
infinito, entonces \/E deberia estar cerca de 1 si las cadenas convergen aproximadamente a la

distribucién objetivo. El valor de R deberfa ser menor que 1.1 0 1.2 (Rizzo, 2007).
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2.4.3.2. Diagnéstico de Geweke

Geweke (1992) sugiere un criterio para evaluar la convergencia de las cadenas en base a la com-
paracién de medias, en intervalos diferentes, después de una fase de calentamiento del algoritmo.

Si la convergencia fue alcanzada, los comportamientos en esos intervalos deben ser semejantes.

Considere ¢ = t(#) una funcién real de un pardametro de interés 6, para el cual fue obtenida
una muestra a partir del algoritmo MCMC. Sea m el nimero de iteraciones correspondiente a
la fase de calentamiento y m + n el total de iteraciones. Se construyen las medias v, y ¥, en
base a los grupos de iteraciones n, < n 'y ny, < n.

Luego, L
o ¢a _ ,lvbb
ZG — — —
\/Var(wa) + Var(y,)

D N(,1).

De esta forma, valores grandes de 2z indican falta de convergencia. Sin embargo, valores pe-
quenos no significan que existe convergencia. Luego, la decisién debe ser tomada conjuntamente
con otros criterios y con la inspecciéon visual. Para implementar el criterio de Geweke, basta con

efectuar sélo una cadena larga del algoritmo MCMC.
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Capitulo 3

Metodologia

3.1. Experimento

Para lograr los objetivos de este estudio se tomaron los
datos obtenidos por Iwami et al. (2012), que provienen
de experimentos, cada uno realizado en dos pocillos con
una concentracién inicial de células de 6.46 x 10 célu-
las/ml en cada pocillo (ver Figura 3.1). Los cultivos de
células se inocularon en dos diferentes MOIs, 2.0 x 1072 y

2.0x 1079, de VISH-KS661 y se encubaron durante cuatro

horas.

Figura 3.1: Pocillos.

Después de la inoculacién, las células se lavaron tres ve-
ces para eliminar el medio de infeccion. El sobrenadante
(fraccién liquida soluble de una muestra después de la centrifugacién o precipitacién de sélidos
insolubles) del cultivo se recogié durante nueve dias junto con una pequena fraccién de células
(5.5 %) para el recuento de células blanco y células infectadas. Las células restantes se lavaron
suavemente tres veces y se pusieron en un medio fresco, libre de virus (infeccién). Cabe destacar
que se realizaron nueve mediciones para cada MOI con la misma concentracién de células inicial,

las cuales quedan representadas en la Figura 3.2.
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MOI Repeticiones
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<10 @ @ @ @ @ © @ @ @

Figura 3.2: Representacion esquematica de las nueve mediciones para cada MOI.

En Iwami et al. (2012) se pueden encontrar las nueve mediciones para las concentraciones de
células blanco (células Nef-negativas HSC-F), células infectadas (células Nef-positivas HSC-F),
total de la carga viral VISH-KS661 y carga viral infecciosa de VISH-KS661, para cada MOI,

éstas mediciones se muestran en el Cuadro 3.1.
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3.3. Modelo ad-hoc de infecciéon del VISH - KS661 n

vitro

El modelo extendido (2.2) describe las tasas de cambio para las células blanco (z), células
infectadas (y), virus infecciosos (vr) y virus no infecciosos (vyy); sin embargo, en la practica
resulta dificil disponer del conteo de virus no infeccioso por lo que es comun utilizar el total de
la carga viral, razon por la cual se realiza un cambio de variable vary = v; + vy para trabajar
con el siguiente modelo ad-hoc de infeccién del VISH - KS661 in vitro (Iwami et al., 2012), el

cual incluye la carga viral total (vary)

dx
— = —Bs5xU59 — 0x — hx
I BsoTvs0
dy
E = Bsoxvsg — ay — hy
(3.1)
dvarN !
i Y —TARNUARN — TCUARN
dvsg
o = ks0Y — T1Us0 — TARNU50 — T'cUs0

donde, v; del modelo (1.2) se cambia por wvsg; h es la tasa de cosecha de las células blanco e
infectadas, r. es la tasa de cosecha del total de particulas virales y particulas virales infecciosas,
k v kso son las tasas de produccién de virus total y virus infeccioso, respectivamente, la tasa de
transmision infecciosa, [ se renombra como [s5y. Los parametros restantes significan lo mismo
que en el modelo extendido (2.2). El modelo ad—hoc (3.1) es un sistema de ecuaciones diferen-

ciales ordinarias que no tiene solucién exacta.

El nimero reproductivo béasico de la infeccién propuesto por Iwami et al. (2012) para el modelo

ad-hoc, estd dado por
BsoksoTo
(a+h)(rr +7rarn +7e)

ad-hoc __
Rg =

Estos autores realizan estudios empiricos sobre los pardametros de dicho modelo. De los 9 parame-
tros a estimar (050, 9, h, a, k, kso, TArRN, T¢, 1), €StOs autores muestran que fijando los pardmetros
0, h,7aArN,Tc Y 71, y estimando (59, a, k v k5o mediante minimos cuadrados se obtienen resulta-

dos coherentes y con interpretacién bioldgica.
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Para obtener h (cosecha celular) y r. (cosecha de virus) se aproxima el muestreo de células y
virus como un decaimiento exponencial continuo. d,r; y ragn se determinaron mediante medi-
ciones en experimentos separados. Se fijaron las tasas de degradacién y perdida de infectividad
de los virus (rarn v 71), asi como la tasa de mortalidad (9).

Los pardmetros (5 (tasa de transmisién infecciosa), a (tasa de muerte de las células infectadas),
k (total de la carga viral) y ks (carga viral infecciosa) se estimaron mediante regresién no lineal
de minimos cuadrados con su respectivo intervalo de confianza del 95 %, ajustando el modelo

de ecuaciones diferenciales al conjunto de datos in witro.

Este trabajo de tesis se enfoca en estudiar los parametros x50, a, k y kso y el resto se consideraron
fijos con los valores tomados de Iwami et al. (2012). Ademés se aplica logaritmo a las series
de datos reales. Para el MOI = 2 x 1073 no se tomaron en cuenta los dfas 1 y 8; y para el
MOI =2 x107%los dias 1, 2 y 3, ya que en esos dias la concentracién de las muestras estaban
por debajo del limite de deteccion para células infecciosas HSC-F o la carga viral infecciosa de

VISH-KS661.

3.4. Inferencia Bayesiana

La inferencia Bayesiana puede utilizarse para estimar parametros, seleccionar modelo y hacer

prediccion.

Dado el modelo estadistico
y(t;) = Xp(t;) +e(ty), i=1,...,9, (3.2)

donde y(¢;) representa los datos del experimento in vitro en el tiempo i por infecciéon del VISH-
KS661, 8 = (S50, a, k, kso) es el vector de pardmetros de interés, X4(¢;) la solucién numérica del
sistema de ecuaciones (3.1) (es la funcién que satisface el sistema de ecuaciones diferenciales) y
e(t;) es el error aleatorio en la i—ésima observacion, los cuales se distribuyen normal, con vector

de media cero y matriz de varianzas y covarianzas ¥ = oI, de manera que
y(t:) ~ Nu[X§(t:), 2], (3.3)
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Se sabe que la inferencia Bayesiana sobre los parametros se basa en la funcion de verosimilitud
[[-]], que es la funcién que proporciona toda la informacién de los datos (Capistrén et al., 2016).

La verosimilitud de la distribucién (3.3), queda planteada de la siguiente forma:

11616 %] = T cpmsarsgrs o0 { 5 ¥(60) — Xbal =" fy(e) — X3ta1 .

Por teorema de Bayes la distribucién a posterior: conjunta esta dada por la siguiente expresion

ly(t:)|6,%]P(6,%)

PO, Xy (t; 3.4
N OIS EC S S @4
o y(t:)]0,X]P(8)P(X), (3.5)
donde se supone independencia entre 6 y 3.
Asi, la distribucién a posteriori marginal de 6 es
Pl6ly(t)] = [ Plo.Sly(t)0s. (36)

No existe informacién sobre las distribuciones a priori de los parametros (s, a, k, kso pero si se
conoce que son valores mayores que cero, esto se debe a que son tasas de muerte, de produccion
y de infeccién. Considerando independencia entre los parametros que conforman el vector 0, la

distribucién a prior: conjunta esta dada por:

P(0) = P(Bs0)P(a)P(k)P(kso), (3.7)

donde 0 = (S50, a, k, kso).

Se utilizan las siguientes distribuciones a priori, donde el uso de la distribucién log-normal se
sugiere en Agbaje et al. (2003), la gamma en Capistran et al. (2016) y para la constante de la

matriz de varianza y covarianza Putter et al. (2002) recomienda usar una gamma.

» Tasa de transmisién infecciosa: (59, se distribuye log — normal(ug, 7¢), es decir,

1 _(10g550*M0)2

27’8

= —FF€ s
A% 27T7'0ﬁ50

donde 0 < 50 < 00, —00< g <00 y 79> 0.

P(650>
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» Tasa de muerte de las células infectadas: a, se distribuye gamma(ay, 5p), es decir,

1

Pl = Sy

aao—le—a/ﬁo :

donde T'(+) es la funcién Gamma!, 0 <a <oo y ag, By > 0.

» Tasa de produccién total del virus: k, se distribuye log — normal(u,, 72), es decir,

1 _ (logk—p1)?
27'12

= —FF—€ s
V2rTk

donde 0 <k <00, —co< puy <oo y 711 >0.

P(k)

» Tasa de produccién de virus infeccioso: ks, se distribuye gamma(aq, 1), es decir,

1

P(kso) = o) 3o

a1—1_—kso/B1
k50 € )

donde 0 < ksp<oo y ai, B > 0.

» Constante de la matriz de varianzas y covarianzas: o2, se distribuye gamma(as, 32), es

decir,

]. aos—1 _g2
PO e

donde 0 < 0?2 <00 vy ay, B3 >0.

La distribucion a posteriori conjunta de los parametros se obtiene mediante la aproximacion de
MCMC. A partir de ésta se obtiene una aproximacion a la distribucién a posteriori marginal para
cada uno de los 4 pardametros. Posteriormente, se obtiene el estimador Bayes para los parametros
de interés utilizando la funcién de pérdida cuadratica, esto es, la media de la distribuciéon
marginal a posteriori. En este trabajo se utiliza la funcién de mcmc del paquete deBInfer y la

funcion ode del paquete deSolve para obtener los estimadores Bayes del vector de pardmetros.

'Funcién Gamma: I'(p) = [~ 2P~ 'e "dx
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Capitulo 4

Resultados y Discusion

Los resultados de este capitulo se basan en el modelo ad-hoc (transformacién logaritmica) y en

el logaritmo de los datos del Cuadro 3.1.

4.1. Resultados

4.1.1. Estimacion mediante el método de minimos cuadrados

En este apartado se presentan los resultados de la estimacién de los parametros usando minimos
cuadrados, el cual es el método més comin para la estimacién de parametros de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales.

Al modelo ad—hoc (3.1) se le imponen las condiciones iniciales de la Cuadro 4.1

Cuadro 4.1: Condiciones iniciales para las variables del modelo ad-hoc.

Variable con logaritmo MOI 2 x 1073 MOI 2 x 107°

z(0) log(5470829)  log(3357117)

y(0) log(10717) log(10717)
varn(0) log(9180000)  log(10170)

vs0(0) log(40) log(40)
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donde, z,y,varN ¥ V50 son las células blanco, células infectadas, carga viral total del VISH-
KS661 y carga viral infecciosa del VISH-KS661 en ¢ = 0, respectivamente.

Los valores iniciales para los pardmetros de interés se toman de Iwami et al. (2012).

Se utilizé la funcién ode del paquete deSolve (Soetaert et al., 2010) del software R 3.4.0 (R
Core Team, 2017) para resolver numéricamente, mediante la funcién lsoda, el modelo ad-hoc
y obtener X4. Para obtener la estimaciéon de minimos cuadrados se utiliza la funcién nmkb de
la funcién dfoptim usando R.

En el Cuadro 4.2 se muestran las estimaciones puntuales obtenidas mediante el método de
minimos cuadrados para los cuatro parametros de interés y la suma de los cuadrados de los
residuos, tomando en cuenta las cuatro series para cada MOI. Bajo estos resultados, en las
Figuras 4.1 y 4.2 se muestran los graficos relativos al ajuste entre los datos reales y la soluciéon
numérica considerando los MOIs 2 x 1073 y 2 x 1076,

Los numeros reproductivos basicos para los dos MOIs, utiles para diagnosticar la infeccién, a
través de este modelo ad—hoc fueron 6.93 y 6.22, respectivamente; es decir, el nimero de células
recién infectadas generadas intrinsecamente por una sola célula infecciosa al inicio de la infeccion

es de aproximadamente 7 y 6 células para los MOIs 2 x 1073 y 2 x 107°, respectivamente.

Cuadro 4.2: Estimaciones obtenidas mediante el método de minimos cuadrados.

Estimadores de minimos cuadrados

Parametro

MOI 2 x 1073 MOI 2 x 1076
Tasa de transmisién infecciosa Bs0 1.87 x 1079 1.05 x 1074
Tasa de muerte de células infectadas a 1.37 0.49
Tasa de produccion total del virus k 3.94 x 10* 3.01 x 10*
Tasa de produccién de virus infeccioso kso 0.8 0.08

La Figura 4.1 compara los datos experimentales (en escala logaritmica) para la concentracién
de células blanco, células infectadas, total de la carga viral y carga viral infecciosa. La soluciéon
numérica usando las estimaciones por minimos cuadrados es representada por la linea roja y los
datos reales por los puntos azules. Se observa que el comportamiento de las células infectadas y
de la carga viral total expresado por los datos reales y la solucién numérica es mejor aproximado

que el comportamiento de las células blanco y carga viral infecciosa. Ademas, se observa que
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en el dia 4 la carga viral total e infecciosa alcanzan su méaxima produccion viral y luego decaen
rapidamente, esto se debe a que llega un momento en que ya no hay suficientes células blanco

para que los virus se sigan replicando.
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Figura 4.1: Datos reales y los resultados de la soluciéon numérica usando minimos cuadrados

para el MOI 2 x 1073.

La Figura 4.2 compara los datos experimentales (escala logaritmica) para la concentracién de
células blanco, células infectadas, total de la carga viral y carga viral infecciosa. La soluciéon
numérica usando las estimaciones por minimos cuadrados se representa por la linea roja y los
datos reales por los puntos azules. Se observa, al igual que para el MOI 2 x 1073, el compor-
tamiento de las células infectadas y del total de la carga viral expresado por los datos reales y
la soluciéon numérica es mejor aproximado que el comportamiento de las células blanco y carga

viral infecciosa.
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4.1.2. Estimacién Bayesiana
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resultados de las solucién numérica usando

En esta seccién se muestran los resultados, mediante el enfoque Bayesiano de la estimacion

puntual de los parametros de interés, intervalos creibles y el test de Gelman-Rubin tomando en

cuenta los datos correspondientes a los MOI 2 x 1072 y 2 x 1075,

Los resultados que se presentan enseguida se obtuvieron usando la paqueteria deBInfer (Boersch-

Supan et al., 2017) del software R, considerando la solucién numérica X} asf como las condiciones

y valores iniciales utilizados en la estimacion por minimos cuadrados en el Cuadro 4.2.
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a) Para obtener la estimacién Bayesiana del MOI 2 x 1073 se consideran las distribuciones a

priori siguientes
Bso ~ log — normal(—11.25983, (0.1)?),

a ~ gamma(1l,1),

k ~ log — normal(10.5759, (0.01)?),
kso ~ gamma(1/2,1/2),
o? ~ gamma(1,20).

Los resultados se presentan en el Cuadro 4.3.

Cuadro 4.3: Estimaciones Bayesianas usando los datos del MOI 2 x 1073.

Pardmetro Valor Intervalo creible del 95 %
Tasa de transmisién infecciosa Bso 1.296 x 107> 1.060 x 107° — 1.571 x 107?
Tasa de muerte de células infectadas a 1.018 2.652 x 1072 — 3.844

Tasa de produccién total del virus k3914 x 10* 3.834 x 10* —3.993 x 10*
Tasa de produccién de virus infeccioso  kxg 1.032 2.170 x 1073 — 5.261
Varianza o? 0.04 1.49 x 1072 —0.18

El cuadro A.1 del Anexo A muestra el resultado del test de Gelman—Rubin, utilizando tres
MCMC, tiene un valor menor a 1.1 para cada uno de los parametros, lo que implica que hay
convergencia entre las Cadenas de Markov, y esto puede verse para cada uno de los parametros
de manera grafica en las Figura A.1 y Figura A.2 del mismo anexo.

En la columna izquierda de la Figura A.2 (ver Anexo A) se muestran las trazas de tres Cadenas
de Markov para los parametros de interés, en las que se observan que las tres Cadenas tienen
una buena mezcla y convergen, es decir, cada cadena recorre todo el espacio de parametros. La
columna derecha de la misma figura muestra las distribuciones a posteriori marginales para los
cuatro pardametros de interés. Al comparar las trazas de las tres Cadenas de Markov para cada
uno de los parametros de interés con su respectiva distribucion a posteriori existe congruencia
entre la media de las trazas y distribucién a posteriori marginal.

Tomando en cuenta los resultados de la estimacion Bayesiana de los parametros de interés, los
valores y condiciones iniciales dados en el apartado de la estimacion por minimos cuadrados, se

presentan las graficas que muestran la solucién numérica del modelo ad—hoc y los datos reales.
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La Figura 4.3 muestra las gréficas de los comportamientos entre la solucién numérica del modelo
ad-hoc usando los resultados de la estimacién Bayesiana, representada por la linea roja y los
datos reales por los puntos azules (escala logaritmica), para la concentracién de células blanco,
células infectadas, carga viral total y carga viral infecciosa. Se observa que el comportamiento
de las células blanco e infectadas expresado por los datos reales y la solucién numérica es mejor
aproximado que el comportamiento de la carga viral total e infecciosa. Ademas, en las carga viral
total y la carga viral infecciosa, mostrada en la parte inferior de la misma figura, se observa
que la solucion numérica alcanza los puntos maximos de los datos reales, a diferencia de la
solucion mediante minimos cuadrados; aunque en los dias 7 y 8, los puntos de los datos reales
estan por debajo de la solucion numérica usando las estimaciones de Bayes. En los dias 4 y 5,
la solucién para las carga viral total e infecciosa alcanzan su maxima produccion viral y luego
decaen, respectivamente. Es decir, es el mismo comportamiento que se observa en la solucién

por minimos cuadrados.
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Figura 4.3: Soluciéon numérica del modelo ad-hoc usando resultados de la estimacion Bayesiana

para los datos del MOI 2 x 1073,
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Para caracterizar la cinética viral, es recomendable calcular el niimero reproductivo basico para
el sistema que representa el modelo ad-hoc (R3*"¢). Utilizando los resultados de las estima-
ciones Bayesianas, el valor de dicho nimero reproductivo es R3%"¢ = 8.22, es decir, el ntimero
de células recién infectadas generadas intrinsecamente por una simple célula infecciosa al inicio
de la infeccién es de aproximadamente 8 células (Baccam et al., 2006; Beauchemin et al., 2008;

Nowak et al., 1997; Perelson et al., 1996; Ribeiro et al., 2010; Stafford et al., 2000).

b) Para obtener la estimacién Bayesiana usando los datos del MOI 2 x 107 se consideran las

siguientes distribuciones a priori.

Bso ~ log — normal(—9.155069, (0.1)?),
a ~ gamma(0.49, 1),
k ~ log — normal(11.31, (0.01)?),

kso ~ gamma(0.32,4),

o? ~ gamma(1,20).

Los resultados se presentan en el Cuadro 4.3.

Cuadro 4.4: Estimaciones Bayesianas usando los datos del MOI 2 x 1076.

Pardmetro Valor Intervalo creible del 95 %
Tasa transmisién infecciosa Bso 1.06 x 107*  8.68 x 1075 — 1.28 x 1074
Tasa de muerte de células infectadas a 0.5 2.20 x 107 — 2.56

Tasa de produccién total del virus k 3.01 x 10*  2.95 x 10* — 3.06 x 10*

Tasa de produccién de virus infeccioso  kso 7.6 x 1072 9.96 x 10~7 — 0.49

Varianza o? 0.04 6.12 x 1074 = 9.71

El Cuadro B.1 del Anexo B muestra el resultado del test de Gelman—Rubin, utilizando tres
MCMC, el cual arroja un valor menor a 1.1 para cada uno de los parametros, lo que implica
que hay convergencia entre las Cadenas de Markov Monte Carlo, y esto puede verse para cada

uno de los pardmetros de manera gréfica en las Figuras B.1 y B.2 (ver Anexo B).
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Tomando en cuenta los resultados de la estimacion Bayesiana de los parametros de interés, los
valores y condiciones iniciales dados en el apartado de la estimacion por minimos cuadrados, se
presentan las graficas que muestran el comportamiento entre la solucion numérica del modelo
ad-hoc y los datos reales.

La Figura 4.4 muestra las gréaficas de los comportamientos entre la solucién numérica del modelo
ad-hoc usando los resultados de la estimacién Bayesiana y los datos reales (escala logaritmi-
ca) para la concentracién de células blanco, células infectadas, carga viral total y carga viral
infecciosa. La linea roja corresponde a ésta solucién numérica y los puntos azules a los datos
reales. Se observa que la solucién numérica se aproxima mejor al comportamiento de las células
infectadas, carga viral total y carga viral infecciosa. Ademas, en el gréafico de las células blanco
mostrada en la parte superior izquierda de la misma figura, en los dias 5, 6 y 7, los puntos de los
datos reales estan por encima de la solucion numérica usando las estimaciones de Bayes, mismo

comportamiento que se observa en la solucién por minimos cuadrados.
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Figura 4.4: Datos reales y solucion numérica del modelo ad—hoc usando resultados de la esti-

macién Bayesiana para el MOI 2 x 1076,

Utilizando los resultados de las estimaciones Bayesianas, el valor de dicho niimero reproductivo

es Ri4M¢ = 5.86, es decir, el ntimero de células recién infectadas generadas intrinsecamente por
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una simple célula infecciosa al inicio de la infeccion es de aproximadamente 6 células.

4.2. Discusion

En los Cuadros 4.5 y 4.6 se realizan comparaciones entre los resultados de las estimaciones de
minimos cuadrados y Bayesianas para los MOIs 2 x 1073 y 2 x 1075, respectivamente.

En el Cuadro 4.5, puede observarse que en la estimacion Bayesiana todos los valores de los
parametros tienen el mismo exponente que los resultados de las estimaciones por el método
de minimos cuadrados. Asi mismo, se observa que los valores de los estimadores por minimos

cuadrados estédn dentro de los intervalos creibles (excepto la tasa de transmision infecciosa, (5g).

Cuadro 4.5: Estimaciones obtenidas mediante el método de minimos cuadrados e inferencia

Bayesiana (MOT 2 x 1073).

Estimador Intervalo creible
Parametro
V. L.* M. C.** Bayes del 95 %
Bso 4.95x 1077 1.87x107° 1.29 x 107® 1.06 x 107° — 1.57 x 107
a 1.18 1.37 1.01 2.65 x 1072 — 3.84
k 2.61 x 10* 3.94x10* 3.91 x 10* 3.83 x 10* —3.99 x 10*
kso 0.22 0.8 1.03 2.17 x 1073 — 5.26
Rgd-hoe 7.01 6.92 8.22 0.18 — 14.00

* Valor de la literatura (obtenido por Iwami et al. (2012))

** Minimos cuadrados

Considerando la condicién inicial de células blanco (HSC-F), los mismos valores iniciales de los
parametros en el modelo ad—hoc, se comparan los resultados de los nimeros reproductivo basico
de la infeccién, R34 por el método de minimos cuadrados e inferencia Bayesiana para los
valores de los cuatro parametros estimados por ambos métodos. En la tltima fila del Cuadro
4.5 se presentan las estimaciones del nimero reproductivo bésico. Ambos resultados son valores

mayores que uno (ver Figura 4.5), lo que se interpreta, dada una poblacién de células infectadas,

la infeccién es muy probable que se extienda a toda la poblaciéon de células blanco.
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Figura 4.5: Intervalo crefble para R3%"¢ y valores de R34"¢ obtenidos por ambos métodos para

el MOT 2 x 1073,

Se retoman los resultados de las estimaciones de los parametros de interés por los métodos antes
mencionados con los valores y condiciones iniciales descritos en la Subseccion 4.1.1, se presenta
la gréfica (Figura 4.6) que muestra una comparacion de las soluciones numéricas del modelo

ad-hoc por ambos métodos junto con los datos reales al considerar el MOI 2 x 1073.
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Figura 4.6: Comparacién de los datos reales, solucién obtenida por Iwami et al. (2012) y las
soluciones numéricas del modelo ad—hoc usando minimos cuadrados e inferencia Bayesiana para

el MOT 2 x 1073,

35



La Figura 4.6 muestra la comparacion de las soluciones numéricas del modelo ad—hoc, por
los métodos ya mencionados. El objetivo es visualizar que método da como resultado un mejor
ajuste de la solucion numérica a los datos reales. En el grafico de la células blanco el mejor ajuste
se obtiene mediante inferencia Bayesiana, en el grafico de células infectadas ambos métodos
tienen un buen ajuste, para el total de la carga viral y virus infeccioso, la solucion Bayesiana
alcanza mejor los puntos maximos, pero en los dias 7 y 8 la soluciéon Bayesiana se aleja de los
datos reales, pasa algo similar con la solucién de minimos cuadrados en el dia 8.

En el Cuadro 4.6 puede observarse que en la estimacién Bayesiana todos los valores de los
parametros tienen el mismo exponente que los resultados de las estimaciones por el método de
minimos cuadrados, al igual que en el MOI 2 x 1073, Asi mismo, se observa que los valores de

los estimadores por minimos cuadrados estan dentro de los intervalos creibles.

Cuadro 4.6: Estimaciones obtenidas mediante el método de minimos cuadrados e inferencia

Bayesiana (MOI 2 x 1079).

Estimador Intervalo creible
Pardmetro
V. L.* M. C.** Bayes del 95 %
Bso 4.95x107° 1.05x107* 1.06 x 107* 8.68 x 107°> — 1.28 x 107
a 1.18 0.49 0.5 2.20 x 107* — 2.56
k 2.61 x 10*  3.01 x 10* 3.01 x 10* 2.95 x 10* — 3.06 x 10*
kso 0.22 0.08 0.07 9.96 x 10~7 — 0.49
Rad-hoe 7.01 6.22 5.86 6.12 x 1074 —9.71

* Valor de la literatura (obtenido por Iwami et al. (2012))

** Minimos cuadrados

Al considerar la condicién inicial de células blanco (HSC-F), los mismos valores iniciales de los
parametros en el modelo ad—hoc, se comparan los resultados de los nimeros reproductivo basico
de la infeccién, R3%"¢ por el método de minimos cuadrados e inferencia Bayesiana para los
valores de los cuatro parametros estimados por ambos métodos. En la ultima fila del Cuadro
4.6 se presentan las estimaciones del niimero reproductivo basico. Ambos resultados son valores

mayores que uno, lo cual quiere decir que, dada una poblacion de células infectadas, es muy

probable que la infeccién se extienda a toda la poblacién de células blanco.
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Se retoman los resultados de las estimaciones de los parametros de interés por los métodos antes
mencionados con los valores y condiciones iniciales descritos en la Subsecciéon 4.1.1, se presentan
las graficas que muestran la comparacion de las soluciones numéricas del modelo ad-hoc por
ambos métodos y los datos reales del MOI 2 x 1075,

La Figura 4.7 muestra la comparacién de las soluciones numéricas del modelo ad—hoc, por los
métodos ya mencionados. El objetivo es comparar graficamente los resultados de las soluciones
numéricas, de los métodos de estimacién, con los datos reales. Para las células blanco, puede
apreciarse un mejor ajuste mediante estimacion Bayesiana; para las células infectadas y total de
la carga viral, la solucién de ambos métodos de estimaciéon describen bien y de manera similar
el comportamiento de los datos reales; y para la carga viral infecciosa, la estimacién Bayesiana

describe mejor el comportamiento de los datos reales.
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Figura 4.7: Comparacién de los datos reales, solucién obtenida por Iwami et al. (2012) y las

soluciones numéricas del modelo ad—hoc usando minimos cuadrados e inferencia Bayesiana para

el MOT 2 x 107°.

De acuerdo con Iwami et al. (2012) las medidas relevantes de la cinética viral del VISH- KS661
in vitro estan relacionadas con el parametro a que representa la tasa de muerte de las células

infectadas. Los resultados de este trabajo usando estimacién Bayesiana, para el MOI 2 x 1073
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a es igual a 1.018 y 5 es igual a 1.296 x 10~°; mientras que para el MOI 2 x 107% a es igual a
0.5y Bso es igual a 1.06 x 1074,

El promedio de vida de las células infectadas estd dado por el inverso de la tasa de muerte
(a™!). Para este trabajo el promedio de vida de las células infectadas para el MOI 2 x 1073 es
aproximadamente un dfa; mientras que para el MOI 2 x 1075 es aproximadamente 2 dfas.

La vida media de la células infectadas esta dada por log(%). En este trabajo es aproximadamente
16 hrs (0.68 dia) para el MOI 2 x 10~3; mientras que para el MOI 2 x 1079 es aproximadamente
33 hrs (1.3 dia).

El nimero total de particulas virales que produce una célula infectada (burst size) estd dado
por la tasa de produccién total de virus (k) entre la tasa de muerte de la células infectadas a.
Para este trabajo resulta que para el MOI 2 x 1073 una célula infectada produce 2.58 x 10* virus
(IC: 11738.48 — 932747.64); mientras que para el MOI 2 x 107% una célula infectada produce
6.02 x 10* virus (IC: 13,380.48 — 7,805, 161.65). En este trabajo se observa que a mayor MOI
una célula infectada produce menos virus.

El nimero de particulas virales infecciosas que produce una célula infectada (burst size) esta
dado por la tasa de producciéon de virus infeccioso ksg, entre la tasa de muerte de la células
infectadas a. Para este trabajo resulta que para el MOI 2 x 10~2 una célula infectada produce
1.01 virus infecciosos (IC: 0.00096 — 25.05); mientras que para el MOI 2 x 107% una célula
infectada produce 0.14 virus infecciosos (IC: 0.001 — 14.769). Para este trabajo, a mayor MOI,
una célula infectada produce mas virus infecciosos.

En este trabajo, considerando la estimacién obtenida de la tasa de transmisién infecciosa (850 =
1.296 x 1075) para el MOI 2 x 1073, significa que se requiere el encuentro de aproximadamente
10,000 células blanco con una particula viral en un ml para producir 129 células infectadas;
mientras que para el MOI 2 x 107% la estimacién obtenida para la tasa de transmisién infecciosa
es de (50 = 1.06 x 107%, esto es, se requiere el encuentro de aproximadamente 10,000 células
blanco con una particula viral en un ml para producir 1,060 células infectadas. Entonces, entre
mas pequena es la tasa de transmision infecciosa, se producen maés células infectadas.

Estos resultados pueden ser de utilidad para futuras investigaciones sobre la cinética viral del

VISH-KS661 in vitro.
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Capitulo 5

Conclusiones

La estimacion Bayesiana permite incorporar el conocimiento empirico o la experiencia que se
tiene respecto a los parametros desconocidos, en términos de distribuciones a priori; otra ven-
taja se refiere al tamano de muestra. En este estudio, el tamano de muestra es pequeno, y los
pardmetros, en razén de que se interpretan como tasas (infeccién, muerte y produccién viral)

todos se consideran positivos.

Utilizando el modelo matematico ad-hoc para la infeccion por VISH-KS661 en células HSC-F,
el conjunto de datos experimentales y la metodologia Bayesiana, resulta posible estimar los
parametros que caracterizan las interacciones célula — virus in vitro, asi como las medidas re-
levantes de la cinética viral de dicho virus. Con base en estos resultados, se obtiene una buena
descripcion cuantitativa de la cinética viral del VISH-KS661, mismos que son consistentes con
resultados de estudios previos del virus. De igual manera, comparando estos resultados con los
obtenidos por minimos cuadrados, para el MOI 2 x 1079 la solucién numérica utilizando las

estimaciones Bayesiana ajusta mejor al comportamiento de los datos reales del experimento.

El ntimero reproductivo basico de la infeccién R3%"*¢ obtenido con los resultados de los estima-

dores Bayes para los MOIs 2 x 1072 y 2 x 1079, resultaron similares a estudios previos obtenidos

por otros métodos. Dado que el R3¢ obtenido en ambos MOIs y el referente a la literatura
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(Iwami et al., 2012) son mayor que uno para los datos analizados (in vitro), se concluye que
la infeccién va a persistir hasta que ya no queden més células blanco que infectar y las células

infectadas mueran.

Respecto a las medidas relevantes de la cinética viral del VISH-KS661 se concluye que, el niimero
total de particulas virales que produce una célula infectada (burst size) para los MOIs 2 x 1073
y 2 x 1076 es de 2.58 x 10* y 6.02 x 10* virus, respectivamente; el niimero de particulas virales
infecciosas que produce una célula infectada para los MOIs 2 x 1073 y 2x 107% es de 1.01 y 0.14
virus, respectivamente . Estos resultados son congruentes con los obtenidos por Iwami et al.

(2012).
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Anexo A

Gréaficos y cuadros correspondientes al MOI 2 x 1073

En este anexo se presentan los cuadros y los gréficos correspondientes al test de Gelman-Rubin,
asi como la trazas y densidades marginales a posteriori de cada parametro de interés para los

MOIT 2 x 1073,

Cuadro A.1: Test de Gelman—Rubin para el MOI 2 x 1073,

R Limite superior del I.C.

Bs0  1.00 1.00
a 1.00 1.00
k  1.06 1.18

kso  1.00 1.00
o?  1.00 1.00
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Anexo B

Gréaficos y cuadros correspondientes al MOI 2 x 107°

En este anexo se presentan los cuadros y los gréficos correspondientes al test de Gelman-Rubin,
asi como la trazas y densidades marginales a posteriori de cada parametro de interés para los

MOI 2 x 1075,

Cuadro B.1: Test de Gelman—Rubin para el MOI 2 x 1076,

R Limite superior del I.C.

Bs0  1.00 1.00
a 1.00 1.01
k 1.01 1.04

ks 1.01 1.00
o?  1.00 1.00
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