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Resumen

Los controladores Proporcional-Integral-Derivativo (PID) son una herramienta muy usada en
todas las esferas de la industria y la tecnologia, donde se precise controlar el comportamiento
de los estados de un sistema automaético. Los controladores PID de orden fraccionario han
demostrado tener un mejor desempeno en sistemas mas complejos. El buen funcionamiento
del sistema depende en gran medida de caracterizar los parametros del controlador asociado a
él. Por tanto, es de vital importancia la correcta estimacion de estos parametros. Una técnica
estadistica usada para este fin es la estimacion Bayesiana. Este trabajo tiene como objetivo
estimar los parametros del controlador PID de orden fraccionario, formulando el problema de
inferencia estadistica como un problema inverso desde la perspectiva Bayesiana. Se presenta
un ejemplo sobre el control del nivel en un tanque cénico, que es un proceso muy usado en
las industrias. A través de este ejemplo, se muestra la metodologia propuesta y se realiza un
estudio de simulacién para evaluar el desempeno de las estimaciones obtenidas en términos

del sesgo y del error cuadratico medio.



Abstract

The Proportional-Integral-Derivative (PID) controllers are a broadly used tool in all areas
of industry and technology, where it is necessary to control the behavior of the states of an
automatic system. PID controllers of fractional order have been shown to perform better
in more complex systems. The proper functioning of the system depends to a great extent
on characterizing the parameters of the controller associated to it. Therefore, the correct
estimation of these parameters is of vital importance. A statistical technique used for this
purpose is Bayesian estimation. The objective of this work is to estimate the parameters of the
fractional order PID controller, formulating the problem of statistical inference as an inverse
problem, from the Bayesian perspective. An example about the level control is presented
in a conical tank, which is a widely used process in industries. Through this example, the
proposed methodology is shown and a simulation study is carried out, in order to evaluate

the performance of the estimates obtained in terms of the bias and the mean square error.
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Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad, los sistemas de control son utilizados practicamente en todas las disciplinas
cientificas y tecnoldgicas, desde sistemas muy simples como control de temperatura o llenado
de un tanque, hasta pilotos automaticos o robots que controlan los procesos industriales en
fabricas. Estos sistemas son estudiados por una rama interdisciplinaria de la ingenieria y las
matematicas, conocida como Teoria de Control, que se ocupa de la modificacién de sistemas
dindmicos para obtener un comportamiento deseado en términos de un conjunto de espe-
cificaciones. Para obtener dicho comportamiento, un controlador detecta el funcionamiento
del sistema, lo compara con el comportamiento deseado, y en base a esto realiza acciones
correctivas y activa el sistema para obtener el cambio deseado (ver Figura . Un contro-
lador fraccionario es una herramienta con buenos resultados para este fin. En este trabajo
estaremos interesados en el controlador Proporcional-Integral-Derivativo de orden fracciona-
rio (PID fraccionario o PI*D*). En muchos fenémenos de la Teorfa de Control, es comtin
que los sensores del sistema proporcionen una serie de mediciones o datos de algunas de las
variables que forman parte de un modelo, el cual involucra ciertos parametros desconocidos
que representan caracteristicas importantes del fenémeno bajo estudio. Si contamos con ob-
servaciones de esas variables, es posible plantear el problema inverso como un problema de

inferencia estadistica.



Efecto dessado Error
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Figura 1.1: Diagrama bésico del proceso de control.

El calculo fraccionario es una extension del calculo que permite considerar la integracion y la
derivacion de orden fraccionario, o sea, permite definir operadores como Cg—j, cuando o € R,
El desarollo de los conceptos y definiciones del calculo fraccionario se remontan al siglo XVII,
con indicios en la correspondencia entre Leibniz y L’Hopital. En las ultimas décadas, el calculo
fraccionario se ha utilizado en varias ramas como son la ciencia de materiales, la mecanica,
la Teoria de Control, entre otras. Un amplio campo de aplicaciones se pueden encontrar en
Podlubny (1999).

Las primeras aplicaciones del calculo fraccionario en la Teoria de Control aparecieron en la
década del 60, aunque sin usar el término “fraccionario”. Un problema clave en el diseno
de un amplificador de realimentacién fue disenar un bucle de realimentacién para que el
rendimiento del bucle cerrado sea invariante a los cambios en la ganancia del amplificador
(A). Bode (1940) y Bode (1945) present6 una solucién elegante a este robusto problema de
diseno, que denominé la caracteristica de corte ideal, hoy en dia conocida como la funcién

de transferencia de bucle ideal de Bode, cuya forma era F(s) = A a €R, es decir, era un

s
integrador fraccionario. Desde entonces, se han realizado trabajos relacionados con la Teoria
de Control como son el diseno y realizacion de filtros, tratamientos de senales y estimacion
de parametros. Precisamente, esta ultima tarea es de vital importancia en el funcionamiento
de un controlador fraccionario. Es imprescindible determinar qué valores de los parametros

proporcionan el mejor funcionamiento del controlador. Una técnica usada para este fin es la

estimacién mediante el Teorema de Bayes.



1.1. Antecedentes

Varios son los autores que han desarrollado trabajos relacionados con problemas inversos,
aplicaciones de derivadas fraccionarias y estimacién de parametros en la resolucién de pro-
blemas practicos.

Bates (2009) en su trabajo da un enfoque general de modelado inverso para mecénica pul-
monar. Freeborn (2013) presenta un panorama general de las aplicaciones de los circuitos
fraccionarios en biologfa. De gran interés es el trabajo de Ionescu y De Keyser (2008), quie-
nes validan un modelo mecanico analogo a un circuito con componentes: una resistencia,
un capacitor y una bobina (RCL, por sus siglas en inglés) fraccionario, para describir el
proceso respiratorio. Otro ejemplo de un modelo fraccionario es el presentado por Moreles,
Pena, Botello y Iturriaga (2013), el cual tiene su aplicacién en el flujo en medios porosos
heterogéneos. Relacionado con los problemas inversos que aparecen en geologia, se tiene el
trabajo de Xiang, Cheng, Schlindwein y Jones (2003), quienes se enfocan en desarrollar un
método para estimar los parametros del modelo. Monje, Chen, Vinagre, Xue y Feliu-Batlle
(2010) realizan un amplio anélisis de los sistemas fraccionarios aplicados a sistemas de la
Teoria de Control. Hacen un interesante recorrido por toda la teoria del calculo fraccionario
y la aplican a ejemplos experimentales de controladores. Lainez (2015) hace una identifica-
cién y modelacion de sistemas fraccionarios y propone modelos para el sistema respiratorio
y el estudio de los componentes del suelo.

Hasta el momento, en la bibliografia revisada, en estos trabajos no se aborda la estimacion de
parametros desde el enfoque Bayesiano en problemas en el contexto de la Teoria de Control,

especificamente para el controlador PID fraccionario.

1.2. Problematica

Dado el amplio uso de los controladores fraccionarios en la industria y otras ramas, se hace
imprescindible determinar qué valores de los parametros proporcionan el mejor funciona-
miento del controlador. El ajuste o estimacién (también conocido como tunning) puede ser
manual, a través de un método matematico o usando un programa de computadora. El ajuste

manual puede ser un proceso lento, empirico, en ocasiones ineficiente y no exento de errores.



Entre los métodos matematicos, el més conocido es el de Ziegler-Nichols. El problema con
este método es que incluye una parte manual (con los problemas mencionados arriba) y no
plantea nada para obtener los érdenes de la derivada y la integral fraccionarias. Es un método
basicamente para el controlador PID o alguno de sus derivados (Proporcional-Integral PI,
Proporcional-Derivativo PD). Por tltimo, es posible usar un software, pero se necesita de
equipos y programas posiblemente privativos, que son costosos. Dadas estas problematicas,
en este trabajo estimaremos los parametros del controlador PID fraccionario desde

el paradigma Bayesiano.

1.3. Objetivos

Objetivo general

Estimar los parametros del controlador PID fraccionario desde el paradigma Bayesiano.

Objetivos especificos

Simular datos a partir de valores conocidos de los parametros del controlador PID

fraccionario.

Estimar los parametros del controlador PID fraccionario y la varianza en un ejemplo

real: control de nivel en un tanque cénico.

Obtener los intervalos de credibilidad para los parametros de interés.

Evaluar el método de estimacion en términos de sesgo y error cuadratico medio.

Para dar cumplimiento a estos objetivos y explicar la manera en que lo haremos, se ha
estructurado el trabajo en varias secciones. En el Capitulo 2, abordaremos la teoria necesaria
sobre calculo fraccionario, se describira el controlador PID fraccionario y explicaremos la
técnica de estimacion Bayesiana. En el Capitulo 3, se plantea la metodologia usada para
realizar la estimacion de los pardmetros de interés. Por tltimo, en el Capitulo 4, se realiza
dicha estimacién, se verifican los diagndsticos de convergencia y se discuten los resultados
obtenidos. En este capitulo presentamos un ejemplo de estimacion del nivel de un fluido en

un tanque conico, un proceso muy importante en las industrias.



Capitulo 2

Marco Teorico

En este Capitulo se enuncia toda la teoria necesaria sobre la que se soporta esta investigacién.
Se introduce el marco tedrico sobre calculo fraccionario, controladores PID fraccionarios e

inferencia Bayesiana.

2.1. Calculo fraccionario

Explorando mas alla del enfoque tradicional, consideraremos las funciones de transferencia
de orden real arbitrario. Por tanto, estamos en presencia de sistemas que se describen mejor
mediante modelos de orden fraccionario, que incluyen los sistemas de orden entero.

Una funcién sumamente importante en el célculo fraccionario es la funcion Gamma de Euler

I'(0,00) — R, que se define como

F(x):/ t" e L.
0

Otra funcién que desempena un papel muy importante en el célculo fraccionario, es la funcién
de dos parametros del tipo Mittag-Leffler. Esta fue introducida por Agarwal (1953) y estd

definida como:

Zk

C(ak +B)’

WE

Eu.p5(z) = a>0, [>0.

i

0
Esta funcion se usa durante la aplicacion de la Transformada de Laplace a las derivadas de

orden fraccionario.



2.1.1. Integral de Riemann-Liouville de orden fraccionario

De acuerdo con la concepcién de Riemann-Liouville, la integral de orden fraccionario puede

expresarse como

To (1) 2 Do (1) = ﬁ/ (t— ) f(r)dr, t>c acR.

Cuando tratamos con sistemas dindmicos, es usual que f(¢) sea una funcién que depende del
tiempo t, y por lo tanto, en lo que sigue, la definiciéon de la integral de orden fraccional a

usar es

I°f(t) ED*f(t) = ﬁ /Ot(t — 1) f(r)dr, t>0, ae€R". (2.1)

2.1.2. Derivadas de orden fraccionario

Para las derivadas de orden fraccionario existen varias definiciones, dos ampliamente usadas
son la definicién de Riemann-Liouville y la definicién de Caputo.

Segin Riemann-Liouville, la derivada fraccionaria de orden « se puede expresar como

D) £ D) = S [ J—— ).

~dm I'(m—« t — 7)e—mtl

donde m — 1 < a < m, m € N. En la literatura, suele usarse 0 < a < 1, por tanto,

tomaremos m = 1 y la definicién queda

WD (1) = ﬁ% /0 (t]ﬁ))adf. (2.2)

Por su parte, Caputo propuso la definicién de la derivada de orden fraccionario como

b pm)(,
D) 2T () = s [T

I'(m—a« t —7)e-mtl

donde m — 1 < a <m, m € N. De igual manera que en la definiciéon anterior, si m = 1,

entonces la definicion nos queda

oDf(t) = = (11_a) /0 (tf_(;))adf, (2.3)



2.1.3. Transformada de Laplace

Una herramienta importante y que, junto a la funcion de Mittag-Leffler es muy usada en la
solucién de ecuaciones con derivadas e integrales de orden fraccionario, es la Transformada

de Laplace. La misma esta definida como

Fs) = L{f()}(s) = / e (e (2.4)

donde s es una variable compleja y f(¢) es la funcién original, esta debe ser tal que no
crezca mas rapido que una cierta funcién exponencial cuando ¢ — oco. Se suele denotar
la transformada con letras maytsculas y la funcién original con letras minusculas. Por la
importancia de esta herramienta, a continuaciéon damos las transformadas de Laplace de los

operadores de orden fraccionario que definimos.

L{TF(1)} = s~ F(s). (2.5)
LD f(1)) = °F(s) — 3 s [xD* 1 F(0)], (2.6)
LLD (1)} = 57 F(s) — 3 s+ f(0) (2.7)

La funcién orginal f(t) puede obtenerse a partir de la transformada de Laplace F(s) con la

ayuda de la transformada inversa de Laplace
c+joo
f(t)=LHF(s)} = e* F(s)ds, ¢ = Re(s) > ¢, (2.8)

c—joo

donde ¢j se encuentra en el semiplano derecho de la convergencia absoluta de la integral de

Laplace ([2.4)).

La transformada de Laplace de la convolucién

£(t) * glt) = / F(t = r)g(r)dr = / f()glt - 7)dr (2.9)



de dos funciones f(t) y ¢(t), ambas iguales a 0 para ¢t < 0, es igual al producto de las

transformadas de Laplace de estas funciones:

L{f(#) * g(t)}(s) = F(s)G(s) (2.10)

suponiendo que ambas funciones F'(s) y G(s) existen. La propiedad ([2.10) es usada en la
evaluacién de la transformada de Laplace de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville

(Petras, 2011).

2.2. Controladores PID de orden fraccionario

Un controlador PID (Proporcional-Integral-Derivativo) es un mecanismo de control por re-
alimentacién ampliamente usado en sistemas de control industrial. Consta de tres partes
diferentes: el Proporcional, el Integral, y el Derivativo. El valor Proporcional depende del
error actual y consiste en el producto entre la senal de error y la constante proporcional
para lograr que el error en estado estacionario se aproxime a cero. El Integral depende de
los errores pasados y tiene como propdsito disminuir y eliminar el error en estado estaciona-
rio, provocado por perturbaciones exteriores y el cual no puede ser corregido por el control
proporcional. Por 1ltimo, el Derivativo es una prediccion de los errores futuros, se manifiesta
cuando hay un cambio en el valor absoluto del error. Su funcién es mantener el error al mini-
mo corrigiéndolo proporcionalmente con la misma velocidad que se produce; de esta manera

evita que el error se incremente.

(1)

Planta /
Proceso

P K.eft)

A

uft)

E Ui
6] K5 :z: )

I .I'{'_lr: (i

A

:

D K&t
(a) (b)

Figura 2.1: Controlador PID (a) y PID fraccionario (b).




El controlador de orden fraccionario PI*D* se propuso en Podlubny (1999) como una gene-
ralizacién del controlador PID con integrador \ y diferenciador p, ambos de orden real.

La ecuacion integro-diferencial que define la accién de control del PID fraccionario es
u(t) = Kpe(t) + K;De(t) + K D e(t)

En general, pueden tomarse cualquiera de las dos definiciones de la derivada de orden fraccio-
nario. En este trabajo usaremos la definiciéon de Caputo. Esta decisién responde al hecho de
que esta definicién permite hacer interpretaciones fisicas de la derivada. Aplicando la trans-
formada de Laplace y las propiedades y (2.7) al problema de valor inicial siguiente, se

obtiene la funcién de transferencia del controlador (Podlubny, 1999):

Kpe(t) + K;De(t) + Ky D" e(t)

€<t0) = €y

L{u(t)} = L{Ke(t) + K;D *e(t) + KD"e(t)}

U(s) = K,E(s) + Kis ™ E(s) + Ky [SHE(S) _ 5#7160}
. 1
B Kp + Kis=> + Kgst

E(S) (deﬂ—leo + U(S))

La ecuacién de transferencia es el denominador del primer factor
C(s) = K, + K;s™* + Kgs", (A pu>0) (2.11)

donde K, es la constante proporcional, K; es la constante integral y K, es la constante

derivativa. En la Figura [2.1] se pueden observar, de forma general, ambos controladored}

2.2.1. Impedancia eléctrica

Los controladores PID fraccionarios trabajan en el dominio de la frecuencia. Especificamente,

miden la impedancia eléctrica como una senal del proceso que desean controlar.

Definicion 2.2.1 La impedancia (Z) es una medida de oposicion que presenta un circuito a

una corriente cuando se aplica una tension. La impedancia extiende el concepto de resistencia

Tmagen (a) fue tomada de https://es.wikipedia.org/wiki/Controlador _PID


https://es.wikipedia.org/wiki/Controlador_PID

a los circuitos de corriente alterna (CA), y posee tanto magnitud como fase, a diferencia de

la resistencia, que solo tiene magnitud.

La impedancia es un nimero complejo Z = R+ j X, donde R es la resistencia o parte real y
X es la reactancia o parte imaginaria. Muchas veces, es mejor trabajar con la forma polar.

En lugar de usar una parte imaginaria y otra real, se trabaja con la magnitud y la fase.

2.3. Inferencia Bayesiana

El proceso de inferencia Bayesiana consiste en analizar como la informaciéon muestral modifica
la distribucion probabilistica del parametro de interés. Para su realizacion practica, se recurre
a la aplicacién del Teorema de Bayes, que combina la informaciéon muestral suministrada por
la funciéon de verosimilitud y el conocimiento que se tenga de los parametros recogida en
la distribucion a priori. Ante un problema de inferencia sobre un parametro o vector de
parametros 6 de una poblacion, el enfoque Bayesiano se puede estructurar en las siguientes

etapas:

1. Obtencién de una distribucién a priori, representada por 7(6), que resume la informa-

cion disponible sobre el parametro.

2. Obtencidn de la funcién de verosimilitud, expresada como L(y|6), de los datos y dado
el valor del pardmetro. Esta funcion recoge toda la informacion sobre la relacion entre

las observaciones muestrales (los datos) y el pardmetro.

3. Calcular la distribucién a posteriori, w(0|y). Esta funcién, proporcional al producto de
la distribucién a prior: y la verosimilitud, resume toda la informacion actualizada sobre

el pardametro.

4. Establecer, a partir de la distribucion a posteriori, los estimadores e intervalos de cre-

dibilidad.

Asi, para realizar inferencias sobre un parametro, el enfoque Bayesiano se basa en la distribu-
cién a posteriori m(6|y), que es la distribucién del pardmetro dado los valores de la muestra.
Se produce asi un enfoque méas natural y logicamente coherente, pero que necesita de la buena

eleccion de una distribucion extramuestral o a priori para 6.
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En el caso de que 0 sea un vector de parametros, la distribucion a priori es una distribucion
conjunta. En muchos casos (como el nuestro) se considera la distribucién a priori como el
producto de las distribuciones marginales, ya que se supone independencia entre los pardme-
tros. Cuando el conocimiento inicial del pardmetro @ es poco, da lugar a distribuciones «a
priori no informativas.

Cuando se cuenta con pocas muestras, o sea, pocos datos, la mayor informacion la inyectan
las distribuciones a priori de los parametros. Por tanto, es de vital importancia en un enfoque
Bayesiano, determinar cuales son las a priori correctas. Cuando no se tiene informacién previa
sobre los parametros, la mayor informacién recae en la funcién de verosimilitud, o sea, en los
datos. Es este caso, se usan a prioris no informativas y el andlisis Bayesiano es equivalente

al andlisis clésico.

Definicion 2.3.1 Una distribucion a priori se dice no informativa si no contiene informacion

sobre el pardmetro que establezca si unos valores son mds probables que otros.

Una vez conocida la verosimilitud de los datos L(y|@) y la distribucién a priori de los
parametros 7(8), la distribucién posterior de los pardmetros de interés estd dada por
L(y|0) (6
w(6ly) = OO
/L(y|0)7r(9) 46
©

donde © denota el espacio de parametros de 8. Dado que el denominador es una constante

de normalizacién y no depende de 6, se suele usar la proporcion

=(8ly) x L(y|6) =(6). (2.12)

Esta distribucion a posteriori conjunta puede ser bien complicada, puede incluir integrales
multiples y en ocasiones llega a ser analiticamente intratable. Es por esta razén que se acude

a algoritmos computacionales como el método de cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC).

2.3.1. Cadenas de Markov Monte Carlo

Las cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC) son métodos de simulaciéon para generar

muestras de las distribuciones a posterior: y estimar cantidades de interés a posteriori. En

11



los métodos MCMC se simulan valores sucesivamente de una densidad propuesta, que no

tiene que ser necesariamente parecida a la densidad a posteriori. (Robert & Casella, 2010).

Una cadena de Markov es un proceso estocéstic 6 oM tal que la distribucién de ¢
dados los valores previos 8, 91 . 9= solo depende de 8¢ o sea

FOCDI0, .. 00) = F(OD]9)

Para generar una muestra de f(f) es deseable que la cadena de Markov construida cumpla
con dos propiedades, la primera es que f (¢(t+1)]¢(t)) debe ser facil de generar y la segunda
es que la distribucion estacionaria debe ser la distribucién a posteriori de interés.

Bajo estos requisitos, podemos aplicar varios algoritmos para construir la cadena de Markov,
los més comunes son Gibbs Samplig (Gelfand & Smith, 1990) y Metropolis-Hastings (Chib

& Greenberg, 1995). Aqui, expondremos un algoritmo general:
1. Seleccionar un valor inicial.
2. Generar T observaciones MCMC hasta obtener la distribucién estacionaria.

3. Monitorear la convergencia del algoritmo usando diagnésticos de convergencia. Si el

diagnostico detecta que no hay convergencia, se generan mas observaciones.
4. Desechar las primeras B observaciones.
5. Considerar {#B+1) 9B+2) (1)}

6. Graficar la distribucién a posteriori (generalmente se pone atencién en las distribuciones

marginales univariadas)

7. Resumir la distribucién a posteriori (media, mediana, cuantiles)

2.3.2. Diagnésticos de convergencia

Para comprobar si realmente las cadenas MCMC alcanzan la convergencia hacia la distribu-

cién estacionaria que es la distribucion a posteriori de interés, se necesitan aplicar pruebas

2Un proceso estocastico es una familia de variables aleatorias {X(t) : t € T'} defnidas sobre un mismo
espacio de probabilidad (€2, i, P) y con valores en un mismo espacio, llamado espacio de estados, S.
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estadisticas. Dos muy usadas son el Diagnéstico de Gelman-Rubin y el Diagnostico de Ge-

weke.

Diagnoéstico de Gelman-Rubin

Este diagnéstico propone hacer una prueba de convergencia basada en 2 o mas cadenas
paralelas, cada una partiendo de diferentes valores iniciales que estan sobre-dispersos con
respecto a la verdadera distribucién posterior. Su método se basa en una comparacion entre
las varianzas dentro y entre cadenas para cada variable (esencialmente un andlisis cldsico de
varianza).

Particularmente, el diagnéstico de Gelman-Rubin implementado en la biblioteca coda del
software R, calcula el “factor de reduccion de escala potencial” para cada variable, junto con
los limites de confianza superior e inferior (Plummer, Best & Vines, 2006). La convergencia
aproximada se diagnostica cuando el limite superior esta cerca de 1. Para las cadenas multi-
variadas, se calcula un valor multivariado que se extiende por encima del factor de reduccion
de escala potencial para cualquier combinacion lineal de las variables.

El factor de reduccion de escala potencial (Estadistico de Gelman-Rubin) se estima de la

siguiente forma:

= [Var()
VR = s

donde W es la varianza en las cadenas
m n
7 \2
W= T 2 20 = 0,
Var es la varianza estimada

Var(f) = (1 — —) W+ —-B
n n

y B es la varianza entre cadenas

<
Il
—
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El factor R disminuye a 1 cuando la longitud de la cadena tiende al infinito, por lo que R
deberia estar cerca de 1 si las cadenas han convergido aproximadamente a la distribucion
objetivo. Gelman sugiere que R debe ser menor que 1.1 6 1.2 (Rizzo, 2007).

Cuando declaramos la convergencia aproximada, en realidad estamos concluyendo que cada
secuencia individual parece estacionaria y que las secuencias observadas se han mezclado
bien entre si. Por esta razon, en la practica, es comun graficar las secuencias de las cadenas

y comprobar visualmente si se mezclaron bien.

Diagnoéstico de Geweke

Geweke (1992) sugiere un criterio para evaluar la convergencia en base a la comparacién de
medias, en intervalos diferentes, después de una fase de calentamiento del algoritmo. Si la
convergencia fue alcanzada, los comportamientos en esos intervalos deben ser semejantes.

En este diagnéstico se aplica una prueba de Z para comprobar si las medias estimadas a
partir de dos submuestras diferentes de la muestra total, son iguales. Usualmente se compara
el 10 % inicial y el 50 % final de la muestra total. Se construyen las medias g y 9" en base

a los grupos de iteraciones Ty y Tg. Entonces el error estandar de la media esta dado por

/Sp(0)/T y por lo tanto el estadistico Z se define como

—A —B

78
2= o

T T T,

Bajo la hipdtesis de convergencia, asintéticamente Z tiene distribucién normal estandar, don-
de @A,gB son las medias muestrales de las dos submuestras mencionadas, Ty y T son los
tamaiios, y S;'(0) y SP(0) son las varianzas.

Los pardmetros con |Z| > 2 tienen medias diferentes de las primeras y tltimas iteraciones,
y por lo tanto indican no convergencia de la cadena MCMC (Ntzoufras, 2009). Sin embargo,
valores pequenos de esta estadistica no significan que existe convergencia. Luego, la decision
debe ser tomada conjuntamente con otros criterios y con la inspeccion visual. Para imple-

mentar el criterio de Geweke, basta con efectuar solo una cadena larga del algoritmo MCMC.
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2.3.3. Estimadores Bayesianos

Aunque la informacion sobre 6 esta en su distribucién a posteriori, es conveniente resumirla
en un valor representativo de éste. Una opcion puede ser utilizar su esperanza matematica,
como indicador del valor medio del parametro, conocida como estimador a posteriori, y que
responde a la expresion E[r(0]y)].

Otra opcion, basada en la teoria de la decision, consiste en la especificacién de una funcién
de pérdida f,(6, a), que cuantifique la penalizacién por decidir que el pardmetro tiene el valor
a, cuando de hecho es igual a 0. Con ella, se puede calcular el llamado riesgo de Bayes,
R.(0) = E[f,(0,a)], como la esperanza de la pérdida dada la distribucién a posteriori del
parametro. Entonces se puede utilizar el denominado estimador de Bayes, consistente en
elegir la estimacion que minimiza el riesgo de Bayes.

Tenga en cuenta que especificar la funcién de pérdida es dificil, ya que la pérdida no siempre

es facilmente medible. Algunas de las funciones de pérdida mas utilizadas son:

= La funcion de pérdida cuadrética:

fo(0,a) = (6 - a)®

produce como estimador Bayesiano la media de la distribucién a posteriori.

= La funcion de pérdida lineal absoluta:
fp(0,a) =10 —a
produce como estimador Bayesiano la mediana de la distribucién a posteriors.
» La funcién de pérdida todo/nada:

0 si 0=a

fp(07a): )
1 st 0+#a

produce como el estimador Bayesiano la moda de la distribucién a posteriori (Gelman,

2014).
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2.3.4. Intervalos de credibilidad

En el enfoque Bayesiano, se define una region creible a un cierto nivel de probabilidad, 1 — «,
como un conjunto de valores que contenga al parametro con una probabilidad de, al menos,

1 — a, es decir C,, tal que P(§ € C,) > (1 — «)

Definicion 2.3.2 Un intervalo de credibilidad al 100(1 — ) % para 6 es un subconjunto C,, de

O tal que
Jo. f(0ly)dd  caso continuo

1 —a< P(Caly) =
Zeeca f(0ly) caso discreto

Dado que es frecuente que se esté interesado en los valores mas probables del parametro, es
deseable que la longitud del intervalo sea la minima posible (Cepeda, Aguilar & Cervantes,

2008).
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Capitulo 3

Metodologia

Utilizamos un enfoque Bayesiano para estimar los parametros del modelo . En esta
configuracion, los pardmetros K, K4, K;, i1, A se consideran como variables aleatorias. Las
mismas tienen distribuciones a priori que reflejan el conocimiento sobre sus valores antes de
observar los datos. El procedimiento consiste en determinar la distribucion a posteriori de
los parametros.

Para poder aplicar la funcién de transferencia del controlador PID fraccionario a los
datos de impedancia eléctrica, necesitamos hacer la transformacién s = jw. Luego, utilizando

propiedades de niimeros complejos:

Cljw) = Ky + Ka(jw)* +

(Jw)A
= K, + Kqw"exp <H27Tj> + EA (—)\;j)
)+

= K, + Kquw" [cos <,u27r

T K; AT . s K, . AT
= K, + Kqw" cos <7> + Y cos (7) + [de“ sin (7> - X sin (7

zr = K, + Kqw" cos <,u2_7r> + oY cos <§) z; = Kqw" sin <%> — —sin (;)
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3.1. Datos

Suponemos la siguiente ecuacion de observacion para los datos de impedancia eléctrica
Y, = 2; + € 1=1,...,n

Zr Yy 0’2 0
donde z; = LY = , € ~ N5(0,%), donde ¥ = . Yr, Yj representan

zi ) yi ] 0 o2
1 1
la parte real y la parte imaginaria de la impedancia eléctrica observada.

Por lo tanto, la funciéon de verosimilitud queda expresada como:

’

=) = (52 ) 1= e =5 r— =0 5 -2 |

3.2. Los Parametros

Ademas de los parametros del modelo (2.11) estimamos la desviacién estandar o, entonces
los pardmetros de interés son 0 = (K,, K4, K;, j1, A, 0). Para construir la distribucién a priori

de 0 se asume la independencia entre los parametros, por lo tanto:
m(0) = mp(Kp) X () X mg(Ka) X mu(p) X mA(A) X 76 (0)

Todos los parametros involucrados en el controlador son positivos, por tal razon se eligieron
distribuciones cuyo soporte fuera positivo. Para K,, Ky K; se eligieron distribuciones Gam-
mas. En el caso del orden de la derivada y de la integral, solo nos interesan los valores en el
intervalo (0, 1), por lo que una distribucién Beta es una buena candidata. En el caso de la

desviacién estandar, asignamos una distribucién a priori no informativa Uniforme. Veamos:

1 _Kp
= —— K teh >0, >0
5f‘1f(a1) p € aq , B

1 K
N 5%1”(042)[(?2 e a >0, 52 >0
2

1 1 —Xq
u Kd ~ P(Oé3,63) Wd(Kd) = ngg 16 B3 Qg > 0, 63 >0
3

= K ~ (a1, B1) Tp(Kp)

w K~ F(Oézaﬁz) Wi(Kz‘)
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= p~ BlagB)  mulp) = isz)Jr(&))u““ ML= m)P >0, 8> 0
n )\~ B(Oé5, 65) 7T)\()\) 5((2:)+(55))>\a5 1( >\),35—1 as > 0, 55 >0
» 0 ~U(a,b) ﬂg(a):bia a<o<b

Segun lo analizado en la Seccién la distribucién a posteriori viene dada por la ecuacién

[2:12). por tanto,
_1 1 -1
=5 |3| zexp —§(yz-—zi)2 (y; — z4) (3.1)

Usando la funcién de pérdida cuadratica, el estimador puntual Bayesiano es la Media con-
dicional (CM)

~

Tenga en cuenta que la distribuciéon posterior conjunta es analiticamente intratable
y las distribuciones posteriores marginales de los pardametros son complicadas. Por tanto,
usaremos la técnica de Cadenas de Markov Monte Carlo para aproximarla. La estimacion se
hace usando las herramientas JAGS y R. En JAGS se escribe el modelo con los parametros

a estimar y este software conjuntamente con R construyen las cadenas de Markov.
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Capitulo 4

Resultados

En este capitulo se muestran dos ejemplos de estimacién de los parametros del controlador
PID fraccionario (PI*D*). Para ambos casos se detallan las a piroris con los hiperpardme-
tros, las estimaciones Bayesianas de los parametros y los diagnésticos de convergencia de las

cadenas de Markov.

4.1. Estimacion de los parametros del controlador PID
fraccionario para controlar el nivel en un tanque
conico

Uno de los tipos de estanques mas utilizados en la industria son los tanques cénicos, ya que
garantizan un drenaje completo de los fluidos que contienen. Una tarea importante es contro-
lar el nivel del tanque para mantenerlo en las condiciones de llenado que se precisen. Varios
son los estudios que se han realizado para tratar esta tarea. Se han sintonizado controladores
PID, tanto enteros como fraccionarios, mediante reglas heuristicas u optimizacion no lineal,
respectivamente, de acuerdo a especificaciones de control en el dominio de la frecuencia.
Aqui se han empleado técnicas de computacién evolutiva, utilizando algoritmos genéticos
para determinar los valores que minimicen una cierta funcién objetivo. Jauregui et al. (2016)
realizan un experimento para sintonizar los parametros de un controlador PID fraccionario

para controlar el nivel de un tanque conico que tiene un sensor de presion para obtener los
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datos. La técnica empleada fue la Optimizacién por Enjambre de Particulas (PSO, por sus
siglas en inglés), que no explicaremos aqui y que puede encontrar en (Kennedy & Eberhart,
1995). Ahora realizaremos la estimacién pero desde el enfoque Bayesiano, y compararemos
nuestros resultados con los obtenidos por Jauregui et al. (2016).

El primer paso consiste en la simulacién de los datos. A partir del modelo y con las
estimaciones de los pardmetros obtenidas mediante PSO por Jauregui et al. (2016), se gener6
una muestra sintética de 50 observaciones. La Tabla muestra los valores de los pardme-

tros. La varianza la tomamos con valor 5.

K, Ki Ki A

122.46 3.62 100 0.18 0.86

Tabla 4.1: Estimaciones obtenidas por la técnica PSO.

La Figura muestra el grafico de los datos de impedancia simulados. Se observan la mag-

nitud y la fase que representan a la impedancia.
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Frecuencia Frecuencia

(a) (b)

Figura 4.1: Desviacién de los datos respecto a la media. Magnitud (a) y Fase (b).

4.1.1. Distribucion a prior: de los parametros.

Los valores de los parametros del controlador PID fraccionario, son dependientes del fenémeno
en el que se esté usando el controlador. Por esta razén, es dificil encontrar un concenso para
establecer las a prioris. Como se explicd en la Seccién lo que si suele observarse en la
bibliografia, es que generalmente los parametros se toman positivos. Siguiendo este principio,

optamos por asignar distribuciones a prioris Gammas para los pardmetros K,, Kq y K;,
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ya que su soporte es positivo. Para el caso de los 6rdenes de las derivada y la integral
fraccionarias, en la bibliografia Jauregui et al. (2016) reportan estos valores entre 0 y 1, por
lo que decidimos usar distribuciones a prioris Beta. Ademas de los pardmetros anteriores,
estimamos la varianza, para ella usamos una a prior: no informativa Uniforme en el intervalo

de 0 a 100.
« m,(K,) = (1500, 12.246)
o ma(Ky) = T(6.5522,1.81)
= m(K;) = (1000, 10)
= mu(p) = B(1,1)
» m(A) = B(1,1)
s 7, () = U(0,100)

Los hiperparametros de las distribuciones garantizan que las zonas de mayor probabilidad

estén cerca de sus medias. Las graficas pueden verse en la Figura [4.2
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Figura 4.2: Graficas de las densidades a priori de los parametros.

4.1.2. Estimaciones obtenidas

Establecidas las distribuciones a priori, procedemos a hacer la estimacién usando la técnica
Bayesiana. Para aproximar la distribucion posterior se usan 3 cadenas MCMC y 70000 itera-

ciones y descartamos las primeras 30000. Las estimaciones obtenidas se muestran en la Tabla
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, la que también incluye los valores obtenidos por Jauregui et al. (2016) y los intervalos
de credibilidad.

Pardmetro Estimacién Valor referencia 25%  97.5%
K, 122.814 122.460 118.998 126.299
Ky 3.643 3.620 1.587 6.287
K; 100.111 100.000  94.029 106.362
I 0.179 0.180 0.121 0.258
A 0.859 0.860 0.739 0.982
o? 4.920 5.000 3.713 6.564

Tabla 4.2: Estimaciones Bayesianas e intervalos de credibilidad de los parametros.

La Figura muestra el ajuste a los datos con las estimaciones obtenidas. Se puede ver que

hay un buen ajuste.
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Figura 4.3: Ajuste a los datos. Linea negra representa el modelo ajustado.

4.1.3. Diagnésticos de convergencia

Para verificar si las tres cadenas de Markov Monte Carlo convergieron a la distribucién

estacionaria que aproxima la a posteriori, se realizaron pruebas visuales y los diagndsticos
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de Gelman-Rubin y de Geweke. En la Figura [4.4] puede observarse que las tres cadenas se

mezclaron y podemos decir, que visualmente, las cadenas convergieron.
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Figura 4.4: Convergencia de las cadenas MCMC.

La Figura 4.5 muestra las graficas de las densidades de las distribuciones a posteriori margi-
nales de cada parametro. Podemos ver que las tres cadenas tienen densidades muy parecidas,
otra razon para asegurar que las cadenas convergieron. También podemos percatarnos de que
las medias de estas densidades estan cerca de los valores de referencia de los parametros, o

sea, los obtenidos por Jauregui et al. (2016).
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Figura 4.5: Grafica de las densidades de las distribuciones a posteriors.

La Figura y la Figura también muestran otros graficos de las trazas de las cadenas y
las densidades de las distribuciones a posteriori. Se puede observar que las cadenas se mezclan

bien y las densidades son cerradas.
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Figura 4.6: Trazas de las MCMC y densidades a posteriori de los pardametros para el ejemplo
del tanque coénico.
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Figura 4.7: Trazas de las MCMC y densidades a posteriori de los parametros para el ejemplo
del tanque coénico.

Para tener una mayor seguridad y corroborar los resultados de los examenes visuales, se
realizaron los diagnésticos de convergencia de Gelman-Rubin y de Geweke. La Tabla
contiene el resultado de la prueba de Gelman-Rubin, note que todos los valores son menores
que 1.2. Ademas, en la Figura se puede observar que el comportamiento de las graficas
es cercano a 1. Tomando en cuenta ambas razones, podemos decir, que segin la prueba de

Gelman-Rubin, las cadenas alcanzaron la convergencia.

Parametro Estimaciéon Puntual IC Superior

K, 1.01 1.02
K, 1.01 1.02
K; 1.00 1.00
[ 1.00 1.02
A 1.00 1.00
o 1.00 1.00

Tabla 4.3: Diagnoéstico de Gelman-Rubin.
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Figura 4.8: Diagnostico de convergencia de Gelman-Rubin.

Para cada una de las cadenas y en cada parametro, el diagnéstico de convergencia de Geweke

dio como resultado |Z| < 2. Esto indica que las medias de las primeras y ultimas iteraciones

son iguales y se alcanza la convergencia de las cadenas.

4.1.4.

Evaluacion

El comportamiento del método de estimacién se evalué en términos de sesgo y Error Cuadrati-

co Medio (ECM) siguiendo el Algoritmo 1:

1. Generar 100 muestras de tamano 50 usando los valores de referencia de los parametros

2. Para cada muestra de 1 a 100

» Estimar los pardmetros usando 3 cadenas MCMC

= Obtener p que es la media de las 100 estimaciones

3. Para cada pardmetro p en 0 = (K,, K4, K;, j1, A\, 0)

= Calcular el sesgo por la férmula sesgo(p, pr) = p — pr, donde pg es el valor real

del parametro p
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» Calcular el ECM por la férmula EC M (p) = Var(p) + sesgo(p, pr)*

Los resultados se muestran en la Tabla Podemos observar que los valores, tanto del sesgo
como del error cuadratico medio, son pequenos. Dado que el sesgo es una diferencia del valor
de referencia con el valor estimado, podemos decir, que como es pequeno, las estimaciones
obtenidas estan cerca de los valores reales. Ademas, en el calculo del error cuadratico medio
interviene la varianza, si el ECM es pequeno, significa que la varianza no es grande. Lue-
go, tenemos estimadores con valores cercanos a los de referencia y con varianzas pequenas.

Podems decir que son buenos estimadores.

Parametros Sesgo ECM

K, 0.2356  0.3151
Kq -0.0980 0.0523
K; -0.0982  0.0435
I 0.0070  0.0003

0.0187  0.0028
0.0261  0.0378

Q

Tabla 4.4: Resultados de sesgo y ECM.

4.2. Estimacion de los parametros del controlador PID
fraccionario. Otro ejemplo.

Dado que no contamos con datos reales de impedancia eléctrica, para realizar la estimacion
de los parametros 0 = (K, K4, K, i1, A, 0), primero se gener6 una muestra sintética a partir
del modelo . Se obtuvo una muestra con 50 observaciones con los valores de los parame-
tros obtenidos de Monje et al. (2010), mostrados en la Tabla . La varianza o2 la tomamos
igual a 5. Los datos simulados de impedancia se muestran en la Figura [4.9) en puntos. La
linea negra representa la media de la distribucién normal, a partir de la que se generan los

datos.
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K, Ky K; 1 b

0.6152 4.3867 0.0100 0.4773 0.8968

Tabla 4.5: Valores de los pardmetros tomados de Monje et al. (2010).
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Figura 4.9: Desviacién de los datos respecto a la media. Magnitud (a) y Fase (b).

4.2.1. Distribucion a prior: de los parametros.

En la bibliografia consultada no encontramos referentes para asignar a prioris especificas a
los parametros. Por tanto, las distribuciones a priori se tomaron con hiperparametros de
manera tal que sus medias estuvieran cerca de los valores de los parametros tomados de
Monje et al. (2010) y que su soporte fuera consecuente con el soporte del pardmetro. De

acuerdo a lo analizado en la Seccién [3.2] las a prioris son:
n 7,(K,) =1(1.2304,2)
w 7y(Ky) = T'(3.8486,0.8773)
» 7 (K;) =1(0.033,3.3333)
o mu(p) = B(1,1)
= m(A) = B(1,1)
» 7m,(0) =U(0,100)

La distribucién uniforme de o es una distribucién no informativa, ya que le da la misma

probabilidad a todos los valores del intervalo.
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En la Figura se pueden ver las graficas de las densidades de las distribuciones a priori.

Note como las zonas de mayor probabilidad estan cerca de la media.
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Figura 4.10: Graficas de las densidades a priori de los parametros.

4.2.2. Estimaciones obtenidas

Una vez establecidas las distribuciones a priori de los pardametros de interés, se procedio
a estimar. Las estimaciones se obtuvieron a través de 3 cadenas MCMC, empleando 70000

iteraciones y descartando las primeras 30000. Los resultados se muestran en la Tabla [4.6]
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Parametro Estimaciéon Valor real 2.5% 97.5%

K, 0.6388 0.6152 0.0310 2.0800
Kq 4.3875 4.3867 4.0400 4.6320
K; 0.0165 0.0100 0.0050 0.0620
0 0.4775 0.4773  0.4690 0.4890
A 0.8232 0.8968 0.4600 0.9930
o? 4.6565 5.0000 3.5044 6.2450

Tabla 4.6: Estimaciones Bayesianas e intervalos de credibilidad de los pardmetros.

Para todos los parametros, el estimador puntual usado es la media de la distribucion a
posteriort marginal del parametro.
La Figura muestra el ajuste a los datos con las estimaciones obtenidas. Se puede ver

que hay un buen ajuste.

Magnitud
20 40 60 80

Fase
05 06 07 08 089

Frecuencia

Figura 4.11: Ajuste a los datos. Linea negra representa el modelo ajustado.

4.2.3. Diagnésticos de convergencia

Para validar los resultados de las estimaciones anteriores y constatar que las cadenas de

Markov convergieron, se graficaron las trazas de las cadenas y se les hizo un examen visual.

33



En la Figura[.12] se puede observar que las 3 cadenas se mezclaron bien y que se alcanza la

convergencia.
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Figura 4.12: Convergencia de las cadenas MCMC.

En la Figura[£.13] se pueden observar las distribuciones de las densidades a posteriori de los
parametros. Vemos que las medias de las distribuciones a posterior: de cada parametro, estan
muy cerca del valor de referencia tomado de Monje et al. (2010). La distribucién posterior
de o tiene una media cercana a 2.236, que seria la raiz cuadrada de 5 que es el valor real de
0?. Ademsds, las densidades de cada cadena estdn muy cercanas, de manera que se concluye

que se obtuvo una buena mezcla y las cadenas convergieron.
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Figura 4.13: Gréfica de las densidades de las distribuciones a posteriori.

En la Figura y en la Figura[4.15] se muestra otra vista de los gréaficos de las trazas de las
cadenas MCMC y de las densidades de las distribuciones a posteriori de los parametros esti-
mados del controlador PID fraccionario. La grafica muestra que las cadenas se mezclan bien,

las densidades son cerradas y sus medias estdn cerca de los valores reales de los parametros.
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4.14: Trazas de las MCMC y densidades para el ejemplo tomado de Monje et al.
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para el ejemplo tomado de Monje et al.

Para tener mayor confianza en la convergencia, ademas de los diagnésticos visuales, se reali-

zaron las pruebas de convergencia de Geweke y Gelman-Rubin. En la Tabla 4.7 se muestran

los resultados del diagnéstico de Gelman-Rubin y todos los valores son menores que 1.2. En

la Figura[4.16] se puede apreciar que a partir de la segunda mitad el comportamiento de cada

una de las graficas es cercano a 1. Por ambas razones, con el diagnostico de Gelman-Rubin

se puede afirmar que las cadenas alcanzaron la convergencia.

Pardmetro Estimacion Puntual

IC Superior

Kp
Ky

> ' OX

Q

1.00
1.02
1.07
1.02
1.01
1.00

1.01
1.04
1.09
1.04
1.02
1.00

Tabla 4.7: Diagnoéstico de Gelman-Rubin.
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Figura 4.16: Diagndstico de convergencia de Gelman-Rubin.

4.2.4. Evaluacién

iteraciones son iguales y se alcanza la convergencia de las cadenas.

El diagnéstico de convergencia de Geweke dio como resultado |Z| < 2 para cada una de las

cadenas con cada uno de los parametros. Esto indica que las medias de las primeras y tltimas

Para la evaluacién del método de estimacion en este ejemplo, usamos el Algoritmo 1 definido
en la Seccién [4.1.4] En este caso, los valores de referencia de los parametros son los obtenidos
de Monje et al. (2010). Los resultados se muestran en la Tabla[1.8] Vemos que los valores de
sesgo y ECM son pequenos. Como el sesgo es la diferencia del valor de referencia con el valor
estimado, que esta diferencia sea pequena es favorable para decir que se obtuvo una buena
estimacion. Por orto lado, en el ECM, ademas del sesgo, interviene la varianza del estimador,

por tanto, que sea pequeno también sugiere que las estimaciones obtenidas son buenas.
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Parametros Sesgo ECM

K, -0.0406  0.0090
Kq -0.0445 0.0122
K; 0.0235  0.0012
I 0.0017  1.6e-05
A -0.1312  0.0303
o -0.0019  0.0182

Tabla 4.8: Resultados de sesgo y ECM.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo de tesis se realizd6 de manera exitosa la estimacién de los parametros que
caracterizan a un controlador PID de orden fraccionario, desde el punto de vista de la Es-
tadistica Bayesiana. Adicionalmente, podemos concluir de manera particular en los siguientes

puntos:

= Presentamos dos ejemplos donde se aplica el controlador PID fraccionario. El caso del
tanque cénico es un caso muy comun, donde estimar los parametros del controlador
es esencial. Para cada caso se analizaron las distribuciones a priori adecuadas y sus
respectivos hiperparametros. Ademads, se realizé la estimacién de los parametros, se
verifico la convergencia de las cadenas MCMC y se evalud el método de estimacion,

arrojando buenos resultados.

= Las distribuciones finales de los parametros fueron obtenidas usando algoritmos Monte
Carlo via Cadenas de Markov. Estos algoritmos estan implementados en JAGS dentro
del paquete estadistico R, lo que facilité enormemente el trabajo de computo, optimi-

zando el tiempo de ejecuciéon del algoritmo.

= Dado el buen ajuste a los datos con las estimaciones obtenidas, podemos afirmar la
eficacia de la estimacién Bayesiana de los parametros del controlador PID fraccionario.
Ademas, tanto el sesgo como el error cuadréatico medio mostraron estar en una vecindad
cercana al cero, lo cual muestra una buena evaluacion de las estimaciones obtenidas a

partir de la metodologia empleada.
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= Ante problemas concretos en los que se aplique el controlador, solo sera necesario ajustar

las distribuciones a priori, de acuerdo al conocimiento que ya se tiene de los parametros.

= Como trabajo futuro se recomienda realizar comparaciones entre el método de estima-
cion Bayesiana utilizado en este trabajo y otros métodos como algoritmos evolutivos,
logica difusa, ect. Los resultados obtenidos por cada método se deben evaluar y com-
parar con los valores reales conocidos de los parametros, para determinar qué método

obtiene los mejores resultados.
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