UNIVERSIDAD AUTONOMA DE GUERRERO
CENTRO DE INVESTIGACION EN MATEMATICA EDUCATIVA
MAESTRIA EN CIENCIAS AREA MATEMATICA EDUCATIVA

INBWIARYN UD

z)
o g,ov
e

Proceso de matematizacion de situaciones de variacion en
el marco de la funcidon cuadratica. Un estudio de caso en
bachillerato

TESIS
Que para obtener el grado de
Maestria en Ciencias Area Matematica Educativa
Presenta:

Melby Guadalupe Cetina Vazquez

Director de tesis

Dra. Maria Guadalupe Cabafas-Sanchez

Co-director

Dr. Jhony Alexander Villa-Ochoa

Chilpancingo, Guerrero Noviembre, 2015



Proceso de matematizacion de situaciones de variacion en
el marco de la funcion cuadratica. Un estudio de caso en
bachillerato

Melby Guadalupe Cetina Vazquez



A més padnes,
A guiencs les debo tods lo gue soy

A wmis henmanos,
Gabricl ¢ Rubin
Pernsonas cncondicionales en mi vida

A més sobrinos
Ahacelly y Addn
La chispa de mi alegria



$ins CONACYT

Consejo Nacional de Ciencia y Tecnologia
. .... J Yy 5
( P91

Agradezco al Consejo Nacional de Ciencias y Tecnologia por
el apoyo financiero otorgado para la realizacién de mis
estudios de maestria y una estancia de investigacion

en la Universidad de Antioquia, Colombia.

Becaria No. 297662



Al proyecto FOMIX con Clave: GUE: 2014-C01-249670

por el apoyo otorgado para mi titulacién.



eguIARy U

3
r\\xef)(\\’
o™

Al Centro de Investigacion en Matematica
Educativa de la Universidad Auténoma
de Guerrero por formarme

académicamente y profesionalmente.

[MATHZMA

on en Inves

on

Al Grupo de investigacion MATHEMA-Formacion en
Investigacion en Educacion Matematica de la
Universidad de Antioquia por permitirme

realizar una pasantia y por hacerme

parte del mismo.



Agradecimientos

A Dios, por darme la oportunidad de vivir y por estar conmigo en cada paso que
doy, por fortalecerme y por haber puesto en mi camino a aquellas personas que
han sido mi soporte y comparnia durante todo el periodo de estudio de la maestria.

A mis Padres, por haberme forjado como la persona que soy; muchos de los
logros se los debo a ustedes, en los que incluyo este. Gracias por motivarme con

constancia para alcanzar mis suefios y por estar siempre para mi, sin su apoyo
hubiese sido dificil.

A mis hermanos, sobrinos y demas familiares, por su carifio, amor y sus muestras
de afecto, por compartir mi felicidad y mis alegrias.

A mi directora de tesis, Dra. Guadalupe Cabarias-Sanchez, por su esfuerzo y
dedicacion, por sus conocimientos y orientaciones, por su paciencia y motivacion,
lo cual ha sido fundamental para mi formacion y para el culmen de mi trabajo.
Gracias por apoyarme y por ofrecerme su amistad, la aprecio y estimo.

A mi co-director, Dr. Jhony Alexander Villa-Ochoa, por permitirme pasar una
estancia de investigacion con su grupo de investigacién, por sus sabias
orientaciones y contribuciones a mi persona y a mi trabajo.

A mis sinodales, Mtro. Miguel Diaz Cardenas y Dra. Avenilde Romo Vazquez, por
tomarse el tiempo de leer mi trabajo y por haberla enriquecido con su
experiencia.

A mis profesores y compaiieros de la maestria, por su amistad, ensefnianzas,
tiempo y por compartir sus experiencias y conocimientos, lo cual contribuyo sin
duda a mi formacién profesional.

A Esteban Mendoza, por su aprecio, apoyo y compaitia, porque siempre tuve de él
a un amigo y un colega de discusiones académicas.

A Mbénica Parra, por estar al pendiente durante mi estancia de investigacion y
por enriquecer con comentarios a mi trabajo.



Al Mtro. Sixto Sanchez, por haberme prestado uno de sus grupos y darme las

herramientas necesarias para llevar a cabo el estudio a nivel de experiencia del
aula.

Y por tltimo, a Victoria Gutiérrez, por su grata atencién y por hacer que las
cuestiones administrativas sean de lo mas sencillo.

Gracias a todos!



Indice

Contenido Pag.

Abreviaturas i

Introduccion ii-iii

Capitulo 1. Antecedentes y Problema de Investigacion 1
1.1. La matemadtica escolar en México y la modelacion matematica 2
1.2. La modelacién matematica en Matematica Educativa 3

1.2.1. Clasificaciones y perspectivas de la modelacion matemadtica 6
1.2.2. Dificultades en la implementacién de la modelacién
matemadtica en el aula escolar 10
1.3. Investigaciones en Matematica Educativa en el marco de la funcién
cuadratica 12
1.4. Planteamiento del problema de investigacion 15

Capitulo 2. Educacién Matematica Realista 18
2.1. Surgimiento de la EMR 19
2.2. Principios fundamentales de la EMR 20

2.2.1. Principio de actividad 22
2.2.2. Principio de realidad 23
2.2.3. Principio de reinvencién guiada 24
2.2.4. Principio de niveles de comprensién 25
2.2.5. Principio de interaccion 28
2.2.6. Principio de interconexién 29
2.3. Lainvestigacion y el planteamiento de sus objetivos especificos 29

Capitulo 3. Metodologia de la Investigacion 30
3.1. Método de investigacién 31
3.2. Instrumentos para la recoleccion de datos 31
3.3. Poblacidn de estudio 32
3.4. Diseno de las situaciones en el marco de la EMR 33

3.4.1. Andlisis fenomenoldégico didactico de la funcién cuadratica 34
3.4.2. Didactica de la funcién desde una mirada variacional 39
3.4.3. Contextos realistas de las situaciones de variacion 41
3.5. Lassituaciones 43
3.5.1. Situacion 1. Cuadrados y areas 43
3.5.2. Situacion 2. La promocién del Video Club 45
3.6. Disefio de la forma de organizar el aula 47



3.7. Modelos matematicos anticipados. Andlisis preliminar 48
3.7.1. Situacidon 1. Cuadrados y areas 48
3.7.2. Situacion 2. La promocion del Video Club 56
3.8. Puesta en escena 61
3.8.1. Limitaciones 62
3.8.2. Datos obtenidos 63
Capitulo 4. Caracterizacion de los Niveles de Comprension 65
4.1. Niveles de comprensién en Situacién 1 66
4.1.1. Nivel situacional 66
4.1.2. Nivel referencial 74
4.1.3. Nivel general 86
4.1.4. Nivel formal 90
4.2. Niveles de comprensidn en Situacion 2 93
4.2.1. Nivel situacional 93
4.2.2. Nivel referencial 97
4.2.3. Nivel general 106
4.2.4. Nivel formal 108
4.3. Aspectos matematicos —transversales— presentes en la actividad de
los estudiantes al matematizar las situaciones 112
Capitulo 5. Discusion de los Resultados 115
5.1. Introduccién 116
5.2. Consideraciones para el disefio de las situaciones y de la forma de
organizar el aula 116
5.2.1. Andlisis fenomenolégico didactico de la funcién cuadratica 116
5.2.2. Los seis principios fundamentales 117
5.3. Anadlisis preliminar 119
5.4. Proceso de matematizacién desarrollado por los estudiantes 120
5.4.1. Conocimiento matematico informal 120
5.4.2. Modelos matematicos 122
5.4.3. Reflexiones estudiantiles, sobre el comportamiento de una
variable en dependencia de otra 123
5.4.4. Formas de matematizacion. Horizontal y Vertical 124
5.5. Proceso de matematizacidn: estudio empirico vs teoria 127
5.6. Aporte del proceso de matematizacion de la funcién cuadratica en el
ambito escolar 128
5.7. Futuras investigaciones 130
5.8. Reflexiones finales 130
Referencias Bibliograficas 133



Abreviaturas

DA

EMR

PF

S1

S2

TP

Estudiante

Diferencia de Areas

Equipo

Educacion Matematica Realista
Profesor

Producto entre dos Factores
Situacién 1

Situacion 2

Teorema de Pitagoras



Introduccion

En esta investigacion se discuten los resultados de un estudio que explord el proceso de
matematizacion desarrollado por estudiantes de bachillerato al modelar situaciones de
variacion con contextos realistas en el marco de la funcion cuadratica. El interés de llevar
a cabo este trabajo fue el aportar evidencia a que una manera de promover tanto las
competencias de modelar, como el aprendizaje de la funcion cuadratica en lo escolar, es
mediante la modelacion matemdtica vista como un proceso de matematizacion de la
realidad o de la matematica misma.

Este estudio se llevd a cabo en el marco de la Educacion Matematica Realista, perspectiva
tedrica que admite a las matematicas como una actividad humana, donde los estudiantes
deben aprenderlas mediante la actividad de organizar la disciplina a partir de la realidad o
de la matematica misma, a eso le llama matematizacion. Aceptando ademads, que ellos
transitan, por diferentes niveles de compresion, partiendo de una matematica informal
relacionada con el contexto hasta una matematica mas formal.

Para el logro del objetivo investigativo, se disefiaron las situaciones y la forma de
organizar el aula bajo los requerimientos establecidos por la Educacion Matematica
Realista. Previo a su implementacién en el aula, se anticiparon (andlisis preliminar) los
modelos matematicos, asi como las reflexiones que se llevarian a cabo en torno a su
solucidn. En su exploracién con estudiantes de bachillerato, se obtuvo como resultados un
uso de modelos matematicos, asi como de reflexiones asociadas a las caracteristicas y
representaciones de la funcién cuadratica. Se evidencid al proceso de matematizacién
como un trayecto gradual que partid6 de contextos realistas de variacién hasta el
reconocimiento de la matematica implicada, funcion cuadratica.

El reporte de la investigacién se estructuro en cinco capitulos:

El capitulo uno presenta los antecedentes y el planteamiento del problema. En los
antecedentes se abordan: (1) los requerimientos de la educacidon en México en el contexto
de la matemadtica escolar y como éstos se vinculan con la modelacién matematica; (2) una
revision de la literatura especializada sobre la modelacién matematica y (3) una serie de
trabajos realizados en torno al concepto matematico funcion cuadratica. En la conjuncion
de estos tres elementos se fundamenté el problema de investigacion.

El capitulo dos esta dedicado a la Educacién Matematica Realista, perspectiva tedrica en la
gue se enmarco la investigacién. El capitulo se organizé de tal forma que se muestra un
poco de su origen y evolucidon, asi como sus seis principios fundamentales: de actividad,



de realidad, de reinvencion guiada, de niveles de comprensién, de interacciéon y de
interconexidn. Se finaliza estableciendo los objetivos especificos de este estudio.

El capitulo tres describe los elementos que conformaron la metodologia de la
investigacion. Como son el método, los instrumentos para la recoleccién de los datos, la
poblacién de estudio, el disefio y propuesta de las situaciones de variacion y de la forma
de organizar el aula; asi como su analisis preliminar de los modelos que los estudiantes
pueden generar, con el fin de anticipar los posibles caminos a seguir en su proceso de
matematizacion. Al final del capitulo se presentan los datos obtenidos en el estudio y el
como fueron analizados.

El capitulo cuatro presenta los resultados de la investigacion. Se presenta la
caracterizacion de los niveles de compresidn de modelo (situacional, referencial, general y
formal) por cada una de las situaciones, en donde se reconocen cuales son las reflexiones
y los modelos generados. Y por ultimo, se muestra una breve reflexién en torno a los
aspectos matemadticos que de manera transversal, tuvieron presencia en la actividad
matemadtica de los estudiantes.

El capitulo cinco discute los resultados obtenidos en el estudio. Estos se centran en tres
aspectos: a) el disefio de las dos situaciones de variacién en el marco de la funcién
cuadratica y de la forma de organizar el aula, b) el andlisis preliminar de los modelos
matematicos anticipados, asi como las reflexiones que los estudiantes llevarian a cabo en
torno a su solucién, y; c) el proceso de matematizacion desarrollado por los estudiantes. El
capitulo se finaliza, presentando un contraste del estudio empirico vs teoria sobre el
proceso de matematizacion y se plantean ideas para futuras investigaciones.
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Capitulo 1. Antecedentes y Problema de Investigacion

1.1. La matematica escolar en México y la modelacion matematica

La educacion en México en estos ultimos afios, ha estado involucrada en varios
movimientos de reforma educativa (e. g. SEMS, 2008; SEP, 2004, 2006, 2009, 2011a;
UAGro, 2013) que se caracterizan fundamentalmente, por la transformacién de la gestion
y por una renovacion en el ambito pedagdgico, con la intencion de contribuir en una
formacién integral en los estudiantes, en diferentes etapas de su escolaridad. Los
enfoques de ensefianza de las actuales orientaciones curriculares estan planteados en
términos de competencias, cuyo propdsito es precisamente desarrollar competencias! en
los estudiantes mediante un trayecto formativo congruente plasmado en los planes y
programas de estudios de todos los niveles del sistema educativo, Preescolar (3 a 6 afios),
Primaria (6 a 12 aios), Secundaria (12 a 15 afios), Medio Superior (15 a 18 afios) y
Superior (18 anos en adelante). Se espera que al concluir estos ciclos educativos los
estudiantes sean capaces de resolver eficaz y creativamente los problemas cotidianos y
profesionales a los que se enfrenten a lo largo de su vida (SEP, 2011a, 2011b, 2013;
UAGro, 2010, 2013).

En el contexto de la matematica escolar, el desarrollo de competencias se traduce en que
los estudiantes le den sentido y significado a la matematica mientras interpretan vy
explican situaciones o fenédmenos de su cotidiano. Es decir, que en el aula de matematicas
se planteen situaciones problematicas reales que promuevan el desarrollo de aprendizajes
funcionales que permitan a los estudiantes afrontar los desafios de la realidad que viven
(Cabrera y Cantoral, 2010).

Una manera de favorecer el desarrollo de competencias es mediante la modelacién
matematica (Cetina-Vazquez, Cabanas-Sanchez, y Villa-Ochoa, 2015). En el contexto de la
modelacidn, una distincién que se hace cominmente en la literatura (Arlebick y Doerr,
2015; Niss, Blum, y Galbraith, 2007; Stillman, 2012) es entre modelacion y aplicacion.
Como aplicacidn, la ruta que siguen quienes la conciben de este modo es matemdticas >
realidad y se preguntan ¢dénde puedo usar esta particular pieza de conocimiento
matemadtico? Desde esta perspectiva, se entiende al menos hipotéticamente, que el
modelo ya fue aprendido y construido. Con la modelacion matematica, estos
investigadores sostienen, que la direccion que se sigue es contraria, es realidad >
matemadticas y la pregunta central es ¢Qué matematicas puedo usar para resolver este
problema? Desde esta postura, el modelo tiene que ser construido a través de la
idealizacidn, especificacién y matematizacion de una situacion del mundo real.

! Competencia: es la capacidad de responder a diferentes situaciones, e implica un saber hacer (habilidades)
con saber (conocimiento), asi como la valoracion de las consecuencias de ese hacer (valores y actitudes)
(SEP, 20114, p. 29).
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Las situaciones problematicas que se estudian siguiendo estas dos rutas, han ocupado un
lugar importante en el aula de clases, distinguiendo asi, entre situaciones de aplicaciéon o
bien las de modelacién. Este tipo de situaciones no se contraponen, por el contrario, son
complementarias.

Las reformas curriculares actuales sugieren que en el proceso de enseifanza de la
matematica, la construccidon de conocimiento matematico se constituya mediante la
implementacion de situaciones de modelacion, que promuevan la construccién y uso de
modelos matematicos (relativo al concepto a abordar) que ayuden en la interpretacion y
explicacion de determinada realidad.

Es en el marco de las situaciones de modelacion que se formuld la presente investigacion,
en el interés de fomentar en el aula de clase, la posicién de la Matemdatica como un medio
para interpretar y explicar parte de nuestra realidad.

1.2. La modelacion matematica en Matematica Educativa

En Matematica Educativa, la modelacion matematica surgié a partir de los intentos de
matematicos educativos por esclarecer en el aula escolar la funcionalidad y los usos de la
matematica en nuestra realidad. Existe una gran variedad de investigaciones
internacionales basadas en la modelacién matematica (e. g. Biembengut y Hein, 2004;
Cérdoba, 2011; Doorman y Gravemeijer, 2009; Garcia, Gascon, Ruiz, y Bosch, 2006;
Larsen, 2013; Pierce y Stacey, 2006, entre otros) que han sido sustento de experiencias de
aulas, como las siguientes.

En Barbosa (2009) se concibe a la modelacién matemdtica como un entorno de
aprendizaje, el cual consiste en plantear una situacidon problematica con referencia a la
vida cotidiana, profesional o en dareas cientificas. Con base en ello, se busca que los
estudiantes pregunten o investiguen mientras trabajan con la situacidn, a la vez, promover
discusiones reflexivas sobre el papel de la matematica en su solucién. En su estudio,
reconoce que los estudiantes son capaces de producir tres tipos de debates en el entorno
de modelacién que plantea. Los debates se centran en lo matemadtico, referente a ideas,
conceptos y algoritmos matematicos; de técnicas usadas para la representacién de la
situacion-problema en términos matematicos; y reflexiones sobre a la relacién entre los
criterios utilizados en la construccién de un modelo matematico y sus resultados.

En Borromeo (2006), la modelacién matemdtica se estudia desde un punto de vista

cognitivo-psicoldgico. Se toma como base el proceso de modelado de una situacion real
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desarrollado por un estudiante, a fin de analizar cémo transita por un ciclo de modelado.
El marco de andlisis de ese ciclo es el ciclo de modelacion de Blum y Leiss (2007), a fin de
contrastarlos y reconstruir uno de tipo empirico. Este ultimo ciclo presenta las fases por
las que transitaron los estudiantes al desarrollar tareas de modelado; y son consideradas
para la generacidn y analisis de otras nuevas. A partir de ello, distinguen y diferencian las

fases de los modelos confrontados, el de Blum y Leiss y el empirico (véase figura 1.1).

a) Ciclo de modelacién de Blum y Leiss (2007).

real mathe- 1 understanding
model matical the task
model 2 simplifiying/
Eﬁ‘,i"l"“gk L structuring
w2 situation 3 mathematizing
real- 7 \model 4 4 working
situation mathematically
thematical 5 interpretation
real 5 results 6 validation
) results ) 7 presenting
Reality Mathematics
b) Ciclo de modelacién empirico.
Extra-mathematical knowledge 3
(EMK)
/\:gthematical 1 Understanding the task
del
real model 2 Simplifying/Structuring the
Extra-mathematical task: using/need of (EMK),
knowledge (EMK. 2 depends on the task
1 ental representation of 3 Mathematizing: EMK is
— N H 4 g;
Z/‘\F' %ﬂe situation needed here strongly
real situation
6 4 Working mathematically,
real thematical using individual mathematical
mathematica competencies
results D I:lna.-sultsz P
5 Interpreting
. 5 .
Reality Mathematics 5 Validating

Figura 1.1. Ciclos de modelacién contrastados por Borromeo (2006).

Otro estudio en ese contexto es el de Heuvel-Panhuizen (2003), quien concibe a la
modelacién matemadatica como un proceso de matematizacién de la realidad, (en el
sentido de Freudenthal, 1968 citado en Heuvel-Panhuizen, 2003, p. 11). El punto de
partida de este proceso, es una situacidn con contexto experiencialmente real para el
estudiante, es decir, contextos de la vida cotidiana o contextos reales en la mente del
estudiante, para luego ser organizada matematicamente. Con esa mirada de Ia
modelacién, disefia un conjunto de situaciones problematicas que promueven el uso del
modelo de barra, dentro de una trayectoria longitudinal sobre porcentaje y la pone en
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funcionamiento con estudiantes de secundaria media de Estados Unidos de América. Los
profesores que participaron en la experiencia se identificaron con la trayectoria
propuesta. Por cuanto a las soluciones a las que arribaron los estudiantes, la investigadora
reconocid, que se asemejaban a las pronosticadas en la trayectoria (figura 1.2).

a) La barra como “medidor de ocupacién” del estacionamiento

0 autos 0 24 40 autos

LX) \ 7%,

b) La barra como un modelo de estimacion del porcentaje de ocupacion del estacionamiento

']
A3 [ | I
0% 50% 60% 5% 100%

0 L4 40 ‘

c) Uso de la barra como modelo de célculo con el 1% como porcentaje de referencia

Aiio det | WUmero total | Nimero | Porciento
de de de Describe tu estrategia

p res| aband aband

S
1991 1,603 91 =5% “::1 ]gm’
80

maratén

Figura 1.2. Ejemplos de algunos modelos usados por los estudiantes durante la trayectoria
longitudinal sobre porcentaje, tomado de Heuvel-Panhuizen (2003).

La revisidn sobre los estudios desarrollados en el marco de la modelacion matematica, sin
ser exhaustiva, evidencia que es vista como sigue:

a) Entorno de aprendizaje. El énfasis es una comprensién critica del papel de la
matematica en su solucién de una situacién de la realidad.

b) Ciclo de modelado. El énfasis es dar un seguimiento a la trayectoria cognitiva
gue siguen los estudiantes mientras modelan determinada realidad, basandose
de un ciclo de modelado que a fin de analizar las fases por las que pasan los
estudiantes en el desarrollo de tareas de modelado.

c) Proceso de matematizacion. El énfasis se encuentra en matematizar (u

organizar) la realidad mediante el uso de herramientas y procedimientos
matematicos.
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Estas miradas de la modelacion matematica y el proceso implicado, permiten reconocer
también, variantes en la concepcidon de realidad, que van (o hacen referencia) desde
contextos de la vida cotidiana o de impacto para la sociedad (en los cuales se toman los
datos con o sin ajuste); hasta contextos que sean experiencialmente reales para los
estudiantes, es decir, contextos que puedan ser imaginados en la mente de ellos.

1.2.1. Clasificaciones y perspectivas de la modelacion matematica

Diversos investigadores (Doerr y Pratt, 2008; Kaiser y Sriraman, 2006; Kaiser-Messmer
1996; Villa-Ochoa, 2013) han analizado la heterogeneidad de trabajos sobre la
investigacion en Modelacion Matematica, por la gran influencia que han tenido alrededor
del mundo. Estos investigadores han propuesto clasificaciones, tomando en cuenta
diferentes caracteristicas.

Una de las primeras clasificaciones que se reconoce es la de Kaiser-Messmer (1986, p.83
citado en Kaiser y Sriraman, 2006), quien distingue dos perspectivas de modelacién:

a) Perspectiva pragmatica: se centra en objetivos utilitaristas o pragmaticos. El
énfasis se encuentra en la capacidad de los estudiantes para aplicar las
matematicas en la resolucién de problemas practicos.

b) Perspectiva cientifico-humanista: se orienta hacia las matematicas como una
ciencia con ideales humanistas de la educacién, con especial atencién a la
capacidad de los estudiantes para crear relaciones entre las matematicas y la
realidad.

Posteriormente, a partir de un llamado de la ZDM publicada en los nimeros 2 y 3 del
volumen 38, Kaiser y Sriraman (2006) retoman la clasificacion de Kaiser-Messmer (1986) y
proponen otra, que toma como base los objetivos centrales de la educacion, en conexién
con la modelacién matematica. Esta clasificacion se ha venido discutiendo en la
comunidad de investigadores en Educacién Matematica (o Matemadtica Educativa, o
Didactica de la Matemadtica), lo que ha dado lugar a incorporar aspectos como: a) La
perspectiva tedrica desde la que se estudia a la modelacion matematica y los
antecedentes de cada perspectiva. Esta clasificacion con las consideraciones actuales
(véase, Kaiser y Schwarz, 2010), se resume en la tabla 1.1.



Modelacion realista o
aplicada

Modelacion contextual

Eliciting model
(Situaciones que
provocan modelos)
Modelacién educacional

(a) Modelacién
didactica

(b) Modelacion
conceptual

Modelacidn socio-critico

Epistemoldgica o
modelacion tedrica
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Metas Pragmatico-utilitaria, es decir,
resolucion de problemas del mundo
real, la comprensién del mundo real
y la promocidn de competencias de
modelacién

Temas relacionados al sujeto y
objetivos psicoldgicos, es decir, la
resolucion de problemas
matematicos

Objetivos psicolégicos, transferencia
de modelos a un nuevo problema

Objetivos Pedagdgicos y
relacionados con el sujeto.

(a) La estructuraciony
promocién de los procesos
de aprendizaje

(b) Introducciény desarrollo de
conceptos

Objetivos pedagdgicos tal como la
comprension critica del mundo
circundante

Objetivos orientados a la teoria, es
decir, la promocién del desarrollo de
la teoria

Pragmatismo anglosajony
la matematica aplicada

Debate americano sobre la
resolucidn de problemas,
asi como la practica escolar
cotidiana y experimentos de
laboratorio psicoldgicos.

Debate americano sobre la
resolucidn de problemas

Teorias didacticas y teorias
del aprendizaje

Enfoques socio-criticos en
sociologia politica

Epistemologia romana

La siguiente perspectiva se puede describir como una especie de meta-perspectiva centrada en
la investigacidn, tiene como objetivo un contraste con los enfoques anteriores:

Modelacién cognitiva

La investigacién tiene como
objetivo: analizar y comprender los
procesos cognitivos que toman lugar
durante los procesos de modelacion.

Objetivos psicoldgicos: promocién
de los procesos de pensamiento
matematico mediante el uso de
modelos como imagenes mentales o
incluso imagenes fisicas; haciendo
hincapié en el modelado como un
proceso mental, como la abstraccion
o la generalizacion

Psicologia cognitiva

Tabla 1.1. Clasificacion de perspectivas sobre la modelacion matematica,
versién original en inglés, Kaiser y Schwarz (2010, p. 54)
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Doerr y Pratt (2008) por su parte, establecen una clasificacion que distingue dos tipos de
perspectivas:

a) La epistemoldgica. Resalta la relacién entre el mundo real y el mundo de los
modelos. En esta perspectiva se sugieren dos bases epistemoldgicas: primero,
gue el modelo estd separado del mundo a ser modelado, su esencia es que el
mundo real y el mundo de los modelos se co-construyen mutuamente,
obteniendo como producto una explicaciéon de la realidad; y segundo, que la
modelacién es un proceso ciclico e iterativo entre el mundo real y el mundo de
los modelos, pues implica que los modelos sean refinados, sucesivamente, para
servir mejor al propdsito con el que es construido.

b) La psicolégica. Se ocupa de cuestiones relacionadas con la naturaleza de las
actividades de los estudiantes cuando participan en tareas de modelacién. En
esta perspectiva se articulan estudios que han rechazado la linealidad o el ciclo
de pasos en el proceso de la modelacion, pues sostienen que los estudiantes
hacen muchos movimientos cuando participan en dicho proceso, a menudo sin
ningun orden en particular, y que se caracteriza por muchos ciclos y etapas
multiples. Un segundo aspecto que se desprende de la visidn psicolégica del
estudiante y el aprendizaje es la distincidn entre el uso de un modelo pre-
construido por un experto y la construccién por parte del estudiante de un
modelo que refleje sus propias comprensiones de los fendmenos.

A diferencia de las tres clasificaciones anteriores que apuntan a distinguir las rutas
investigativas que se tienen sobre la modelacién matematica, Villa-Ochoa (2013) plantea
una, que distingue los tipos de situaciones que en la literatura sobre modelacién
matematica se presentan como maneras de implementar este proceso en el aula de clase.
Diferencia cuatro tipos de situaciones:

a) Idealizadas: las situaciones presentadas son idealizadas o imaginadas, pues su
foco de atencidn es resaltar las caracteristicas mas importantes de la situacion,
para con ello matematizarlas y construir una representacion matematica, que
explique la situacion.

b) Matematica dirigida: el profesor es quien propone la situacidon con contexto
real, que en algunos casos previamente ha simplificado y establecido pasos para
su desarrollo dentro del aula, y pide a los estudiantes la experimentacién de la
misma con datos reales.
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c) Enunciados verbales o Word problems: presentan contextos simplificados,
idealizados o hasta imaginados, cuya intencion es que los estudiantes
reconozcan y matematicen las cantidades implicadas.

d) Algunas relaciones entre matematicas y cultura: con el fin de dar evidencia de
como las matematicas se relacionan con el contexto del estudiante, se les pide a
éstos buscar, proponer y resolver situaciones problematicas relativas a su
comunidad, donde se requiera el uso de herramientas matematicas para
explicar y dar solucidn.

El punto en comun de las clasificaciones discutidas aqui (existiendo la posibilidad de otras
mas no reportadas en este trabajo), es que responden a la necesidad de resaltar tanto las
miradas como las actuaciones de la modelacién matemadtica en la investigacion y en el
aula de clase. Estas clasificaciones dan mas claridad a investigadores y profesores de las
diferentes concepciones de modelacién matematica. Asi también, del como y qué
considerar para desarrollar una investigacién o una situacién en el aula, tomando en
cuenta la complejidad y las intencionalidades de la misma.

Una concepcién de modelacién matemdtica puede categorizarse en una u otra
perspectiva dependiendo de la clasificacion que se considere. Ademds, en una
clasificacién, puede ubicarse en mas de una perspectivas, pues suelen no ser disyuntas, ya
que comparten caracteristicas en comun.

La presente investigacién adopta una concepcién de modelacion matematica como un
proceso de matematizacion (u organizacién) de la realidad. Este proceso fue profundizado
(Treffers, 1987 citado en Arcavi, 2006) bajo dos formas: la matematizacion horizontal, que
consiste en trasladar una situacién problematica con contexto realista a algin tipo de
matemadticas, mediante métodos matematicos informales o preformales; y Ila
matematizacion vertical, que es la formalizacién de las construcciones y producciones de
los estudiantes hacia generalidades de contenido y método matematico. Este proceso
suscita la conexidn de las situaciones con sus modelos, ademas que permite legitimar las
estrategias adecuadas con los estudiantes (Arcavi, 2006). Esta manera de trabajar la
modelacién tiene génesis en la Educacion Matematica Realista (EMR). La EMR es una
teoria de instruccién de la educacion matematica que establece que el proceso de
matematizacién de situaciones problemadticas realistas, permite un aprendizaje
significativo y gradual de la matematica (Gravemeijer, 1999).
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La modelacién matematica fundamentada en la EMR se puede ubicar considerando la
clasificacién de:

e Kaiser-Messmer (1986), en la perspectiva pragmdtica, debido a que su centro de
interés es que los estudiantes se vean en la necesidad de hacer uso de
herramientas y procedimientos matematicas para organizar y dar solucién a
situaciones problematicas realistas.

e Kaiser y Sriraman (2006), en la perspectiva realista, dado que proponen que los
estudiantes trabajen con situaciones problemdticas con contextos realistas, en
donde se promuevan competencias de modelacién, donde éstas se ven traducidas
en el proceso de matematizacién. También, se considera dentro de la perspectiva
educativa, puesto que se persigue el aprendizaje de un contenido u objeto
matematico mediante la organizacién y solucién de situaciones problematicas
reales.

e Doerr y Pratt (2008), en la perspectiva psicoldgica, pues se pregunta por lo que
hacen los estudiantes, es decir, por su proceso de matematizacion de la realidad,
en el marco de un concepto matematico. Dicho proceso se evidencia por medio de
la construccion de modelos matematicos, los cuales han de transitar por diferentes
niveles de compresién, partiendo de un nivel matematico informal hasta uno
formal.

e Villa-Ochoa (2013), en las situaciones idealizadas, dirigidas y Word problems,
porque considera que las matematicas se aprenden haciendo matematicas en
situaciones problematicas con contextos realistas, es decir, contextos de la vida
cotidiana o contextos que sean realizables, imaginables o razonables para los
estudiantes. Su fin Ultimo es matematizar la realidad.

1.2.2. Dificultades en la implementacion de la modelacion matematica en el
aula escolar

La implementacion de la modelacion matematica en el aula de clase, como se ha
evidenciado, tiende a movilizar en el estudiante formas de pensar, estrategias,
competencias, actitudes, acercamiento a la realidad, habilidades y sistemas de conceptos.
Sin embargo, también tiende a suscitar dificultades, tal como reportan Biembengut y Hein
(2004) y Trigueros (2009). Desde la perspectiva de estos investigadores, estas dificultades
tienen que ver con la implementacion de la modelacién matematica en el contexto
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escolar, mostrando asi la brecha existente entre la investigacion en modelacién
matemadtica y su implementacién en el cotidiano escolar.

Dos primeras dificultades son: (1) la formacion de los profesores, se refiere a que es raro
que se dé una orientacidon de modelacidn y de su utilizacién en la ensefianza formal y (2)
referida a los estudiantes que tuvieron una vivencia de ensefianza tradicional, consiste
en la resistencia a la modelacién, pues dicho método requiere mdas empefio en los
estudios, la investigacion y la interpretacién del contexto (Biembengut y Hein, 2004).

Otra dificultad (3) se basa en la modelacion y sus “técnicas”, esta se centra en que las
“técnicas” pueden y deben ser promovidas cuando se concibe a la ensefianza de las
matematicas por medio de la modelacidn, en tal caso el tiempo que absorberia un curso
de esta naturaleza es imposible en una institucion escolar con un curriculo rigido
(Trigueros, 2009).

Una mads, (4) es relativa al proceso de solucion de problemas, se basa en que los
estudiantes presentan dificultades cuando intentan “traducir” al lenguaje matematico los
enunciados de los problemas verbales. Y apunta a que en el caso de la modelacién de
situaciones reales esta dificultad es un obstaculo, puesto que en esta circunstancia, se les
demanda: interpretar la situacién, determinar las variables importantes para describir el
problema de interés, formular hipétesis para simplificar adecuadamente la situacién
problematica y representarla matematicamente. Entonces si los estudiante presentan
dificultades al “traducir” al lenguaje matematico sera dificil lograr el objetivo de la
modelacién (Trigueros, 2009).

Cualquier proyecto de investigacién en el area de Matematica Educativa que pretenda
incidir en el proceso de ensefanza y aprendizaje de la matematica, debe considerar las
ventajas y dificultades que pueden resultar en el proceso de implementacion del enfoque
elegido en el disefio y las formas metodolégicas para la realizacién de las actividades del
aula. Las ventajas y dificultades pueden resultar en una gama de variedades, en
dependencia de la concepcidn epistemoldgica sobre “modelacién matematica” en que se
sustenta el investigador.

La perspectiva epistemolégica de modelacion matematica asumida en el estudio se
fundamenta en el enfoque de la EMR, para lo cual se consideraron algunos aspectos para
su desarrollo en el aula de clase y en la investigacién. Uno de ellos tiene que ver con el
propdsito de la modelacién. En la perspectiva de la EMR la modelaciéon se orienta hacia el
aprendizaje de un contenido u objeto matematico mediante la organizacidn y solucién de
situaciones problematicas reales. De ello, se derivan otros aprendizajes del contexto y el
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desarrollo de competencias relativas al acto de modelar. Con base en lo anterior, en esta
investigacion se ha adoptado la modelacién para la ensefianza y el aprendizaje de la
funcién cuadratica, dado que es uno de los contenidos presente en los curriculos
mexicanos en el nivel de bachillerato, ademds es un concepto que tiene fuertes raices en
la modelacién de situaciones de variacidon y fendmenos cambiantes.

A continuacién se presenta un breve bosquejo de trabajos realizados en Matematica
Educativa referentes al concepto de funcién cuadratica. La intencién es mostrar qué se ha
hecho hasta el momento en torno a su ensefianza y su aprendizaje; y con base en ello,
situar la pertinencia de su estudio en esta investigacion.

1.3. Investigaciones en Matematica Educativa en el marco de la funcion
cuadratica

Las funciones proporcionan potentes herramientas para representar y describir el cambio
(Arlebick, Doerr, y O’Neil, 2013). Sin embargo, diversas investigaciones han evidenciado
que los estudiantes encuentran dificultades en su compresién (e.g. Sierpinska, 1992; Tall y
Vinner, 1981; Dubinsky, 1992 Hitt, 2003; Evangelidou, Spyrou, Elia y Gagatsis, 2004), asi
COMO en su uso, para crear e interpretar modelos de fendmenos cambiantes (Arlebéck et
al., 2013). Las investigaciones han dicho bastante acerca de las dificultades de los
estudiantes, asociadas con este concepto. En el caso de la funcidn cuadratica, son pocas
las investigaciones registradas, en las que se distinguen dos enfoques: (1) las que han
discutido su historia, epistemologia y didactica (e.g. Mesa y Villa-Ochoa, 2008); (2) y las
gue se han centrado en la modelacion matematica para favorecer su ensefianza y
aprendizaje en el aula escolar (e. g. Andrés, Coronel, Di Rico, Fioriti, Guzman, Kerlakian,
Segal y Sessa, 2010; Henao y Vanegas, 2012; Huapaya, 2012; Vargas, 2011; Villa-Ochoa,
2008, 2012; Villarraga, 2012).

En el primer enfoque de investigacién, se ubicé el trabajo de Mesa y Villa-Ochoa (2008),
que reporté aspectos del desarrollo historico de lo “cuadratico”, se indicd que atravesé
por, al menos, cuatro momentos: las ecuaciones, las cdnicas, la cinematica y las funciones.
Sus conclusiones se basaron en hallazgos, que debieran rescatarse en el aula de clase,
para promover la construccién de una concepcion de lo cuadratico. Estos hallazgos fueron
relativos a (p. 6):

a) Las situaciones. Se observé que el concepto de funcidn y en particular la funcién
cuadratica estuvo vinculado a la modelizacién de fenédmenos de variacién y
cambio.
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b) Los obstdculos y fases importantes de su construccion. Algunos de ellos son: (1)
concepcién de cuadrado meramente como area; (2) no concepcién de los nUmeros
negativos; (3) matematica concreta que dificulta la abstraccion para ser
representada; (4) no trascender del algebra geométrica; (5) instrumentos de
medicidn de fendmenos naturales ineficientes. (Galileo).

c) Los aspectos diddcticos que pueden retomarse para su estudio en el aula escolar.
La revision histérica muestra “lo cuadratico” como una sinergia entre geometria
euclidiana, las cdnicas y la geometria analitica, teniendo como objeto de estudio el
movimiento.

En el segundo enfoque de investigacion, el cual trata sobre la modelacion matematica de
la funcidn cuadratica, se han localizado trabajos que estudiaron la promocion de la
ensefianza y el aprendizaje de dicho concepto mediante diferentes maneras de concebir y
de proceder hacia la modelacién matematica de situaciones o fenédmenos de variaciéon y
cambio.

Los trabajos de Huapaya (2012) y Villarraga (2012) se centraron en el disefio de
propuestas didacticas o experimentos de ensefianza en donde se contempld el uso de
herramientas tecnoldgicas (graficador FUCTIONSWIN32, hoja de cdlculo EXCEL, simulador
MODELLUS, calculadora EMULADOR TI-92, entre otros) como mediacién para la
modelacién de situaciones reales relativas a la funcién cuadratica. Sus resultados se
basaron en que su aplicacion de las propuestas didacticas o experimentos de ensefanza
en el aula escolar, permitira a los estudiantes la realizacidn de practicas de modelacién de
situaciones problema, donde articulen y coordinen los registros de representacién de la
funcién cuadratica, que a la vez, promovera el aprendizaje y comprensién de dicho
concepto matematico.

Villa-Ochoa (2012) enfatiza en el estudio de este concepto desde una mirada
covariacional, a partir de la implementacién de situaciones de variacién (con o sin uso de
contextos dindmicos), donde analiza el razonamiento de un estudiante relativo al qué,
como y cudnto cambian las cantidades y los cambios mismos que intervienen en las
situaciones. Su estudio de caso pone en evidencia el hecho de que existen estudiantes que
pueden aproximarse a una interpretacion variacional de las concavidades de una gréfica,
sin que ello exija un estudio previo del calculo diferencial. También, se desprendieron
algunas implicaciones tanto para el marco conceptual abordado en este estudio como
para el disefio de situaciones orientadas al aula de clase. Y por ultimo, evidencié que el
proceso de razonamiento covariacional no es un proceso lineal pero si recursivo.
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Vargas (2011) se enfocd al fortalecimiento del proceso de ensefianza y aprendizaje del
concepto funcién cuadratica, mediante propuestas diddcticas cuyo eje central fue la
modelacién de fendmenos fisicos, que conducen a un modelo cuadratico. La propuesta
didactica motivd a que el estudiante analice las variables que intervienen en los
fenédmenos fisicos propuestos, plantee hipdtesis y las verifique, a través de la
experimentacion directa o el uso de simulaciones, realice predicciones de
comportamientos futuros de las variables que afectan el fendmeno en estudio; y analice y
construya modelos matematicos ajustados a las situaciones presentadas.

Villa-Ochoa (2008) planted una propuesta didactica que pretende potenciar el
entendimiento de la funcién cuadratica desde una perspectiva variacional. En dicha
propuesta se resalta una caracterizacion del concepto y ocho aspectos que han de
considerarse para su compresion desde una mirada variacional (véase Capitulo 3 de este
documento). Este autor, ademds presentd un ejemplo de una situacion de modelacién de
un fendmeno fisico (caida libre) mediante su simulacidon (experimental y con el uso
tecnologia) que le permitié ilustrar la forma en cémo se pudiera abordar este concepto al
interior del aula de clase con base a su propuesta didactica.

Andrés, et al. (2010) y en Henao y Vanegas (2012) trabajaron con el proceso de
matematizacién de situaciones realistas relativas a contextos de conteo. El proceso les
permitid un primer acercamiento a la funcién cuadrdtica mediante la producciéon de
modelos cuadraticos, utilizados para contar colecciones. Con la producciéon de modelos se
desplegd un trabajo matematico, dotado de sentido y significado para los estudiantes. Se
concluyd que esquematicamente: observaron, caracterizaron, buscaron regularidades,
definieron la secuencia, calcularon, produjeron férmulas, transformaron y probaron la
equivalencia, entre otras acciones matematicas que conformaron su proceso de
matematizacidn de situaciones realistas.

Este breve bosquejo sobre investigaciones realizadas en torno al concepto de funcién
cuadratica, evidencié que:

a) Las investigaciones vinculadas con la modelacion matematica, trabajan de manera
aislada aspectos como: lo variacional, practicas de modelacion, proceso de
matematizacidn, el uso de herramientas tecnoldgicas, registros de representacion.

b) Las investigaciones realizadas en la linea de la EMR respecto a este concepto, se
han centrado hasta el momento en situaciones de conteo, que conllevan a una
introduccion del mismo.
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La presente investigacion, busca contribuir en la comprension del concepto funcidn
cuadratica, mediante considerar:

a) Su estudio desde una mirada variacional. Lo cual implica proponer situaciones de
variacion relativas a la funcion cuadrdtica y centrar su analisis en el estudio del
gqué, como y cudnto varia, eso que varia.

b) Aportar hacia el desarrollo de competencias de modelacion. El proceso de
matematizacion de situaciones de variacién con contexto realista asociadas a la
funcién cuadrdtica, aporta hacia el desarrollo de competencias relativas al acto de
modelar, asi como al transito de los modelos matematicos construidos, por
diferentes niveles de compresién, que va desde una matematica informal, a una
formal.

c) Dar sentido y significado a su actividad matemdtica. Las situaciones de variacion
con contexto realistas, permiten dar a los estudiantes contextos que sean cercanos
para ellos, lo cual promueve que el uso que hagan de herramientas vy
procedimientos matematicos tenga sentido y significado.

d) El andlisis de sus caracteristicas y sus diferentes representaciones. El proceso de
matematizacién de situaciones de variacién y el estudio de la funcién cuadratica
desde una mirada variacional, contempla (o considera) el andlisis de sus
caracteristicas, asi como la construccion de sus diferentes representaciones de
dicho concepto matematico.

Estos cuatro aspectos son los que se buscan conjuntar en esta investigacién, mismos que
se han mantenido aislados en los estudios registrados sobre el concepto funcidn
cuadratica. Se toma en cuenta también, que dentro de la EMR dicho concepto no se ha
trabajado como tal. De ahi, que el interés sea realizar investigacién con situaciones de
variacion con contexto realista en el marco de la funcidon cuadratica, en atencién al
proceso de matematizacion que desarrollan estudiantes de bachillerato, nivel de estudios
donde se aborda el concepto matematico en cuestion.

1.4. Planteamiento del problema de investigacion

La matematica, es objeto de estudio en los diferentes niveles educativos. Entre los
objetivos de su ensefianza, esta el llegar a construirse en una herramienta que pueda ser
usada en la explicacidn y/o resolucion de situaciones o fendmenos de la vida circundante
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o de las otras areas de las ciencias. Sin embargo, en las aulas de escolares todavia es
comun observar una ensefianza fundamentada en el desarrollo conjuntista y axiomatico
de la matemadtica, en donde se diferencian dos momentos para abordar un concepto
matemadtico: (1) estudio tedrico; (2) ejemplos y ejercicios (Font, 2008). Este tipo de
ensefianza conlleva una reproduccién del conocimiento, donde la emergencia del
conocimiento matematico para la explicacidon o resolucion de situaciones o fendmenos de
la realidad se ve rota. De modo que en el estudiantado suele quedar la idea de una
matemadtica “formal” (dependiendo el tipo de enseflanza y el nivel de estudio)
desconectada de su realidad.

Evidencia de ello (y de otros fendmenos) son las dificultades que estudiantes presentan en
el manejo del concepto funcién. Por ejemplo, ante la aplicacion de una prueba de
aprovechamiento, se identificaron en los estudiantes dificultades en (Huapaya, 2012):

a) Resolver problemas de enunciado verbal que demandan interpretar y recodificar
situaciones mediante el uso del lenguaje algebraico, es decir, en las que el
estudiante debe plantear ecuaciones e inecuaciones lineales o modelar,
interpretar o graficar situaciones utilizando la nocién de funcién en sus diversas
representaciones.

b) En la nocidn de funcion, pues no han logrado la comprension de este concepto ni
como una regla o férmula para calcular imagenes y/o preimagenes, ni como una
correspondencia entre dos variables, ni como un medio para modelar situaciones.

c) No pueden interpretar situaciones representadas mediante el uso de funciones
lineales, cuadrdticas o racionales, ademdas no interpretan situaciones, ni las
modelan, empleando ecuaciones lineales, sistemas de ecuaciones lineales,

funciones lineales, cuadraticas o racionales.

Estas dificultades, por otra parte evidencian una falta de capacidad de los estudiantes
para modelar situaciones. Estos resultados se reafirman en Arlebéck, Doerr y O'Neil (2013)
cuando sefialan que a pesar de que las funciones proporcionan potentes herramientas
para describir el cambio, la investigacion ha demostrado que los estudiantes encuentran
dificultades en el uso de las funciones para crear e interpretar modelos de situaciones
variacionales o fendmenos cambiantes. Estos autores sefialan ademads, que hay que
buscar maneras de desarrollar habilidades en los estudiantes para describir e interpretar
las tasas de cambio en los contextos de situaciones variacionales o fendmenos
cambiantes.
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Si bien estas dificultades no necesariamente son extensibles a la poblaciéon estudiada,
tampoco resultan ajenas a la realidad escolar mexicana. Pues la demanda de la actual
reforma curricular de la Educacidon Media Superior en México, enfatiza que para el caso de
las matematicas, se debe favorecer que los estudiantes desarrollen habilidades de
generalizacion y abstraccién, lo cual contribuye a desarrollar su capacidad para resolver
situaciones o fendmenos de la vida cotidiana (SEP, 2013). Ello con la ayuda de actividades
que los motiven a analizar problemas cotidianos descritos en lenguaje comun, a un
lenguaje simbdlico para explicar y brindarles solucién (UAGro, 2010).

La presente investigacion parte del contexto de la funcién cuadrdtica y apuesta a que una
manera de promover tanto las competencias de modelacion, como su aprendizaje en el
aula de matematicas, de acuerdo con los planteamientos de la reforma de la Educacidn
Media Superior, es mediante la modelacién matematica vista como un proceso de
matematizacion (u organizacién) de la realidad. Esta manera de ver la modelacién
matemadtica permite el desarrollo de competencias relativas al acto de modelar en los
estudiantes, asi como el transito de los modelos matematicos construido, por diferentes
niveles de compresion, partiendo de un nivel matematico informal (que tiene que ver con
el contexto realista de las situaciones) hasta uno formal (que se refiere al conocimiento
matematico formal).

Por tanto, el propdsito de esta investigacion implica ofrecer una respuesta a la siguiente
pregunta:

éQué proceso de matematizacion desarrollan estudiantes de bachillerato al modelar
situaciones de variacion con contexto realista en el marco de la funcion cuadrdtica?

El objetivo es:

Caracterizar el proceso de matematizacion desarrollado por estudiantes de bachillerato al
modelar situaciones de variacion con contextos realistas en el marco de la funcion
cuadrdtica.
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2.1. Surgimiento de la EMR

La EMR es una corriente didactica, que surgié en los afios 60 en Holanda como reaccién al
enfoque mecanicista de la enseflanza de la matemadtica que se sustentd en los Paises
Bajos y a la aplicacidon en las aulas escolares en todo el mundo de la “matematica
moderna” o “conjuntista” (Bressan y Gallego, 2011; Van den Heuvel-Panhuizen y Drijvers,
2014).

Como precursor de la EMR se reconocié a Hans Freudenthal (1905-1990), matematico y
educador alemdan considerado como un incansable propulsor de un cambio en la
ensefianza tradicional de la matematica. Se le distinguié ademas por su amplia actuacion
como creador y participante activo en grupos tales como el Grupo Internacional de
Psicologia y Educacién Matemadtica (PME) y la Comision International para el Estudio y
Mejoramiento de la Ensefianza de las Matematicas (CIEAEM), reuniones en los que
manifestd su oposicion a las corrientes pedagdgico-didacticas y a las "innovaciones" en la
ensefianza vinculadas a la matematica de aquel momento. La oposiciéon de Freudenthal a
la psicologia, la pedagogia y la didactica de la época, se fundamentd en su conocimiento
profundo de la disciplina matematica, en su interés por su ensefianza y su experiencia
recogida en las aulas (Bressan, Zolkower, y Gallego, 2004).

Freudenthal, tuvo una visién de las matematicas centrada en dos aspectos (Zulkardi,
2010):

a) Las matematicas deben estar conectadas a la realidad, mantenerse cercanas a los
estudiantes y ser relevantes para todas las situaciones de la vida cotidiana. La
palabra realidad, dentro de la vision de Freudenthal, no sélo se refiere a la
conexién con el mundo real, sino que también se refiere a situaciones reales en la
mente de los estudiantes.

b) Las matematicas como actividad humana estan estrechamente relacionadas con la
idea de ver a la educacién matemdtica como un proceso de reinvencién guiada,
donde los estudiantes pueden experimentar un proceso similar al proceso por el
gque las matemadticas se inventaron. Teniendo como guia el proceso de
matematizacion progresiva, en donde las estrategias informales de los estudiantes
se interpretan como una anticipacién de procedimientos mas formales.

A pesar de sus escasas referencias a autores no matematicos, Freudenthal reconocié
influencias de Decroly, de quien valorizd sus centros de interés (que se asemejan a su
propia teoria de aprendizaje de la matematica en el contexto de la vida real), de Dewey, a
guien también reconocié similitudes con su idea de reinvencion guiada, de Pierre y Dina
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Van Hiele de los cuales tomé los niveles de matematizacidon en funcién de su trabajo de
tesis doctoral acerca del Desarrollo del pensamiento geométrico y su didactica, de
Lagenveld (pedagogia fenomenoldgica), Castelnuovo E. (didactica intuitiva), Petersen
(educacidn progresiva), Kry Van Perreren y las teorias socioculturales de la Europa del Este
(Bressan et al., 2004, p. 2).

Esa actitud critica y mirada de las matematicas que tuvo Freudenthal, impulsd en 1968 un
movimiento de reforma que dio origen al proyecto Wiskobas (iniciado por Wijdeveld y
Goffree), el cual fue desarrollado por un grupo de educadores en matemadtica del nivel
primario y secundario bajo la direccion de Hans Freudenthal en el Instituto para el
Desarrollo de la Educacion Matematica (IOWO) en la Universidad estatal de Utrecht. Entre
1970 y 1977 dicho proyecto se impuso desterrando de las escuelas los libros de texto
basados en la Matematica Moderna, ocasionado por parte del IOWO la constitucién de un
proyecto curricular para la enseflanza elemental de las matematicas, con el objetivo de
innovar la educacién de esta disciplina a nivel nacional y mediante la formacion de
profesores en ejercicio como motores del cambio (Santamaria, 2006). Posteriormente,
dicho instituto se cerrd y las actividades de investigacién se continuaron realizando en el
Grupo de Investigacién sobre la Educacién Matemadtica y Centro Educacional de
Computacion (OW y OC), que en 1992 fue renombrado como Instituto Freudenthal en
honor a su fundador (Gravemeijer, 1994 citado en Santamaria, 2006). Actualmente, en
este instituto y en otros paises de todo el mundo como Inglaterra, Alemania, Dinamarca,
Espana, Portugal, Sudafrica, Brasil, EE. UU., Japdn, Puerto Rico y Malasia se ha adoptado,
discutido y apostado como base de sus curriculos las ideas de Freudenthal, lo que ha dado
paso a la consolidacion de la EMR como una teoria de instruccion de la educacion
matematica (Bressan y Gallego, 2011; De Lange, 1996 citado en Zulkardi, 2010).

Las consideraciones o transformaciones principales de la EMR, son el establecimiento de
sus seis principios fundamentales: de realidad, de interconexion y de reinvencion, de
actividad, de niveles y de interaccion. Principios que a continuacion se explican.

2.2. Principios fundamentales de la EMR

La EMR es conocida como una teoria de instruccién especifica del dominio de las
matematicas, cuyas ideas han sido producto del trabajo en proceso y del movimiento de
reforma derivado en las ultimas décadas en la educacién de todo el mundo. Esta teoria
tiene mucho en comun con los enfoques actuales del modelo educativo de diversos paises
(Van den Heuvel-Panhuizen y Drijvers, 2014) e implica una serie de principios
fundamentales para la ensefanza y el aprendizaje de las matematicas.
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Dentro de la EMR, la ensefianza de la matematica, toma forma de reinvencion guiada, es
decir, como un proceso en el que los estudiantes re-inventan ideas y herramientas
matemadticas a partir de organizar situaciones problematicas reales, en interaccién con sus
compaiieros y bajo la guia del profesor. La negociacidn explicita, intervencidn, discusion,
cooperacion y evaluacion son elementos esenciales a considerar en un proceso
constructivo de aprendizaje en el cual la matemdtica informal? relacionada con el
contexto es usada como base para el logro de la matemdtica mds formal®. En esta
ensefianza interactiva los estudiantes son convocados a explicar, justificar, acordar o
disentir, cuestionar alternativas y reflexionar sobre ellas (Bressan y Gallego, 2011).

El aprendizaje de las matematicas es considerado como una actividad social donde la
reflexidn colectiva lleva a niveles de comprensiéon mas altos (Bressan y Gallego, 2011, p. 6)
permitiendo el paso entre la matemdtica informal del estudiante cercana a las situaciones
con contextos reales con la matemdtica formal que se espera en lo escolar.

Esta manera de ver a la enseianza y el aprendizaje de las matematicas da paso a describir
los roles esperados del estudiante y el profesor. El rol del estudiante como un sujeto que
participa, junto con otros, en la organizacién matematica de fendmenos reales, es decir,
su actividad principal es matematizar la realidad mediante la generacion de modelos
matemdticos que pueden partir desde sus estrategias o conocimientos matematicos
informales hasta concretarse en conocimiento matematico formal. El rol del profesor es
de un sujeto cuya principal actividad es didactizar, entendida esta como una actividad
organizadora que se da tanto a nivel horizontal (los docentes trabajan en torno a
fenédmenos de ensefianza y aprendizaje que emergen en sus aulas y en las de otros) como
a nivel vertical (reflexionan y generalizan a partir de estas situaciones hasta construir su
propia caja de herramientas didacticas para facilitar la matematizacion en el aula). Dentro
del proceso constructivo del aprendizaje el profesor actia como un sujeto que media,
guia, explicita, interviene, discute, coopera y evalla la actividad matematica del
estudiante sin afectar las producciones libres (modelos matemadticos y decisiones) de los
mismos (Bressan et al., 2004).

En estos roles se deja ver la importancia del uso de modelos matematicos, que en la EMR
y en el presente estudio se conciben como:

2Matematica informal: son estrategias o herramientas que se usan en el contexto de una situacién, para
esquematizar y formular el problema de diferentes formas; reconocer relaciones y/o dependencias, entre
otros.

3Matematica formal: son construcciones y producciones con generalidades de contenido y método
matematico, tales como: procedimientos estandares y notaciones convencionales.
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Representaciones de situaciones problema que reflejan necesariamente aspectos
fundamentales de conceptos y estructuras matematicas relevantes para la situacién
problema, pero que pueden tener diversas manifestaciones... Materiales, bosquejos
visuales, situaciones paradigmaticas, esquemas, diagramas e incluso simbolos llegan a
servir de modelos (Heuvel-Panhuizen, 2003, p. 13).

Estos conceptos son clave en la EMR. A continuacidon se aborda cada uno de sus seis
principios fundamentales. Heuvel-Panhuizen (2002 citado en Santamaria, 2006) menciona
que tres de los principios como son el de realidad, de interconexién y de reinvencion
estan asociados a la ensefianza y los otros tres principios como son el de actividad, de
niveles y de interaccion estan conectados al aprendizaje de las matematicas.

2.2.1. Principio de actividad

Uno de los conceptos bdsicos de la EMR es la idea de Freudenthal (1971) de las
matemadticas como una actividad humana. Para él las matematicas no eran el cuerpo del
conocimiento matemadtico, sino la actividad de resolver problemas y buscar problemas
(1968) y, en términos mas generales, la actividad de “organizar la realidad con medios
matematicos... incluida la matematica misma” (1973, p.44), es lo que llamé matematizar.

Esta interpretacion de las matematicas basada en la actividad tuvo también consecuencias
importantes respecto a cdmo se conceptualizaba la educacidn matematica. De un modo
mas preciso, afectd tanto los objetivos de la educacion matematica como los métodos de
ensefianza. Segun Freudenthal, la mejor forma de aprender matematicas es haciéndola
(ibid., 1968, 1971, 1973) y la matematizacién es la meta central de la educacién
matematica (Heuvel-Panhuizen, 2003, p. 11):

Lo que los seres humanos tienen que aprender no es matematicas como sistema cerrado,
sino como una actividad, el proceso de matematizar la realidad y, de ser posible incluso, el
de matematizar las matematicas (Freudenthal, 1968, p.7).

En la EMR matematizar, involucran dos acciones, generalizar y formalizar. La accién de
generalizar es entendida en un sentido reflexivo, pues implica conectar varias situaciones
reconociendo caracteristicas similares que permiten que se las clasifigue dentro de un
determinado tipo. Al mismo tiempo el proceso de solucion puede ser estructurado y, por
lo tanto, la generalizacidn toma forma de una actividad de organizacién, como una forma
de matematizacion. El proceso de generalizacion se acompafia por una cierta
formalizacion del lenguaje. De ahi que formalizar concierne al proceso de cambio desde el
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“lenguaje cotidiano” al lenguaje formal de las matematicas; involucrando acciones como
modelizar, simbolizar, esquematizar y definir (Gravemeijer, 1994 citado en Santamaria,
2006).

2.2.2. Principio de realidad

Basado en la idea de Freudenthal de que las matematicas deben estar conectadas a la
realidad, estar cerca de los estudiantes y debe ser relevante para la sociedad, el uso de
contextos realistas se convirti6 en una de las caracteristicas determinantes de este
enfoque. Pues los estudiantes deben aprender matematicas a través del desarrollo y la
aplicacion de conceptos y herramientas matematicas en situaciones problematicas de la
vida cotidiana, que tengan sentido para ellos (Heuvel-Panhuizen, 2003, p. 9).

El adjetivo “realista” dentro de la EMR se refiere a la intencion de que a los estudiantes se
les debe ofrecer situaciones problematicas que puedan imaginar y/o realizar. Dentro de
esta perspectiva, los problemas que se presentan a los estudiantes pueden venir del
mundo real, pero no se limitan Unicamente a éstos, sino también pueden venir desde el
mundo de fantasia de los cuentos de hadas, o el mundo formal de las matematicas,
siempre y cuando los problemas sean por experiencia real en la mente de los estudiantes
(Van den Heuvel-Panhuizen y Drijvers, 2014).

En la busqueda de estos problemas se debe considerar: (1) que sean significativos para los
estudiantes, lo que ofrece la oportunidad de dar significado a las construcciones
matemadticas que se desarrollan mientras se da resolucién al problema (Van den Heuvel-
Panhuizen y Drijvers, 2014, p. 523); (2) que puedan esquematizarse facilmente y; (3) que
desde el punto de vista de los estudiantes, halla una necesidad para la construccion de
modelos. Este ultimo aspecto se refiere a que el problema tiene que incluir actividades
modelo inductoras, como por ejemplo, la planificacién y ejecucidn de soluciones,
identificar similitudes y diferencias, y hacer predicciones (Heuvel-Panhuizen, 2003, p. 16).

Ejemplos de contextos realistas que han sido manejados dentro de la EMR son (Bressan,
2011, Principio de Realidad, parr. 8):

e Los patrones en los collares para trabajar regularidades.

e Las situaciones de reparto equitativo para el tratamiento de las fracciones.

e La notacion en libreta (usada en los restaurantes) para sistema de ecuaciones.

e La ubicacién de un incendio desde distintos miradores, para trabajar coordenadas,
rectas y pendientes.
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e Buscar regularidades en tablas y tableros.

e Construir pirdmides numéricas trabajando operaciones inversas.

e Completar operaciones buscando relaciones entre los numeros que las integran,
etc.

Estos contextos realistas, evidencian una cualidad que se toma en cuenta al momento de
su busqueda, y es contexto = conocimiento matemdtico. Esto sugiere un papel
secundario para el contexto, pues el fendmeno no es de interés por si mismo, sino que es
de interés solo si permite ser “organizado” a la luz del contenido matematico a construir.
Los conocimientos interdisciplinares pueden no jugar un papel importante en dicho
proceso.

2.2.3. Principio de reinvencion guiada

En la EMR, la ensefianza de la matemdtica toma la forma de reinvencién guiada
(Freudenthal, 1991), un proceso en el que los estudiantes re-inventan ideas vy
herramientas matematicas a partir de organizar o estructurar situaciones problematicas,
en interacciéon con sus pares y bajo la guia del profesor. La negociacion explicita,
intervencion, discusion, cooperacién y evaluacidn son elementos esenciales en un proceso
constructivo de aprendizaje en el cual los métodos informales son usados como base para
el logro de los formales. En esta ensefianza interactiva, los estudiantes son convocados a
explicar, justificar, acordar o disentir, cuestionar alternativas y reflexionar sobre ellas
(Bressan y Gallego, 2011, p. 6).

En la figura 2.1 se muestra la caracterizacion del proceso de reinvencién, por medio del
cual el conocimiento matematico formal en si mismo puede ser reconstruido.

Este proceso va acompaiado de la accién guiada del profesor, pues posee un papel bien
definido en tanto sujeto que media entre los estudiantes y las situaciones problematicas
en juego, entre los estudiantes entre si, entre las producciones informales de los
estudiantes y las herramientas formales, ya institucionalizadas, de la matematica como
disciplina (Bressan y Gallego, 2011, p. 6).
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Figura 2.1. Representacion esquematica del proceso de reinvencion. Tomada de
Gravenmeijer, (1994 p. 94) citado en Santamaria (2006)

Para orientar adecuadamente este proceso, es importante la capacidad de anticipacion,
observacion y reflexion del profesor acerca de los aprendizajes a corto y largo plazo de sus
estudiantes. Esto permite conocer las comprensiones y habilidades de los mismos, para
organizar la actividad en el aula y dar lugar a esta reinvencién y a los cambios de nivel
(Freudenthal, 1991 citado en Bressan, 2011, Principio de Reinvencidn, parr. 6).

Para Freudenthal (1991) el aprendizaje, lejos de ser continuo y gradual, presenta
discontinuidades, es decir, saltos repentinos de reinvencion (evidenciados por los alumnos
en las “experiencias de aja”, en la toma de atajos en sus estrategias, los cambios de
puntos de vista, el uso de modelos de distintos niveles de formalizacién), que van de
estructuras complejas del mundo real a las mds generales, abstractas y formales de la
matematica (Bressan, 2011, Principio de Reinvencion, parr. 7) .

2.2.4. Principio de niveles de comprension

El proceso de matematizacion progresiva en la EMR, radica en que los estudiantes deben
comenzar por matematizar un contenido o tema de la realidad para luego analizar su
propia actividad matematica. Este proceso (Freudenthal, 1991) se distingue bajo dos
formas:

e Matematizaciéon horizontal, consiste en convertir un problema contextual en un
problema matematico, basdndose en la intuicién, el sentido comun, la
aproximacion empirica, la observacion, la experimentacién inductiva.
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Matematizacion vertical, ya dentro de la matematica misma, que conlleva
estrategias de reflexion, esquematizacién, generalizacidn, prueba y simbolizacion,
con el objeto de lograr mayores niveles de formalizacién matematica.

En este proceso de matematizacion, la EMR admite que los estudiantes pasan por cuatro

niveles de comprension (o de formalizacion, o de matematizacion): situacional, referencial,

general y formal, unidos al uso de estrategias, modelos y leguajes de distinta categoria

cognitiva, sin constituir una jerarquia estrictamente ordenada (Bressan, 2011). Los niveles

de comprensidn consisten de (Bressan y Gallego, 2011, pp. 7-8):

En el nivel situacional, se da una interpretacidn de la situacién problematica y un
uso de estrategias y conocimientos informales ligados al contexto de la situacién.
Entre las acciones que se esperan usar, estan el sentido comun y la experiencia,
identificar y describir la matemdtica que yace en el contexto, visualizar,
esquematizar y formular el problema de diferentes formas, descubrir relaciones y
regularidades, entre otras.

En el nivel referencial aparecen las representaciones o modelos gréficos,
materiales o notacionales, y las descripciones, conceptos y procedimientos
personales que esquematizan el problema. De alli, que los modelos se consideren
como “modelos de” en tanto estan referidos a las situaciones particulares que les
dieron origen.

El nivel general se desarrolla a través de la exploracién, reflexidon y generalizaciéon
de lo aparecido en el nivel anterior, pero propiciando una focalizacién matematica
sobre las estrategias que supera la referencia al contexto. En este nivel, se espera
gue los estudiantes generalicen mediante reflexiones los modelos encontrados en
el nivel anterior y puedan concluir que son utilizables en conjuntos de problemas,
dando lugar a los “modelos para” la resolucién de los mismos.

En el nivel formal, se comprende y se actla con los conceptos, procedimientos y
notaciones convencionales, propias de la rama de la matematica con que se esta
trabajando. En este nivel, se espera que los estudiantes, interpreten y resuelvan
otros problemas con el uso de conocimiento matematico formal.
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Cabe resaltar que estos niveles son dindmicos y no jerdrquicos, por lo que se puede
esperar que en el desarrollo de la actividad matematica los estudiantes se encuentren a la
vez en diferentes niveles. Estos niveles mas que describir en forma exacta qué puede
hacer el estudiante en cada uno, sirven para seguir sus procesos globales de aprendizaje.
Los modelos matemadticos y la reflexion colectiva son instrumentos basicos para el transito
de un nivel a otro, pues permiten el establecimiento de un puente entre la matematica
informal y la formal. Los modelos son representaciones de las situaciones donde se
reflejan aspectos esenciales de los conceptos y relaciones matematicas que son relevantes
para solucionar la situacién dada (Bressan y Gallego, 2011; Bressan et al., 2004). Un
esquema sobre el proceso de matematizacién que plantea la EMR se puede ver en la
figura 2.2, en la cual se muestra que la matematizacién horizontal lo constituye el nivel de
comprensién situacional; y los niveles restantes corresponden a la matematizacion
vertical.
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Figura 2.2. Descripcién del proceso de matematizacion progresiva
en la EMR (Bressan y Gallego, 2011, p. 7).

Retomando una situacién paradigmatica que ha sido trabajada en el enfoque de la EMR,
se ejemplificard el proceso de matematizacién que nifios de primer grado de una Escuela
de Bariloche realizaron. La situacién es sobre un contexto del colectivo, que trata del
recorrido de un colectivo en el que se van subiendo y bajando pasajeros, trabajandose asi
simultdneamente la suma vy la resta. El proceso de matematizacién se caracteriza de la
siguiente manera: los nifos se encuentran en el nivel situacional cuando reconstruyen
trayectos en los que suben y bajan pasajeros. Cuando pasan al dibujo y representan dichos
trayectos usando el lenguaje de flechas, estarian en el nivel referencial. Paulatinamente, la
situacion del colectivo evoluciona como modelo de situaciones de subida y bajada
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(entrada o salida) de personas a otras de la misma naturaleza matematica (nivel general),
o donde aparecen operaciones secuenciadas —por ejemplo, los viajes en el ascensor, la
confiteria, el juego de bolos, etc.— llegando luego el alumno a interpretar y resolver
aritméticamente otras situaciones de suma y de resta a nivel enteramente formal
(Bressan, 2011; Collado, Bressan, y Gallego, 2003). En la figura 2.3 se presentan algunos
ejemplos de modelos de distinto nivel cognitivo, que esperaban ser logrados e
interpretados a partir de trabajar con el contexto del colectivo.

1) 12+1-7=6
2) 12-7+1=6
3) 6+7-1=12
4) 6-1+7=12

Figura 2.3. Modelos de distinto nivel de compresion que pueden ser construidos a partir de
trabajar con el contexto del colectivo (Collado et al., 2003).

2.2.5. Principio de interaccion

El aprendizaje de las matematicas dentro de la EMR no es sélo una actividad individual,
sino también una actividad social. Pues favorece las discusiones de toda la clase y el
trabajo en grupo, que ofrecen a los estudiantes oportunidades para compartir sus
estrategias e invenciones con los demads. De esta manera, pueden obtener ideas para
mejorar sus estrategias y asi, mediante la reflexion alcanzar niveles mas altos de
comprension (Van den Heuvel-Panhuizen y Drijvers, 2014).
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2.2.6. Principio de interconexion

Otro aspecto esencial de la EMR es la fuerte interrelacidon de los contenidos matematicos
de varios ejes o unidades de las matematicas (Alsina, 2009; Gravemeijer, 1999). Es decir,
los ejes de contenidos de aprendizaje, como son la aritmética, algebra, geometria, calculo,
entre otros, no pueden ser tratados como entidades separadas y esto deben ser
considerado en las propuestas de las situaciones problematicas, dado que el estudiante al
resolver un problema mediante sus propias estrategias puede hacer uso del algebra o de
la geometria, de ambas o de otros ejes de contenido. Lo que refleja la ingeniosidad del
estudiante en la resolucion de problemas (Santamaria, 2006). Para ello, es conveniente
considerar en las propuestas, situaciones que permitan una diversidad de maneras de
resolverla.

2.3. La investigacion y el planteamiento de sus objetivos especificos

La investigacidon se enmarcd en esta perspectiva tedrica, puesto que el conjunto de sus
seis principios fundamentales de la EMR, permiten el disefio de las situaciones y de la
forma de organizar el aula que se han de implementar en los estudiantes de bachillerato,
para alcanzar el objetivo investigativo, que es caracterizar el proceso de matematizacion
desarrollado por estudiantes de bachillerato, al modelar situaciones de variacion con
contextos realistas en el marco de la funcion cuadrdtica. Este objetivo se ha desagregado
en tres especificos con la intensién de delimitar los aspectos que en conjunto ayudaran a
caracterizar el proceso de matematizacién.

Los objetivos especificos son:

a) ldentificar los modelos vy las reflexiones de los estudiantes de bachillerato durante
el proceso de matematizacién desarrollados al modelar las situaciones de variacion
con contextos realistas en el marco de la funcién cuadratica;

b) Caracterizar los niveles de comprension de modelo que alcanzan los estudiantes de
bachillerato al modelar las situaciones de variacién con contextos realistas en el
marco de la funcion cuadratica;

¢) Caracterizar las dos formas del proceso de matematizacion: horizontal y vertical,
gue los estudiantes de bachillerato alcanzan mientras modelan las situaciones de
variacion con contextos realistas, en el marco de la funcién cuadratica.
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3.1. Método de investigacion

El interés de la presente investigaciéon es estudiar el proceso de matematizacién
desarrollado por estudiantes de bachillerato al modelar situaciones de variacién con
contextos realistas, en el marco de la funcién cuadratica. De ahi que la investigacién tomo
un cardcter descriptivo cualitativo (Hernandez, Fernandez, y Baptista, 2010), debido a que
se buscd una interpretacion profunda y detalles con respecto a la actividad matematica
desarrollada por los estudiantes ante matematizar situaciones de variacion, ello con la
intensién de caracterizar los modelos matematicos y reflexiones que hayan generado, los
niveles de comprension de modelo que hayan alcanzado y las dos formas de
matematizacién por las que hayan transitado durante la misma.

El trabajo se realizdé bajo un estudio de casos, con la intensidon de poder organizar y
reportar informacién acerca de la actividad matemadtica que un grupo de 15 estudiantes
de bachillerato, hizo al matematizar situaciones de variacion con contexto realista
relativas a la funcion cuadratica (Hernandez et al., 2010).

Para el logro del objetivo general y de los especificos, se propuso dos situaciones de
variacion con contexto realista asociadas con la funcién cuadratica, cuyo diseno
contemplé los requerimientos que la EMR establece, como son un andlisis fenomenoldgico
diddctico de lo cuadratico y los seis principios fundamentales de la EMR.

Una vez elegida la institucion de Educacién Media Superior de la que se selecciond la
poblacién de estudio, fue necesaria la revision del programa de estudios de matematicas
para decidir el tamafio de la poblacién que se estudid.

3.2. Instrumentos para la recoleccion de datos

La exploracién de las situaciones se realizd en un ambiente de ldpiz y papel. Los
instrumentos utilizados para la recoleccién de datos son las evidencias escritas de los
estudiantes, grabaciones de video y los diarios de clase.

Las evidencias escritas de los estudiantes, contienen informacidn sobre sus acciones en el
proceso de matematizar las situaciones, asi como de sus explicaciones y descripciones
escritas.



Capitulo 3. Metodologia de la Investigacion

Las grabaciones de video, muestran las herramientas y procedimientos que los
estudiantes ponen en juego en cada situacién, como también de sus argumentaciones en
las discusiones surgidas en los momentos de interaccion grupal propiciados por el
profesor.

En los diarios de clase, se registraron los avances de cada estudiante en cada sesiéon, con
dos propésitos: 1) para en caso necesario orientar sus acciones hacia el objetivo de la
actividad y 2) contar con la informacion necesaria para la descripcion del proceso gradual
de aprendizaje del concepto funcidn cuadratica.

3.3. Poblacion de estudio

La poblacion de estudio se conformé con 15 estudiantes de grado once de entre 16 a 18
afos de edad del Colegio de Bachilleres Plantel Dos de Acapulco, Guerrero, México, que se
encontraban cursando la asignatura de Matemadticas IV, centrada en el estudio de las
funciones matematicas. La intervencién que se tuvo con los estudiantes, fue después de
haber abordado parte del Bloque Il (figura 3.1) de su programa de estudios. Lo que
corresponde a modelos de grados cero y uno.

Los conocimientos previos de los participantes fueron las asignaturas de Matematicas |, Il
Y lll. En la primera se abordaron aprendizajes y herramientas fundamentales de las
matematicas con relaciéon en Aritmética y Algebra. En la segunda, de Geometria y la
Trigonometria, asimismo se abordaron elementos basicos de la Probabilidad y la
Estadistica. En la tercera, de Geometria Analitica, lo cual permite al estudiante Ia
interpretacion y disefio de las diversas figuras geométricas que sirven para el anadlisis de
diversas funciones motivo de estudio de la asignatura de Matematicas IV.
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El programa de Matemiticas IV esti conformado por ocho bloques que se enuncian con una redaccion dirigida al alumnado a continuacién:

BLOQUEIRECONOCES Y REALIZAS OPERACIONES CON DISTINTOS TIPOS DE FUNCIONES.

En este bloque se establecen las caracteristicas mateméticas que definen las relaciones entre dos magnitudes enfatizando las de cardcter funcional,

BLOQUE I1 APLICAS FUNCIONES ESPECIALES Y TRANSFORMACIONES DE GRAFICAS.

En este bloque se distinguen y describen diferentes tipos de funciones matemiticas, asi como operaciones y trasformaciones algebraicas y/o geométricas.

BLOQUEIII EMPLEAS FUNCIONES POLINOMIALES DE GRADOS CERO, UNO Y DOS.

En este bloque se determinan las situaciones de un modelo de cero, uno y dos grados, empleando criterios de comportamiento de datos.

BLOQUE IV UTILIZAS FUNCIONES POLINOMIALES DE GRADO TRES Y CUATRO.

En este bloque se reconocen patrones grificos, se describen propiedades geométricas y se obtienen soluciones de ecuaciones factorizables.

BLOQUE V UTILIZAS FUNCIONES FACTORIZABLES EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS.
En este bloque se efectia un andlisis comparativo de las funciones polinomiales hasta grado cuatro profundizando en el andlisis de las caracteristicas de los modelos lineales y
cuadriticos, y se desarrollan procedimientos numéricos, algebraicos y geométricos para la obtencion de los ceros polinomiales, los cuales se definen como los cortes de la grifica con el

eje “x” y las raices son las soluciones de la ecuacion asociada.

BLOQUE VI APLICAS FUNCIONES RACIONALES.

En este bloque se revisan las funciones racionales y la existencia de posibles asintotas.

BLOQUE VII UTILIZAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS.

En este bloque se obtienen valores de funciones exponenciales y logaritmicas, asimismo se aplican dichos valores para modelar y resolver problemas.

BLOQUE VIII APLICAS FUNCIONES PERIODICAS.

En este bloque se estudian las funciones exponenciales, logaritmicas y periédicas.

Figura 3.1. Distribucién de los bloques que conforman la asignatura de Matematicas IV
en el Bachillerato General (SEP, 2013, pp. 9-10).

3.4. Diseino de las situaciones en el marco de la EMR

El disefio de las situaciones de variacion con contexto realista en el marco de la EMR,
contempld: (1) un analisis fenomenoldgico didactico de la funcidn cuadratica; (2) revision
de aspectos de la didactica de la funcion cuadratica desde una mirada variacional y (3)
seleccion de contextos realistas que son parte de la realidad inmediata de los estudiantes
para que tengan sentido y significado para ellos.

A continuacion se presenta cada uno de los aspectos que conformaron parte del disefio de
las situaciones de variacion.

[ 33
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3.4.1. Analisis fenomenoldgico didactico de la funcion cuadratica

La EMR toma como requerimiento principal realizar un analisis fenomenolégico didactico.
Se entiende por analisis fenomenolégico de un concepto matematico tal como Puig (1997)
define:

El analisis fenomenoldgico de un concepto matematico o de una estructura matematica
consiste en describir cuales son los fendmenos para los que es el medio de organizacién y
qué relacién tiene el concepto o estructura con esos fendmenos. La descripcion de los
fendmenos para los que es medio de organizacion ha de considerar en la totalidad de los
fendmenos para los que actualmente es asi, esto es, ha de tomar la matematica en su
desarrollo actual, pero también es conveniente que se indique cudles son los fenédmenos
para cuya organizacion fue creado y a qué fendmenos se extendidé posteriormente. La
descripcién de la relacidon con los fendmenos en cuestion ha de mostrar de qué manera
actua sobre esos fendmenos como medio de organizacidn y de qué poder nos dota sobre
ellos (p. 63).

Si al andlisis de esa relacion entre concepto y fenémeno, se le presta atenciéon a como se
adquiere en un proceso de ensefianza-aprendizaje, se estaria describiendo lo que se
entiende por un andlisis fenomenoldgico didactico de un concepto (Freudenthal, 1983).

Para trabajar el concepto de funcién cuadratica en un proceso de ensefanza-aprendizaje,
en primera instancia se realizd una busqueda de fendmenos que generan la necesidad de
ser organizados matematicamente en el marco de la funcidn cuadratica. Se recurrié a los
trabajos de Mesa y Villa-Ochoa (2008) como fuente de informacidon acerca de los
fenédmenos que le dieron origen en la historia; y el trabajo de Huapaya (2012) para los
fenédmenos que en la actualidad se han identificado que promueven su uso como
herramienta para organizarlos, explicarlos y resolveros.

Los fendmenos que en la historia fueron medio de organizacién de la funcidn cuadratica,
estan asociados a cuatro momentos que cimentaron dicha nocién (Mesa y Villa-Ochoa,
2008):

1. Ecuacidn. Las ecuaciones estuvieron presentes en la historia de diversas culturas,
como Babilonia, Grecia y Arabe, en donde se presentaron de manera retdrica. Las
“nociones cuadraticas” se encontraron asociadas a situaciones en donde el
concepto de cuadrado tuvo una concepcion aritmética y geométrica. En lo
aritmético, se destacd a la escuela pitagdrica quien establecié razonamientos
numeéricos para sucesiones y progresiones, haciendo un empalme con la geometria
en relacién con los numeros figurados. Observandose, en sus trabajos cierta
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captacién de algunas variaciones y predicciones a través de pequeios incrementos
que siguen un patréon constante o en los niumeros figurados, una cierta distribucion
de los numeros. En lo geométrico, su representante fue Euclides, quien en su libro

{

de los Elementos define el concepto de cuadrado como “..entre las figuras
cuadrildteras, cuadrado es la que es equildtera y rectangular”. Esta definicion la
retomd en su libro Areas en donde evidencié los vinculos entre la aritmética y la

geometria, pues la nocion de cuadrado aparecié como figura y drea a la vez.

Cdnicas. Su estudio se encuentra vinculado con la cultura Griega (Apolonio e
Hipdcrates de Chios) y con la época del Siglo XVII. Apolonio fue quien formuld las
secciones cOnicas y a la vez las estudid aproximandose al estudio de coordenadas.
El significado de “paradbola” en esta época fue como equiparacién, similar al
concepto de paralelogramo de Euclides en los que por supuesto se encuentra la
figura cuadrilatera, donde se deduce que la concepcién de cuadrdtica se refirié a
un proceso también de conversién de areas. Por otro lado, Hipdcrates de Chios
afirmoé que el problema de la duplicacién del cubo “puede reducirse a encontrar
dos medias proporcionales entre la arista dada y su doble (...)”, lo cual condujo a
una expresion cuadrdtica, donde se dedujo cuadrado es el producto que se
desprende de la media proporcional, pero a la vez ésta se evidencié como un
segmento que es nombrado raiz, y también como una soluciéon. La época del Siglo
XVIl se caracterizd porque se tratdé de definir las cdénicas como curvas
correspondientes a ecuaciones de segundo grado, en x e vy, asi se establecio el
estudio de los lugares geométricos, creando un puente entre la Geometria y el
Algebra, donde la aritmética jugd un papel importante en dicha transicion.

Cinematica. El estudio del movimiento, comenzé con Oresme, uno de sus
propésitos era el representar mediante una figura geométrica las intensidades de
una cualidad de magnitud continua que depende de otra magnitud analoga, estas
intensidades estaban representadas por segmentos. Ese estudio, lo siguidé Galileo
Galilei. Sus principales aportes, fueron la construccion epistemoldgica del concepto
funcién cuadrdtica la cual vinculé de manera explicita con los procesos de
modelacién de los fenomenos de variacion. En Galileo se observé el uso de algunas
representaciones como de grdficas rectangulares y la instauracion del método
experimental, como una forma de modelacién con la que pretendiéd dar
explicaciones a fendmenos de variacién en la naturaleza. En su trabajo argumento
como “lo cuadrdtico” estd vinculado a un proceso de variacion de cantidades
analizadas desde un punto de vista aritmético. También afirmé que la parabola es
un punto en movimiento, producto de la trayectoria de un cuerpo que se mueve
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de acuerdo a una ley, patrén o causas, por ello surgen los modelos que pretenden
explicar los fendmenos presentados. La pardbola la vio como una representacion
del movimiento en la que la grafica se construye de acuerdo con la relacién de la
variacioén entre cantidades.

4. Funciones. Newton fue uno de los primeros en cimentar formalmente el concepto
de funcidn. Utilizd el algebra simbdlica y la geometria analitica para construir el
calculo diferencial. En su obra, Principia se observa “lo cuadrdtico” asociados a
fendmenos naturales con cardcter mds funcional, aunque no se hace explicito, por
ejemplo, el movimiento de un cuerpo lo representé geométricamente por una
pardbola y analiticamente por una ecuacion de segundo grado. En el trabajo de
Newton se observé que las situaciones cuadraticas eran estudiadas en el plano,
donde se representaban mediante una expresién algebraica y después se
interpretaban como puntos (en el plano coordenado) que relacionan dos
magnitudes variables. Toda vez analizado el comportamiento de la curva
construida por medio de una ecuacidn cuadratica, se distinguidé un tipo de relacion
univoca entre magnitudes, que posteriormente fue llamada funcion cuadrdtica.

En estos cuatro momentos, se evidencié que el concepto de funcion cuadrdtica estuvo
vinculado a la modelacion de fendmenos de variacion y cambio, tales como el movimiento.
Por lo que el disefio de situaciones didacticas deberia rescatar contextos vinculados a ese
tipo de fendmenos, ademds de presentar una concepcion de “lo cuadrdtico” desde
diversas interpretaciones, como una sinergia entre geometria euclidiana, cdénicas y
geometria analitica.

Los fenomenos que se estudian en la actualidad para la promocién de la funcién
cuadratica como herramienta para organizarlos, explicarlos y resolverlos, estdn asociados
a situaciones de variacion y cambio. En la tabla 3.1 se muestran dichas situaciones, que
Huapaya (2012) condensé y presento, resaltando el area de su aplicacion y el modelo que
se le asocia a cada una.

Area Situacion Modelo asociado
Preciop
Cantidad g
Ofertay demanda 5
y plg) =ag?+bg+cp,geZ
- p=0Ag=0
Economiay Finanzas - - -
X: cantidad de articulos producidos y
Costo-Ingreso vendidos
Utilidad C(x): funcién costo.

I{x): funcién ingreso.
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U(x): funcidn utilidad.

Ulx) =1{x) — C(x)

También:
Ecuacién de demanda pl(g) = ag + b
P precio
q: cantidad
I(q) =pq
I=Ingreso

I{g) = (ag + b)g
I(g) = ag” + bg

Cuando la demanda es lineal, el Ingreso es
cuadratico

Fisica

Movimiento parabdlico

15: velocidad inicial

i: tiempo de vuelo

4: aceleracién de la gravedad
& angulo de tiro

X alcance maximo

Vmax: altura maxima

2vysena
f=
g
visen2a
|- —
g
vésen’a

2g

yma_t -

Movimiento vertical en
caida libre

5: altura

1
s(t) = —Egt2 + vt + 5,

%p: altura inicial

1g: velocidad vertical inicial

t: tiempo

4: aceleraciéon debida a la gravedad

1: velocidad vertical de un objeto en caida
libre
v(t) = —gt + 1,

Optimizacién en la
fabricaciony

Area maxima/minima

Un rectdngulo cuyos lados son x e V.

Perimetro conocido:

37
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manufactura p=2x+2y
Area:
A=xy
Luego:
Aoy @20
2
Via una regresion de dichos pares de valores
puede obtenerse la tendencia y ecuaciones
de regresién de dicha situacion.
Algunas situaciones se En este caso se muestra un conjunto de
describen pares (x; ¥) los cuales siguen una tendencia
Estadistica numéricamente a partir
de un registro numérico ¥Y=mx+b
(tabla) Y=Ax?+Bx+C
Se tiene en cuenta el R (indice de
correlacién al cuadrado)
En biologia Los bidlogos utilizan las

funciones cuadraticas
para estudiar efectos
nutricionales de los
organismos.

También niveles de
produccidn.

¥ =1.04 +00453 * ¥ - 00005 * %7

e R <
o -

Procuceidn de lacha
P

tkaidia de vida en 2l hato)

=
al

=

s 8| 15 o
Porceriaie os nenes Bos fsurue

Tabla 3.1. Fendmenos de variacidon y cambio asociados a la funcidn cuadratica, tabla retomada de
Huapaya (2012, pp. 41-43).

Los fendmenos que en la historia y en la actualidad han sido reportados en este trabajo,

comparten una caracteristica general, y es que presentan procesos de variacion que

puede ser estudiados mediante la funcidn cuadratica, en la cual la tasa de variacion de las

dos variables inmersas, varian linealmente; o de otra manera, en aquella funcién en la

cual la segunda tasa de variacion, es una constante. Esta caracteristica es la que restringe

y a la vez da muestra que los fendmenos asociados con las funciones cuadraticas no se

encuentran en todas partes; y a veces hay que buscar y hacer ajustes (de regresién) para

encontrar que ahi también hay de ese tipo de funcidén, esto debido a la naturaleza de los

datos de nuestra realidad circundante.

De los fendmenos de variacidon y cambio reportados, dos se retomaron para el disefio de

las situaciones de variacidon. En una se incluyd el contexto de un fenédmeno asociado a la
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variacion del area de un cuadrado inscrito en otro, mientras se modifica la longitud de la
distancia entre los vértices del primero respecto del segundo. En la otra situacidon se
involucré el estudio de un fenémeno relativo a la variacién de la recaudacién mensual que
obtiene el duefio de un Video Club por el incremento que le hace a la cuota mensual que
cobra a sus socios.

3.4.2. Didactica de la funcion desde una mirada variacional

Al considerar fendmenos de variacidon y cambio, para el estudio de la funcién cuadratica
como modelo que explica procesos de variacion objeto de estudio en las situaciones, se
dio paso a adoptar una didactica de dicha funciéon desde una mirada variacional. En esa
direcciéon, Dolores (2013) y Villa-Ochoa (2008) resaltan ciertos aspectos a considerar. El
primero establece los aspectos a nivel general, es decir, para toda funcién. Y el segundo
los establece primero, para la funcién cuadrdtica y finaliza, con aspectos para el estudio en
lo escolar, de toda funcidn.

Dolores (2013) reporta que para la comprension de la funcién, el andlisis se debe centrar
en dar respuesta al qué, cémo y cudnto varia eso que varia en las situaciones de variacion
y cambio. Esas tres cuestiones, se centran en analizar aspectos de la variacion, los cuales
se presentan a continuacion:

éQué varia?

— Magnitudes variables de la situacion o fendmeno de variacion

— Intervalo de variacidn de las magnitudes variables o conjunto de valores que
pueden adquirir las variables

— Relacion de dependencia entre las variables

— Reconocimiento de la variable dependiente y variable independiente de la relacion

éComo varia?

— Regla de correspondencia entre los valores de las variables

— Expresion de una férmula algebraica, tabla o grafica que exprese la regla de
correspondencia entre los valores de las variables

— Dominio de la funcién: conjunto de partida constituido por el intervalo de variacién
de la variable independiente

— Imagen de la funcién: al conjunto de llegada constituido por el intervalo de
variacién de la variable dependiente.
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Tipo de curva que describe la variacién

Valores donde se anula o se hace cero la variacién
Intervalo donde la variacion es positiva

Intervalo donde la variacién es negativa

La variacidn es continua o discontinua

Si tiene o no asintotas

Intervalo donde crece y/o decrece

Valores maximos o minimos

éCuanto varia?

Medicién del cambio

Comportamiento del cambio

Medicién del cambio de segundo orden
Comportamiento del cambio de segundo orden

Desde un nivel particular, Villa-Ochoa (2008) expresa una interpretacion de la funcién

cuadratica desde lo variacional, para lo cual propone la siguiente caracterizacion:

“se llama funcién cuadrdtica a la relacion entre dos cantidades de magnitud cuya

razon de cambio varia linealmente” (p. 248).

Con base en esa definicién, establece que para alcanzar un buen entendimiento de dicha

funcién se debe tener en cuenta (p. 248-249):

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

(6)

(7)

(8)

La descripcién cualitativa del cambio a partir de la identificacién de caracteristicas
de su grafica.

La identificacion del cambio de la razén de cambio como una constante.

La identificacion del producto de dos cantidades que varia linealmente.

La construccion de una funcién de la cual se conoce que su razén de cambio varia
linealmente.

La construccidn de una funcidn lineal a partir de una funcidn constante y a partir de
ella una funcién cuadratica de la cual puede provenir.

Asumir una funcidn cuadratica y a partir de ella encontrar la funcidn lineal que
representa su cambio y a su vez la funcion constante que hace referencia al cambio
de segundo orden.

La asociacion de la forma en cdmo varia el cambio con las concavidades de la
grafica de la funcién.

La generalizacion de un patrén cuadratico a partir de la interpolacion de un
conjunto de datos en una tabla.
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Este autor, menciona también que para tener en la escuela un buen desarrollo conceptual
de la funcién, se requieren tener en cuenta los siguientes aspectos (p. 253):

(1) La identificacion de las relaciones de dependencia entre dos magnitudes.

(2) La cuantificacién de la relacién mediante tablas de valores.

(3) La identificacion de la razén de cambio y la forma en cdmo puede cambiar dicha
razoén.

(4) El reconocimiento de la razén de cambio constante como elemento que identifica
las funciones lineales.

(5) El reconocimiento de la variacién lineal de la razén de cambio como elemento que
identifica las funciones cuadraticas.

(6) La compresioén de la funcién como un modelo que atrapa la covariacién entre dos
magnitudes.

Estos aspectos, se corresponden con algunos que Dolores (2013) menciona. En el disefio
de las situaciones en el marco de la funcién cuadratica, se aposté que centrando a los
estudiantes en el estudio de las tres cuestiones del qué, cdmo y cudnto varia, eso que
varia, presentadas por Dolores, desarrollarian el proceso de matematizacién de la funcién
cuadratica con sentido y significado.

En esta investigacion, se ajusto la caracterizacién que da Villa-Ochoa (2008) sobre funcién
cuadratica, debido a los intereses perseguidos y al nivel de estudios de los estudiantes
participantes. La propuesta de la caracterizacion es:

Funcion cuadrdtica. Relacion univoca entre dos magnitudes variables cuyo cambio
de seqgundo orden (o cuya segunda tasa de variacion), es una constante.

3.4.3. Contextos realistas de las situaciones de variacion

Los contextos realistas que fueron considerados para las situaciones de variacion, se
reconocen con ser parte de la realidad inmediata de los estudiantes y de generar la
necesidad de ser organizados matematicamente, a partir de su conocimiento informal
hasta alcanzar la formalizacion de la funcion cuadratica.
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Situacidn 1. Cuadrados y dreas*

La situacion se planted en un contexto geométrico, de dreas de cuadrados. El propdsito es
que los estudiantes construyan modelos matematicos que organicen la variacion del area
de un cuadrado inscrito en otro, mientras se modifica la distancia que hay de sus vértices
a los del circunscrito. En este proceso de variacién, hay un momento en que el drea del
cuadrado inscrito es minima.

Situacion 2. La promocidn del Video Club

La situacion se planted en un contexto de oferta y demanda. El propdsito es que los
estudiantes arriben a modelos que matematicen la variacion de la recaudacion mensual
gue obtiene el duefio de un Video Club, al variar el precio de la mensualidad que les cobra
a sus socios. En este proceso de variacién, hay un momento en que la recaudacion
mensual es maxima.

éPor qué son contextos cercanos a la realidad de los estudiantes?

El contexto de areas de cuadrados, si bien se plantedé de manera geométrica, y resulta ser
un contexto matematico, éste no es ajeno a lo que conocen los estudiantes, pues parte de
su realidad escolar, y en ésta el cotidiano que se vive es el de interactuar y aprender
matematicas, asi como otras asignaturas como Quimica, Fisica, Historia, Biologia, entre
otras. Ademads, se presume que el tema de areas de cuadrados es para ellos un
conocimiento previo, y por ello, parte de su realidad experimentada.

El contexto de oferta y demanda, es un contexto de la realidad de los estudiantes, pues en
su cotidiano siempre estan inmersos en practicas o situaciones con respecto en compras,
ventas, ofertas, promociones, ganancias, pérdidas, etc. Asi como en la toma de decisiones
respecto a la relacién precios—satisfaccion del producto.

Los criterios anteriores, evidencian que ambos contextos seleccionados para el disefio de
las situaciones de variacién, son realidades inmediatas y del cotidiano de los estudiantes

de bachillerato participantes en este estudio. El “cotidiano” admitido en este estudio
subyace de la relacién “social-cultural-escolar”, lo cual resulta acorde con el principio de

realidad admitida en la EMR.

4 Situacion retomada y ajustada de Llluzi y Sessa (2014, p. 39).



Capitulo 3. Metodologia de la Investigacion

3.5. Las situaciones

La propuesta de las situaciones, contemplé una serie de cuestiones (inductoras), con el fin
de promover en los estudiantes el proceso de matematizacion progresiva, a partir del
analisis del qué, como y cuanto varia, eso que varia en los procesos de variacion de las
situaciones.

3.5.1. Situacidn 1. Cuadrados y areas

Dado un cuadrado ABCD de 26 cm de lado, se ha inscrito un cuadrado EFGH, cuyos
vértices estdn a 2cm de distancia de los vértices del cuadrado original. Con base en estos
datos realiza lo que se te pide.

2cm

|_|

A E

 8}:

26cm

H

D G ¢

1. ¢éCuadl es el drea de EFGH cuando la distancia de Aa E es 2cm?

2. Determina cuadrados inscritos al cuadrado ABCD cuya area sea menor al de la
primera pregunta. ¢Cuanto miden las distancias AE consideradas para
encontrarlos? ¢ Cuanto miden sus areas?

3. Determina cuadrados inscritos al cuadrado ABCD cuya drea sea mayor al de la
primera pregunta. ¢Cuanto miden las distancias AE consideradas para
encontrarlos? ¢ Cuanto miden sus dreas?
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4. Determina cuadrados inscritos al cuadrado ABCD cuya area sea igual al de la
primera pregunta. ¢Cudnto miden las distancias AE consideradas para
encontrarlos? ¢ Cuanto miden sus areas?

5. Determina el drea de EFGH cuando la distancia de Aa E es:

a) 10cm
b) 16cm
c) 13cm

6. Determina cuadrados inscritos al cuadrado ABCD cuyas areas sean iguales al de la
pregunta cinco inciso c¢) ¢Cuanto miden las distancias AE consideradas para
encontrarlos? ¢ Cuanto miden sus areas?

7. Determina cuadrados inscritos al cuadrado ABCD cuyas areas sean iguales. ¢ Cuanto
miden las distancias AE consideradas para encontrarlos? ¢ Cudnto miden sus areas?

8. ¢Cual es el cuadrado de drea minima que se puede inscribir en el cuadrado ABCD?
¢Cudnto mide su distancia de Aa E?

9. Describe el comportamiento de la variacion del area del cuadrado inscrito mientras
se modifica la medida de la distancia AE.

10. ¢Como cambia el drea del cuadrado mientras se modifica la distancia AE?

11. Conociendo la medida de la distancia AE, écomo se determina el area del cuadrado
EFGH?

¢Qué demandan las cuestiones plateadas?

Las cuestiones planteadas orientaron el proceso de matematizacién de la situacion. Se
contemplaron cuestiones de la 1 a la 5, que demandan el cdlculo de valores puntuales de
la variacién, para que los estudiantes comiencen a familiarizarse con el contexto,
identifiquen las magnitudes variables, su relacion de dependencia entre ellas y
determinen procedimientos (geométricos y aritméticos) que los lleve a las respuestas
solicitadas. En particular, las cuestiones de la 2 a la 4 buscan centrar a los estudiantes en
comparar y calcular los valores que pueden tomar las dreas de los cuadrados inscritos, que
se generan al modificar la distancia AE. Ello, con el fin de que comiencen a identificar
ciertas regularidades en el comportamiento de los valores de la variacién.

Otras cuestiones, de la 6 a la 10, se centran en el andlisis del comportamiento y sus puntos
clave de los valores de la variacién, en el analisis se espera que el estudiante construya
modelos matematicos como el tabular y el grdfico. En especifico, las cuestiones 6 y 8
solicitan que los estudiantes se den cuenta de que cuando AE = 13, se genera un Unico
cuadrado inscrito con area minima de entre todas las que se pueden generar en el
proceso de variacién. La cuestion 7 orienta a los estudiantes a identificar una
caracteristica del proceso de variacién, la simetria de sus valores. La cuestion 9 enfoca la
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atencion de los estudiantes a describir de manera general el comportamiento de los
valores de la variacidn; se espera que ellos identifiquen que los valores del area, primero
decrecen y luego crecen, que es continuda en el intervalo [0, 26], que la curva que describe
la variacién es una pardbola y que aterricen en ideas sobre su dominio, su imagen vy la
simetria de sus valores, con respecto al valor minimo. La cuestion 10 los centra en medir y
analizar el comportamiento del cambio de la variacidn, como es una variacién cuadratica
se determina la medicién y el comportamiento del cambio de segundo orden, cuya
conclusidn es que este ultimo es constante.

La cuestion 11 se centra en demandar la generalizacidon hacia una expresion algebraica
gue organice la variacion, una funcidn cuadratica.

3.5.2. Situacidn 2. La promocion del Video Club

El duefio de un Video Club decidi6 emplear un sistema de
socios con un cargo fijo durante el mes, para los clientes
habituales. El sistema consiste en que los clientes se hacen

socios y pagan una cuota fija por mes, que los autoriza a
rentar peliculas en ese periodo bajo cierto reglamento. La
cuota mensual es de $79, y se hicieron socios a 93 personas. Luego de variar el precio de
la mensualidad varias veces, el duefio registr6 que por cada $1 que le incrementaba,
siempre perdia un socio. Con base en estos datos realiza lo que se te pide.

¢Cudnto recaudd, cuando la cuota mensual era de $79?
¢Con cudntos socios se va a quedar, si le incrementa a la cuota mensual $4?
¢Cudnto recaudara en ese caso?
3. ¢Cudnto serad el costo de la cuota, si le incrementa a la cuota mensual $7? é¢Cudnto
recaudard en ese caso?
4. Determina las recaudaciones mensuales que se obtendrian si el duefio le
incrementa a la cuota mensual:
a) S10
b) $14
c) $60
5. ¢De cuéanto es el valor de incremento a la cuota mensual para que se tenga cero de
recaudacion?
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6. Propongan otros posibles incrementos e indiquen cuantos socios quedardn y
cuando recaudara el duefio en esos casos.

7. Describe el comportamiento de la variacion de la recaudacién mensual por el
incremento que se le hace a la cuota mensual.

8. ¢Como cambia la cantidad de recaudacidn con respecto al incremento que se le
hace a la cuota mensual?

9. ¢Cuanto tiene que incrementar la cuota mensual para obtener la mdaxima
recaudacion? ¢ Cudl seria esa recaudacién?

10. Conociendo la cantidad de incremento de la cuota, icomo se determina la
cantidad de recaudacion?

¢Qué demandan las cuestiones planteadas?

Las cuestiones de la 1 a la 6, demandan el cdlculo de valores puntuales de la variacidn, se
espera que los estudiantes comiencen a familiarizarse con el contexto de la situacion,
identifiguen las magnitudes variables, su relacion de dependencia entre ellas y
determinen procedimientos aritméticos que los lleven a las respuestas solicitadas. En
particular, las cuestiones 1 y 5 centran a los estudiantes en determinar valores claves de la
situacion, como es el valor inicial y el valor donde se anula la recaudacién mensual,
respectivamente. La cuestién 6 enfoca a los estudiantes al cdlculo de otros valores de la
recaudacidn que se obtienen al variar el incremento que se le hace a la cuota, se persiguio
que los estudiantes reconozcan el dominio, rango y algunas regularidades de los valores
de la recaudacién (simetria de sus valores y que son discretos).

Otras cuestiones, como 7, 8 y 9, se centran en ubicar a los estudiantes en el analisis del
comportamiento de los valores y de otros puntos clave de la variacién, se espera que el
estudiante construya modelos matematicos como el tabular y el grdfico para que de
dichas explicaciones.

En especifico, la cuestidon 7 enfoca la atencidn en que los estudiantes describan de manera
general el comportamiento de los valores de la variacién. Por ejemplo, se espera que
identifiquen que los valores de la recaudacion primero crecen y luego decrecen, que la
curva que describe el proceso de variacién es una parabola y que aterricen en ideas sobre
el dominio, imagen y simetria de los valores de la variacion. La cuestion 8 los centra en
analizar, apoyados en la operacién de medicién, el comportamiento del cambio de Ia
variacion, como es una variacion cuadrdtica se determina la medicién y el
comportamiento del cambio de segundo orden, cuya conclusion es que este ultimo es
constante. Y la 9 solicita que los estudiantes se den cuenta que cuando el incremento a la
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cuota es de $7, se genera una Unica recaudacion mensual que resulta ser la maxima de
entre todas las que se pueden generar en el proceso de variacion.

Por ultimo, la cuestion 10 se centra en demandar la generalizacidon hacia una expresion
algebraica que organice la variacion analizada, la cual representa a una funcién
cuadratica.

En el proceso de variacidn de la Situacion 2, las magnitudes variables son discretas y los
modelos matemadticos que mejor lo han de organizar son relativos a una funcién
cuadratica, que es continua. Se debe tener presente que los valores que interesan y tienen
sentido en la situacion son los enteros.

3.6. Diseiio de la forma de organizar el aula

La puesta en escena de las situaciones, exige de una forma de organizar el aula. En este
estudio la forma de organizar el aula se basé en que los estudiantes interactien entre
pares (de manera grupal y en equipo) y tengan la libertad de resolver por varias vias
matemadticas las situaciones propuestas, ello bajo la guia del profesor. La negociacién
explicita, intervencidn, discusion, cooperacion y evaluacién entre pares, son elementos a
favorecer, pues permiten que sus métodos informales se usen como base para el logro de
los formales, y asi ellos alcancen niveles mas altos en su comprension de los modelos que
construyan.

El rol del profesor se consideré como sujeto (Bressan et al., 2004) que guia, explicita,
interviene, discute y evalla la actividad matematica de los estudiantes sin afectar sus
producciones libres (modelos matematicos y decisiones). Ademas, él debe mediar entre
los estudiantes y las situaciones en juego, entre los estudiantes entre si, entre las
producciones informales de los estudiantes y las herramientas formales, vya
institucionalizadas, de la matematica como disciplina (Bressan y Gallego, 2011).

Los momentos —contemplados— de intervencion del profesor con los estudiantes, son:

Organizarlos en equipos heterogéneos de tres integrantes.
Motivarlos e introducirlos al contexto de las situaciones de variacion.
Dejarlos que matematicen las situaciones a nivel de equipo.

P wnNe

Durante el desarrollo de las situaciones debe abrir espacios (de manera
estratégica) para discutir a nivel grupal (en plenaria), los procesos, reflexiones y
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modelos arribados por los equipos. Ello, para compartir y comparar lo que cada
equipo hizo; y se armen consensos de manera grupal.

5. Generar un espacio de cierre al final de cada una de las situaciones, donde se
resalte en conjunto con los estudiantes: (1) el sentido y significado que adquiere la
matematica al ponerla en funcionamiento para matematizar situaciones de
variacion; (2) los aspectos reconocidos de la funcién cuadratica y sus diferentes
modelos a los cuales arriben. La funcién cuadratica es un concepto que no han
abordado como tal, en su curso de matematicas, es el profesor quien mediante el
cierre de la Situacion 1, debe orientar a los estudiantes hacia la caracterizacion
—verbal y escrita— del concepto, retomando los aspectos identificados en el estudio
del proceso de variacion. La caracterizacion es:

Funcién cuadrdtica. Relacion univoca entre dos magnitudes variables cuyo cambio
de segundo orden (o cuya sequnda tasa de variacion), es una constante.

3.7. Modelos matematicos anticipados. Analisis preliminar

La EMR, admite que para orientar adecuadamente la puesta en escena de las situaciones y
dar lugar a los cambios de nivel, es importante la capacidad de anticipacidn, observacion y
reflexion del profesor acerca de los aprendizajes de los estudiantes (Bressan, 2011). Con
base en dicho requerimiento, la presente investigacidn recurrié a anticipar qué modelos
matemadticos emergerian en las explicaciones de los estudiantes en el proceso de solucién
de las situaciones de variacion, asi como de reflexiones que llevarian a cabo en torno a
ello.

El andlisis preliminar se organizé por las dos formas de matematizacion (vertical y
horizontal) y por los cuatro niveles de comprensién (situacional, referencial, general y
formal), donde se ubicé a los modelos y las reflexiones esperadas.

3.7.1. Situacion 1. Cuadrados y areas

Esta situacion parte de un contexto geométrico para llegar a modelos que matematicen la
variacion del area de un cuadrado inscrito en otro, mientras se modifica la distancia AE.
Durante dicho proceso, se esperaba la presencia de diversos modelos con diferente nivel
de comprension, que a su vez, fueron divididos en las dos formas de matematizacion:
horizontal y vertical.
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Matematizacion Horizontal

Dentro de este tipo de matematizacién se ubican dos modelos matematicos: geométrico y
aritmético. Estos permiten estructurar matematicamente, de manera visual y numérica,
respectivamente, la variacién del drea del cuadrado inscrito que se genera cuando se
modifica la distancia AE.

Nivel situacional

Los modelos matematicos y las reflexiones ubicadas en este nivel, se caracterizan por dar
una interpretacién del proceso de variaciéon, mediante estrategias y conocimientos
informales ligados al contexto de cuadrados y dreas. En los cuales los estudiantes puedan
identificar o describir relaciones y regularidades, que los lleve a dar soluciones particulares
del problema. Los modelos esperados en este nivel son:

Modelo geométrico. Este modelo permanece en el contexto de la situacién y representa
de forma geométrica, a la variacion del drea del cuadrado inscrito EFGH en funcidn a la
medida de la distancia 4E. Con dicho modelo (figura 3.2) los estudiantes pueden visualizar
que a mayor distancia entre los vértices A y E, menor es el drea del cuadrado inscrito que
genera, sin embargo cuando AE = 13, se genera un cuadrado inscrito con drea menory
luego de esta medida de AE, los valores del area se vuelven a repetir de manera
simétrica. Permite también, reconocer el conjunto de valores que puede tomar la
distancia de AF y la busqueda de relaciones y regularidades entre las figuras que se
generan para determinar un procedimiento ad hoc para el calculo del drea del cuadrado

Inscrito.
2em 4em Bcm
= | —
26-2=24cm 2E-4=27cm 26-6=20cm
28em SBem 26em
Bem 10em 12cm
F .| | — | F
-10= 26-12=1d4cm
26-8=18em 26-10=16cm .

26cm 2Gcm Ly 26cm

Figura 3.2. Modelo geométrico.
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Modelo aritmético obtenido mediante diferencias de dreas. Este modelo (figura 3.3)
representa el procedimiento aritmético realizado para calcular el drea del cuadrado
inscrito que se genera para una cierta medida de la distancia AE, por ejemplo AE=2cm.
Para su contruccidn, el estudiante debe observar de forma geometrica que para cualquier
valor de la distancia AE, se generan siempre, dentro del cuadrado AECD, cuatro
tridngulos rectangulos congruentes; y que el drea del cuadrado inscrito EFGH se puede
obtener mediante la resta del drea de los cuatro tridangulos al drea del cuadrado mayor
ABCD, resultando:

2em A agn = = Agapep = b X h
b " 2%24
A upn = 2 Agapep = 26 X 26
48
—— A upn = 2 Agapep = 676
2™ Asapn = 24
- iy ADEFGH - 676 = 4[24]

ADEFGH = 676 - 96
ADEFGH — 58OC7712

Figura 3.3. Modelo aritmético obtenido mediante diferencias de areas.

Modelo aritmético obtenido mediante el teorema de Pitdgoras. Este modelo es una
variante del anterior, cuyo procedimiento aritmético se basa en el teorema de Pitagoras.
Para contruir dicho modelo el estudiante debe visualizar que la medida de los lados del
cuadrado EFGH son las hipotenusas de los tridngulos rectangulos congruentes, que se
forman dentro del cuadrado ABCD. El area del cuadrado EFGH, resulta calcularse con el
valor de la hipotenusa al cuadrado, por ejemplo:

2cm

c? = qa? + b2
c? =22+ (26 — 2)?
6em 2 = 22 4 242
c?=4+576
c? = 580cm?

26-2=24cm

Figura 3.4. Modelo aritmético obtenido mediante teorema de Pitagoras.
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Modelo aritmético obtenido por recomposicion de la figura (forma 1). Este modelo se

establece al recomponer la figura, de tal forma que se reubican los cuatro tridngulos

rectdngulos iguales. Se calcula aritméticamente el area del cuadrado inscrito como la

suma de las areas de cuadrados y rectangulos, por ejemplo:

2cm
—

-

26-2(2)

26(26-2(2))

2

26cm

Angren = 22 + 22 +26(26 — 2(2))
AE[EFGH - 4‘ + 4’ + 26(26 - 4‘)

ADEFGH = 4’ + 4’ + 26(22)
AUEFGH = 4 + 4 + 572

AE[EFGH = 580cm2

Figura 3.5. Modelo aritmético obtenido por recomposicion de la figura (forma 1).

Modelo aritmético obtenido por recomposicion de la figura (forma 2). Este modelo

aritmético es producto de otra recomposicién de la figura, que resulta de reubicar los

cuatro tridngulos rectangulos. El drea se calcula con la suma de las areas de cuadrados y

rectangulos. Por ejemplo:

26-2

2cm
—

(26-2)°

|z

26ecm

Apgpey = 2% + (26 — 2)?
Apgpey = 4+ (24)
ADEFGH == 4’ + 576

Al:l EFGH = 580cm2

Figura 3.6. Modelo aritmético obtenido por recomposicién de la figura (forma 2).

Matematizacion Vertical

Dentro de este tipo de matematizacién se ubican los modelos matematicos que tienen

mayor connotacién matematica. Durante este proceso el estudiante debe formalizar sus

construcciones y producciones hacia generalidades de contenido y método matematico

relativo a la funcidn cuadratica. Se esperan modelos como tabular, grafico, algebraico y su

forma desarrollada de la funcidn cuadratica. A continuacién se presentan dichos modelos

segun el nivel de comprensién al que corresponden.
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Nivel referencial

Los modelos ubicados en este nivel de comprension, se consideran como “modelos de” la
situacién cuadrados y dreas, en tanto estdn referidos a la variacion del area del cuadrado
inscrito que se genera al modificar la distancia AE; como permiten dar descripciones sobre
como y cudnto varian los valores de una variable con respecto a la otra. Los modelos
esperados en este nivel son:

Modelo tabular. Este modelo permite organizar o estructurar matematicamente, la
relacién de correspondencia entre los valores de la distancia AE y el area del cuadrado
inscrito que se genera. Con él los estudiantes pueden reconocer caracteristicas de la
variacion, como son: (1) el area tiene un valor minimo; (2) los valores del area primero
decrecen y luego crecen; (3) los valores del area se repiten y son simétricos con respecto
al area minima; (4) los valores que puede tomar la distancia AE estan delimitados por la
medida que tiene el lado del cuadrado circunscrito, que es de 26¢cm, por tanto AE varia en
el intervalo continuo de 0 a 26¢cmy; (5) las dreas mdximas del cuadrado inscrito se
obtienen cuando la longitud de la distancia AE es Ocm 0 2Z6ecm, pues el cuadrado inscrito
seria el mismo cuadrado que el circunscrito. Permite también, analizar cémo cambia la
variacion, se esperan conclusiones como que el cambio de segundo orden, es constante.
En la tabla 3.2, se muestra el modelo de tabla que se espera, asi como el calculo de las
diferencias, para la medicién del cambio y del cambio de segundo orden.

Longitud de Area del
la distancia  cuadrado EFGH
AE (cm) (cm?)
2 380 }- s00-580=-80
4 500 : - -64-(-80)=16
6 436 436-500=64 48-(-64)=16
3 188 |- 388-436=48 | )
. - 356.388=32 32 (48)16
10 356 : _ F  -16-(-32)=16
- 340-356=-16 -
12 340 j ~ F 0-(-16)=16
- 340-340=0 .
14 340 : I 16-0=16
N }- 356-340-16 .
16 356 | il } 32-16=16
N }- 388-356=32
18 388 : - 48-32=16
; |- 436-388=48 !
20 436 - F 64-48=16
- 500-436=64 :
22 500 ss0.s00-80 | 80-64=16
24 580 : e

Tabla 3.2. Modelo tabular.

Modelo grdfico. Este modelo organiza el proceso de variacién (ver figura 3.7), mediante
expresar su relacion de correspondencia univoca entre sus variables, como un conjunto de
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pares ordenados (x, f(x)) en un sistema de coordenadas cartesianas. Permite ademas,
analizar el comportamiento de los valores de la variaciéon del area. Se pueden realizar
conjeturas del tipo: (1) tiene un drea minima; (2) los valores del area primero decrecen y
luego crecen; (3) los valores del drea son simétricos con respecto al valor minimo; (4) la
variacion de la distancias AE esta delimitada por la medida que tiene el lado del cuadrado
circunscrito, que es de 26cm, por tanto AE varia de 0 a 26¢cm; (5) las dreas maximas del
cuadrado inscrito se obtienen cuando la longitud de la distancia AE es Ocm 0 2Z6cm, pues
el cuadrado inscrito seria el mismo cuadrado que el circunscrito y; (6) el area del cuadrado
inscrito puede tomar valores de 338 a 676cm?®.

Variacion del area del cuadrado inscrito

700
650
600
550
500
450
400
350
300
250
200
150
100

50

Area del cuadrado
{en centimetros cuadrados)

0 2 - 6 g8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28

Longitud de la distancia AE
(en centimetros)

Figura 3.7. Modelo grafico.
Nivel general

Los modelos en este nivel de comprensidn, deben presentar una focalizacién matematica
gue supera al contexto. Se espera que los modelos obtenidos en el nivel situacional se
generalicen mediante reflexiones y se concluya que son utilizables en conjuntos de
problemas, dando lugar a “modelos para” la resoluciéon de los mismos. Los modelos
ubicados en este nivel son:

Modelo algebraico obtenido mediante diferencias de dreas. Este modelo generaliza el
procedimiento aritmético obtenido por diferencias de areas, mediante una expresion
algebraica que da cuenta de la regla de correspondencia univoca entre las variables de la
variacion del drea de un cuadrado inscrito. Esta se construye al determinar, que para
cualquier valor de la distancia AE (denotado por la variable x), los cuatro triangulos que
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se forman dentro del cuadrado ABCD siempre son congruentes y que el area del cuadrado
inscrito EFGH (que representa f(x)) se puede obtener restando el drea de los cuatro
triangulos al area del cuadrado mayor ABCD, por ejemplo:

X

; i

\—\“\.

Flx) = 262 _ 4 [x ':Zﬁ—x}] 26-x

2 26cm

Figura 3.8. Modelo algebraico obtenido mediante diferencias de areas.

Modelo algebraico obtenido mediante teorema de Pitagoras. Este modelo se establece a
partir de generalizar y expresar el teorema de Pitdgoras en los términos del contexto de la
situacion. Reconociendo que el area del cuadrado inscrito EFGH (que representa f(x)) se
resume al calculo del valor de la hipotenusa al cuadrado. La distancia AE (denotada por la
variable x) es uno de los catetos del tridangulo y el otro cateto se puede expresar en
términos de los valores conocidos y de la distancia AE, asi como sigue:

2cm
- . (T.P): £2 = x* + (26— x)*
- — 7
Ag= x>+ (26 —x)*?
26-272dem £ 26em Si A0 se visualiza como una variable que
depende de “x”, entonces:

- A= f(x) ="+ (26— x)?

Figura 3.9. Modelo algebraico obtenido mediante teorema de Pitdgoras.

Modelo algebraico obtenido por recomposicion de la figura (forma 1). Este modelo
algebraico se establece mediante generalizar el procedimiento aritmético obtenido de
recomponer la figura (forma 1) que se esperd en el nivel situacional. El cual da cuenta de
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la regla de correspondencia univoca entre las variables area del cuadrado inscrito y
distancia AE. Por ejemplo:

x2

26-2x
Flx) =x% + 2% + 26(26 — 2x) 26(26-2x) sbom

Figura 3.10. Modelo algebraico obtenido por recomposiciéon de la figura (forma 1).

Modelo algebraico obtenido por recomposicion de la figura (forma 2). Este modelo
algebraico se construye al generalizar el procedimiento aritmético de la recomposicion de
la figura (forma 2). El cual da cuenta de la misma regla de correspondencia univoca entre
las variables del proceso de variacidn analizado, solo que con una expresién equivalente a
las demas. Por ejemplo:

26-X (26-x)? flx) =2 + (26— x)*
26cm

x2

Figura 3.11. Modelo algebraico obtenido por recomposicién de la figura (forma 2).

Nivel formal

El modelo esperado en este nivel de comprensién se asocia con los conceptos,
procedimientos y notacionales convencionales, de la funcién cuadratica. Su base es el uso
de conocimiento matematico formal.
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Modelo desarrollado de la funcién cuadrdtica. Este modelo (figura 3.12) se establece al
desarrollar cualquiera de los modelos algebraicos expuestos en el nivel general. Se espera
que si los estudiantes arriban a mas de un modelo algebraico, desarrollen procesos
algebraicos para comprobar que son expresiones equivalentes, luego de intentar
transformar cada una de las expresiones del modelo obtenido a la forma desarrollada o
polindmica de una funcién cuadratica f(x) = ax®+bx +¢_con este andlisis se espera
concluyan que los modelos propuestos expresan una funcién cuadratica, ademas de
mencionar de manera formal las caracteristicas de este tipo de funciones y su
caracterizacion.

flx) = 26% — 4@ Flx) = (\fm}:
26x —x?t flx) =x2+(26—x)?
=267 —4———
flx) 2 F(x) = x2 + 267 — 52x + x2

f(_-x:jl =26 —582x + 2x*= f(x} =2x2—-52x+ 676

flx) =2x2—52x+ 676

Fx) = %2+ %2+ 26(26 — 2x) Fx) = x2 + (26 — x)?
flx) =x%+x%+676— 52x Flx) = x2 + 262 — 52x + x2
flx) = 2x2— 52x+ 676 f(x) = 2x2— 52x+ 676

Figura 3.12. Modelos desarrollados de la funcién cuadratica.

3.7.2. Situacidn 2. La promocion del Video Club

Esta situacion parte de un contexto sobre la promocidn de un Video Club, para arribar a
modelos que organicen o estructuren matemdticamente la variacién de la recaudacién
mensual, que obtiene el duefio por el incremento que le hace a la cuota mensual que les
cobra a sus socios. Los modelos esperados se han dividido seguin su nivel de compresion, y
a la vez en los procesos de matematizacién: horizontal y vertical.
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Matematizacion Horizontal

En este tipo de matematizacidon se ubica un modelo que estructura matematicamente la
situacidn sobre la promocion del video club, como es el aritmético procedimental. Este
expresa las relaciones existentes entre los datos del contexto, como son las variables
recaudacidon mensual e incremento a la cuota.

Nivel situacional

El modelo matematico y las reflexiones ubicadas en este nivel, se caracterizan por dar una
interpretacion del proceso de variacion, mediante el uso de conocimiento matemadtico
informal ligado al contexto de promocion de un video club. Con él, se expresan las
relaciones y regularidades existentes entre los datos del contexto, que sirven para dar
soluciones particulares del problema. El modelo esperado en este nivel es:

Modelo aritmético procedimental. Este modelo permanece en el contexto de la situacién,
y organiza el procedimiento aritmético a realizar para el calculo del valor de la
recaudacion mensual cada que se considera hacer un incremento a la cuota. Para su
establecimiento, se debe reconocer que el valor de la recaudacién se obtiene mediante el
producto del costo de la cuota con la cantidad de personas que se asocian en ese mes.
Para ejemplificar este modelo se esquematizd el procedimiento esperado en los
estudiantes. Con el cual se pueden reconocer las relaciones y regularidades de las
variables identificadas, véase:

Incremento a Costo de la cuota Numero de Recaudacion
la cuota ($) mensual ($) socios mensual ($)

0 (79+0)= 179 (93-0)=93 (79)(93)= 7,347

1 (79+1)= 80 (93-1)=92 (80)(92)= 7,360

2 (79+2)=181 (93-2)=91 81)91)=17,371

3 (79+3)=82 (93-3)=90 (82)(90)= 7,380

4 (79+4)=83 (93-4)=189 (83)(89)= 7,387

5 (79+5)=84 (93-5)=88 (84)(88)= 7,392

6 (79+6)=85 (93-6)= 87 (85)(87)= 17,395

7 (79+7)= 86 (93-7)=86 (86)(86)=7,396

8 (79+8)=87 (93-8)= 85 (87)(85)=17,395

9 (79+9)= 88 (93-9)= 84 (88)(84)=7,392

10 (79+10)= 89 (93-10)= 83 (89)(83)= 7,387

11 (79+11)=90 (93-11)=82 (90)(82)= 7,380

12 (79+12)=91 (93-12)=81 91)(81)=7,371

13 (79+13)=92 (93-13)=80 (92)(80)= 7,360

14 (79+14)=93 (93-14)="79 (93)(79)= 7,347

Tabla 3.3. Modelo aritmético procedimental.
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Matematizacion vertical

Los modelos que se esperan en los estudiantes y que se ubican dentro de este tipo de
matematizacion son el tabular, geométrico, algebraico y su forma desarrollada de la
funcién cuadratica. Estos comparten la cualidad de tender hacia formalizaciones de
caracter matematico, a partir de las construcciones y producciones que los estudiantes
desarrollan respecto a la variacién de la recaudacidon mensual, que se obtiene por el
incremento a la cuota mensual de los socios. A continuacidn se presentan dichos modelos
segln el nivel de comprension al que corresponden.

Nivel referencial

Los modelos ubicados en este nivel de comprensién, se consideran como “modelos de” la
situacion promocion de un video club, en tanto estdn referidos a la variacidon de la
recaudacidn mensual que se obtiene por el incremento que se le hace a la cuota de los
socios, como permiten dar descripciones sobre como se comportan sus valores de las
variables. Los modelos esperados en este nivel son:

Modelo tabular. Este modelo organiza la relacién de correspondencia entre los valores del
incremento a la cuota y la recaudacién mensual. Permite reconocer caracteristicas de la
variacion, como: (1) los valores de la recaudacion mensual para ciertos incrementos de la
cuota crece y para otros decrece; (2) tiene una recaudacién mensual maxima que se
obtiene cuando se le incrementa %7 al costo de la cuota mensual; (3) los valores de la
recaudacion mensual son simétricos con respecto a la recaudacién mdxima; (4) la
recaudacién mensual se hace cero cuando se le incrementa a la cuota $93 y; (5) los
valores que puede tomar el incremento que se le hace a la cuota y que tienen sentido
para la situacién, son valores de 0 a 93 pesos, considerando solo los nimeros enteros de
ese conjunto de valores. Admite también, analizar cdmo cambia la variacién, se esperan
conjeturas como que las segundas diferencias (medicidon del cambio de los cambios) son
constantes. En la tabla 3.4, se muestra el modelo esperado, asi como se ha resaltado el
calculo de las diferencias que permiten la medicién del cambio y del cambio de segundo
orden.
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Incremento a Costo delacuota Cantidad de Recaudacion

la cuota ($) mensual ($) socios mensual ($)
0 79 93 7347 | 7360-7347=13
! 80 92 7360 1 7371-7360=11 11-13=-2
2 81 91 7371 1 7380-7371=9 9-11=2
3 82 90 7380 | 7387-7380=7 7-9=2
4 83 89 7387 1 7392-7387=5 >/=2
5 84 88 7392} 7395-7392=3 3-5=-2
6 85 87 7395 }  7396-7395=1 1-3=-2
7 86 86 7396 1 7395-7396=-1 -1-1=-2
8 87 85 7395 7392-7395=-3 -3-(-1)=-2
9 88 84 7392 7387-7392=-5 -5-(-3)=-2
10 89 83 7387 7380-7387=-7 -7-(-5)=-2
11 90 82 7380 7371-7380=-9 9-(-7)=-2
12 91 81 7371 } 7360-7371=11 . 11:(9)=2
13 92 80 7360 } 7347-7360=13 | "13-(11)=2
14 93 79 7347

Tabla 3.4. Modelo tabular.

Modelo grdfico. Este modelo organiza la variacién de la recaudacién mensual cada que se
incrementa la cuota mensual, y da cuenta de la relacidon de correspondencia univoca de
dicho proceso de variacion, como un conjunto de pares ordenados (x,f(x)) en un
sistema de coordenadas cartesianas. Este modelo permite establecer las siguientes
conjeturas sobre el comportamiento de los valores de la variacion: (1) los valores de la
recaudacidon mensual para ciertos incrementos de la cuota crece y para otros decrece; (2)
la recaudacién mensual tiene un valor maximo que se obtiene cuando se le incrementa
%7 al costo de la cuota mensual; (3) los valores de la recaudacién mensual son simétricos
con respecto a la recaudacidon maxima; (4) la recaudacidon mensual se hace cero cuando se
le incrementa a la cuota $93; (5) los valores que puede tomar el incremento a la cuota y
gue tienen sentido para la situacién, son valores de 0 a 93 pesos, considerando solo los
numeros enteros de ese conjunto de valores y; (6) la recaudacién mensual toma valores
discretos de 0 a 7396 pesos. La figura 3.13 ejemplifica este modelo con dos graficas. La
Grafica A representa el comportamiento de los valores de recaudacién mensual para el
intervalo de valores de incremento de 0 a 14 pesos. La Grafica B representa el
comportamiento de los valores de recaudacion, en el intervalo donde tiene sentido
practico.
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Figura 3.13. Modelos graficos.

Nivel general

Los modelos en este nivel de comprensién, deben presentar una focalizacion matematica
gue supera al contexto. Se espera que los modelos obtenidos en los niveles anteriores se
generalicen mediante reflexiones y se concluya que son utilizables en conjuntos de
problemas, dando lugar a “modelos para” la resolucién de los mismos. El modelo ubicado
en este nivel es:

Modelo algebraico. Este modelo se caracteriza por dar cuenta de la regla de
correspondencia de la variacién analizada en términos de una expresion algebraica. Esta
expresion resulta de generalizar el procedimiento aritmético realizado en el nivel
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situacional, donde el valor del incremento a la cuota es denotado por la variable x y el
valor de la recaudacion mensual se representa por f(x), véase el ejemplo:

f(x)=(79 +x)(93 — x)
Figura 3.14. Modelo algebraico.

Este modelo algebraico, debido a su generalidad, permite que los estudiantes identifiquen
que puede ser usado para un conjunto de problemas que tenga las mismas caracteristicas
entre sus valores; o que representa un tipo de modelo (Villa-Ochoa, 2008) para
cuadraticas encontradas a partir del producto de dos lineales.

Nivel formal

El modelo esperado en este nivel de comprensién se asocia a la expresion polindmica o
desarrollada de la funcién cuadratica. Para obtenerla el estudiante debe hacer uso de
procedimiento algebraico y notacién convencional.

Modelo desarrollado de la funcion cuadrdtica. Para arribar al modelo (figura 3.15), se
tienen que desarrollar procesos algebraicos sobre el modelo del nivel anterior. Con base
en el procedimiento realizado (obtencién a la forma general de una funcién cuadratica
f(x) =If"”"‘*’z"‘E’”‘f‘ﬂ’), se espera que los estudiantes reconozcan que dicho modelo
expresa una funcién cuadratica, asi como que resalten sus caracteristicas.

flx)=(79+x)(93 — x)
Flx) =7347 — 79x + 93x — x*

flx) = —x* + 14x+ 7347

Figura 3.15. Modelo desarrollado de la funcién cuadratica.

3.8. Puesta en escena

Las situaciones (S1, S2) se implementaron con la poblacién de estudio, en un total de seis
sesiones de aproximadamente 40 minutos cada una. La tabla 3.5 muestra la distribucion
de las mismas de acuerdo a cada situacién.
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S1 4
S2 2
Tabla 3.5. Distribucion de las sesiones por situacion.

S1 demandd mads sesiones, debido a que los estudiantes no estaban acostumbrados a este
tipo de dinamica en el aula escolar. Ademas, que exigid mds para su comprension y su
desarrollo, pues presentaba varias vias de solucion, no tan inmediatas como las de S2.

La actividad matematica de los estudiantes, fue guiada por el investigador, fungiendo el
papel del profesor (P). La puesta en escena de las situaciones se desarrollé tal como se
habia disefiado (ver apartado 3.6 de este documento). Se constituyeron cinco equipos de
tres integrantes. La tabla 3.6 muestra cémo se conformaron y se subrayé ademas al
integrante (A) que asumid el rol de lider en cada equipo (E).

El Al, A2y A3
E2 A4, A5y A6
E3 A7, A8y A9
E4 A10, A1ly A12
E5 A13, Al4y Al5

Tabla 3.6. Conformacién de los equipos participantes en el estudio.

Una cualidad a resaltar de la actividad matematica desarrollada, es que se dié en dos
momentos de interaccidén, uno en equipo y otro grupal. Se distingue que a nivel de equipo
la solucidn de la situacidn, la construccion de modelos y la comprensién de la funcién
cuadratica, no fue uniforme. Sin embargo, los momentos de interaccién grupal
demandaron que todos los equipos compartieran sus estrategias y reflexionaran sobre las
mismas, dando paso a una cierta uniformidad en el quehacer de los estudiantes y un
impulso a alcanzar niveles mas altos de comprension (o de formalizacién) de los modelos.
Dichos momentos de interaccién, se desarrollaron como un ciclo, los cuales organizd y
guio el profesor.

3.8.1. Limitaciones

Las limitaciones presentes en la puesta en escena, son el tipo de dindmica de trabajo en el
aula y el tiempo que se dispuso en las sesiones de aplicacidn.
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El tipo de dindmica de trabajo en el aula, constituyd al inicio de la aplicacidn una limitante,
debido a que los estudiantes mostraron cierta resistencia: a) en interpretar y resolver S1,
pues mencionaban que no les decia cdmo hacerlo, y; b) en pasar a compartir sus ideas y
estrategias con el grupo, ello porque pensaban que el profesor les cuestionaria lo bien o
mal de su procedimiento o estrategia. Sin embargo, cuando observaron que de manera
conjunta con los demas equipos, se discutia y se reflexionaba hacia el mejoramiento de
sus procedimientos, estrategias y soluciones, los cinco equipos trabajaron y participaron
de manera constante en las demas sesiones de la aplicacion.

El tiempo que se dispuso para el desarrollo de las situaciones, representé una limitante
para el proceso de trabajo en equipo y en la discusion grupal, pues muchas veces el
tiempo dié justo para dar conclusiones muy breves. Entre los aspectos que faltaron
discutir con los estudiantes por cada situacion fueron:

S1. En el cierre de la situacidn, toda vez retomadas las caracteristicas y los modelos
gue representaban una funcién cuadrdtica, falté el consenso y la escritura en el
pizarrén de la caracterizacion de dicha funcién. Es decir:

Funcidén cuadrdtica. Relacion univoca entre dos magnitudes variables cuyo
cambio de segundo orden (o cuya seqgunda tasa de variacion), es una constante.

$2. En la seccién de interaccidén con el grupo, cuando se discutio sobre los valores
gue puede tomar la variable incremento a la cuota, faltd discutir si los valores que
los estudiantes consideraron de 0 a 93 (dominio de la funcién), eran continuos o
discretos. Faltd cuestionarlos sobre si la variable incremento a la cuota es continua
o discreta.

3.8.2. Datos obtenidos

Las producciones escritas, los episodios de interaccién (video grabaciones) y los diarios de
clase son los datos obtenidos en la investigacién; y permitieron dar evidencia de los
desempeiios de los estudiantes alcanzados en S1y S2.

En el analisis de los datos interesd identificar los modelos matemdticos y las reflexiones
gue los estudiantes construyeron y consensuaron a nivel grupal —ello sin abandonar al
equipo que lo puso en discusion ante el grupo— durante su proceso de matematizacion
desarrollado al modelar las situaciones de variacidon con contexto realista en el marco de
la funcion cuadratica. La decisiéon se tomd por la manera en cédmo se llevé a cabo la
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actividad matematica en el aula y por los desempefios logrados por los estudiantes en S1y
S2.

Los modelos matemdticos se reconocieron por ser representaciones de las situaciones
problema que reflejan necesariamente aspectos fundamentales de conceptos y
estructuras matematicas relevantes para la situacién problema (Heuvel-Panhuizen, 2003,
p. 13). Las reflexiones se manifestaron por medio de descripciones, explicaciones o
conclusiones (o sintesis), tanto verbales como escritas, en los momentos de interacciéon
desarrollados tanto a nivel de equipo, como grupal (en plenarias).

é¢Como se analizaron los datos obtenidos?

Se analizaron en contraste con los principios fundamentales de la EMR y con los modelos
matematicos y reflexiones anticipadas y descritas en el analisis preliminar.

Para su presentacion, los resultados del analisis de los datos se organizaron en los niveles
de compresién: situacional, referencial, general y formal. Dado que estos niveles
posibilitan evidenciar los procesos globales de los estudiantes respecto al aprendizaje de
la funcidon cuadrdtica. Ademdas que, dan cuenta de las formas horizontal y vertical del
proceso de matematizacion, las cuales se retoman en la discusion de los resultados.

En el andlisis y organizacion de los resultados, se reconocié que los niveles son dindmicos
y no jerarquicos, por lo que en el desarrollo de la actividad matematica, los estudiantes se
ubicaron en mas de uno a la vez. De ahi que la evidencia no se considera, ni se presenta de
manera lineal a lo largo de los niveles.



Capitulo 4

Caracterizacion de los

Niveles de Comprension




Capitulo 4. Caracterizacion de los Niveles de Comprensién

4.1. Niveles de compresidn en Situacion 1

El contexto de S1 es el area de cuadrados. En ella se ubicé a los estudiantes a analizar (de
manera geométrica) la variacién del area del cuadrado inscrito EFGH en el circunscrito ABCD,
mientras se modifica la longitud de la distancia AE, y con base en ello determinar el modelo
matematico que describe esa variacién. La Figura 4.1 muestra la construccidon geométrica
presentada a los estudiantes en S1, los cuestionamientos en ese contexto, pueden verse en
el Capitulo 3 de este documento.

A_E B
F
26cm
H
D G ¢

Figura 4.1. Construccion presentada a los estudiantes en S1

A continuacién se presenta la caracterizacién de los niveles de comprension de modelo que
alcanzaron los estudiantes de bachillerato al modelar S1.

4.1.1. Nivel situacional

Con base en la forma de proceder de los estudiantes, en este nivel se distinguen dos saberes
matematicos informales, el Teorema de Pitagoras (TP) y la Diferencia de Areas (DA). El
primero, se asocio a la forma en que procedieron E1, E3, E4 y E5. El segundo, tipo de saber a
la de E2.

En seguida se describe por tipo de conocimiento el nivel.
a) Nivel situacional en el marco del TP

El TP fue usado como un conocimiento informal a partir de que los estudiantes reconocieron
geométricamente (figura 4.2), que para determinar el area del cuadrado inscrito se requiere
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saber cuanto miden sus lados. Asimismo, que no es posible determinar esa medida de
manera directa con los datos iniciales. Por ello, se ubicaron a trabajar sobre uno de los
triangulos rectangulos adyacentes que se forman con los lados de ambos cuadrados, pues
identifican que son congruentes, ello, porque saben que la medida de uno de los catetos es
igual al valor de la distancia AE, y el otro, se determina como la diferencia entre la medida del
lado del cuadrado circunscrito con la medida de la distancia AE.

i

=

e ,l:'.“'l"r'llrn B

___________-_-_-_-_-_-___'_‘—-—F
J?Lcm/

B

2Ecm

) S

b ZHem G C

Figura 4.2. E4 determina las medidas de los catetos de los tridngulos rectangulos adyacentes.

éPor qué se ubicaron a trabajar en primera instancia sobre uno de los triangulos
rectangulos?

Porque se dieron cuenta que los lados del cuadrado inscrito son a la vez la hipotenusa de los
cuatro tridangulos rectangulos. De modo que el problema de la medida de los lados de EFGH,
lo reducen a determinar la hipotenusa, mediante el TP (c* = a® +b?). La figura 4.3
evidencia esta forma de proceder, la cual repiten cada vez que determinan el area de los
cuadrados inscritos que van generando al variar la medida de la distancia AE. En ella se
observa que E3 por ejemplo, determina la medida de la hipotenusa del triangulo rectangulo
AEH cuando AE mide 2cm y 6cm, y a partir de ello la medida del 4rea de los cuadrados. El
establecimiento de estas medidas de AE (figura 4.3) fue producto de los cuestionamientos
de S1.
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Figura 4.3. Formas de proceder por E3 mediante TP.

A partir de las reflexiones que los estudiantes hacen ante esta forma de proceder en

diferentes momentos de su actividad matematica, identifican que el cdlculo del area de los

cuadrados inscritos que van generando como producto del incremento o la disminucién de la

longitud de la distancia AE, se reduce a elevar al cuadrado la medida de la hipotenusa,

obtenida mediante TP. Algunos identifican esta relaciéon durante la actividad en equipo,

como es el caso de E4, otros, durante la actividad grupal. La figura 4.4 muestra la explicacion

escrita del procedimiento realizado por E4, que da cuenta de que identificé esta relacion.
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Figura 4.4. E4 relaciona hipotenusa al cuadrado con la férmula del drea.

En el caso de la reflexién grupal en la que se reconocid la relacién arriba sefialada, surgio

mientras el profesor, A5 (E2) y A2 (E1) discutian sobre la forma en que procedieron para

determinar el drea del cuadrado inscrito, que se generé cuando AE = 13cm. Discusidn que

se dio al momento en que A2 explicd en la pizarra, como en equipo determinaron la medida

del drea del cuadrado EFGH (figura 4.5). Parte de esta discusion se muestra en los renglones

68 a 79, transcripcién de la video grabacion correspondiente.
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Figura 4.5. Proceder E1 para determinar la medida del drea de EFGH cuando AE = 13cm.

[...]
[68]

[69]

[70]

[71]
[72]

[73]
[74]
[75]

[76]
[77]

[78]

[79]
[.]

A2 (E1): (..) para saber cudnto vale la hipotenusa... tenemos que sacar
raiz cuadrada... que raiz cuadrada de 338... (Cudnto es? (le
pregunta a su equipo)

A3 (E1): 18.78

A2 (E1): 18.78 (lo escribe en la pizarra)... y pues este resultado se
multiplica... no mds aplicando la formula.

P: ¢Ahora vas a calcular el drea del cuadrado inscrito?

A2 (E1): Si.. drea (@) es igual a lado (1) por lado (1)... que viene siendo...
18.38 por 18.38... (cudnto es? (pregunta a sus comparieros)

A3 (E1): 337.82

A2 (E1): Que esigual a 337.82cm?

P: Qué es muy cercano a 338cm?.. de hecho ahi estdn platicando
algo de los decimales (sefiala a E2)

A2 (E1): iSil...de los decimales

P: Ustedes dicen... que el valor de la hipotenusa al cuadrado es la
medida del drea del cuadrado inscrito... ¢ Por qué?

A2 (E1): Porque segun ahi... es la hipotenusa al cuadrado (resalta el valor

de la hipotenusa al cuadrado cuando es 338cm?y Jo sefiala en
la pizarra)... y segun la hipotenusa viene siendo un lado del

cuadrado inscrito... y el drea es lado por lado.
P: Esoes correcto (...)
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En el episodio de la discusidn grupal (renglon 78), A2 destaca la relacién entre la hipotenusa
con el lado del cuadrado, y que ésta, elevada al cuadrado es la medida del area.

A continuacién se presentan formas de proceder y reflexiones registradas durante la
actividad matemadtica en diferentes momentos (equipo y grupal), ubicados en este mismo
nivel, pero ahora en el marco de DA.

b) Nivel situacional en el marco de DA

La DA fue usada como un conocimiento informal en E2 al momento en que reconocieron
geométricamente, que el drea del cuadrado inscrito puede determinarse mediante la
diferencia entre la medida del area del cuadrado circunscrito y de los cuatros tridangulos
rectangulos adyacentes, de los que ademas identifican que son congruentes. Calculan el drea

del cuadrado ABCD, mediante la férmula [ x I, ya que conocen la medida de sus lados. En el
bxh

-
s

caso de los tridngulos rectangulos también, con la formula —, pues reconocen a la distancia

AE como la medida de uno de sus lados, y que la medida del otro, pueden obtenerla
mediante la diferencia entre la medida del lado del cuadrado circunscrito con la de AE.

La seccidn 1 indicada sobre las producciones escritas de este equipo (figura 4.6), muestra la
explicacion del procedimiento que llevaron a cabo para determinar el area del cuadrado
inscrito (mediante diferencia de areas). La seccidn 2 por su parte, evidencia que pusieron en
uso el conocimiento informal explicado en 1, apoyandose en todo momento de la figura
dada. Este proceder fue producto del cuestionamiento planteado en S1, que demanda
determinar el drea del cuadrado inscrito cuando AE = 2,

I__________ Z
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Figura 4.6. Proceder del E2 en la S1.

Esta forma de proceder usando DA la repitieron cada vez que determinaban el area de los
cuadrados inscritos, generados de incrementar o bien disminuir la medida de la distancia AE.
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¢Qué varia en el contexto de la situacion?

Independientemente de la forma por la que determinan el area del cuadrado inscrito (TP o
DA) que generan bajo cierta medida de la distancia AE, en ese proceso, los estudiantes
reconocen a ambos como magnitudes variables. Asimismo, su relacién de dependencia, esto
es, de que varia el area del cuadrado inscrito EFGH mientras se modifica la distancia AE. Y
también, el intervalo de variacién de la distancia AE.

En la discusién grupal, surgieron explicaciones y argumentos acerca del qué varia y del
intervalo de variaciéon. Discusion generada en el marco de uno de los cuestionamientos de
S1, que situd a los estudiantes a determinar distancias AE con las que es posible generar
cuadrados inscritos al cuadrado ABCD, cuya area sea menor que 580cm?. Con base en su
analisis en equipo, concluyen que los valores que puede tomar la distancia AE deben ser
mayores que 2 pero menores que 24 centimetros (Véase renglén 104). Parte de esta
discusion se did entre el profesor e integrantes de E1, E2 Y E4 (renglones 95 a 107).

[..]

[95] P: Enla cuestion 2... se solicita que determinen otros cuadrados
cuya drea sea menor que 580cm?... el cual se genera cuando la
longitud de AE es 2... ¢ Quién nos comenta lo que hizo su equipo
ante dicho cuestionamiento?

[96]  A12(E4): Yo... bueno nosotros usamos AE igual a 4...entonces se genera
un cuadrado inscrito con un drea de 500... el drea es menor que
580...

[97] P: ¢Serd que el unico cuadrado menor que se pueda generar es
cuando la longitud de AE mide 4cm, tal como ejemplifico el
equipo cuatro?

[98] A2 (E1): No... porque también se cumple cuando AE es 6

[..]

[104] A4 (E2): (..) tiene que ser para medidas de AE mayor a 2... pero menor
que 24

[105] P: jAhl..de2a 24... éPor qué?... (Qué sucede con 25?

[106] A3 (E1): Excede la medida del drea del cuadrado... los 580
[107] A4 (E2): Queda un drea mayor que 580

[.]

De manera similar, se discutié grupalmente para qué valores de AE era posible generar
cuadrados inscritos de drea mayor a 580cm?. Con base en la reflexién generada en equipo
argumentan que para valores desde 0 hasta antes de 2 centimetros, o bien mayores que 24
pero menores que 26 centimetros.
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Estas explicaciones y argumentos dieron cuenta de la claridad que hay en los estudiantes
sobre la existencia de un intervalo de valores (de 0 a 26 centimetros) que puede tomar la
distancia AE, con el cual es posible generar cuadrados inscritos en el cuadrado ABCD. Este
ultimo aspecto, se discutié de manera explicita por el Profesor e integrantes de E1 y E2 en los
renglones 126 a 137, donde se concluyé que el intervalo para los valores de AE es de 0 a 26
centimetros.

[..]

[126] P: (..) éCudl seria un intervalo de valores que puede tomar AE para
que genere cuadrados inscritos a ABCD?... ¢ De cudnto a cuanto
puede valer AE?

[127] A2 (E1): De1a26.

[128] A5 (E2):  Porque no de 0 a 26.

[129] P: Vamos a ver... si AE es 0... ¢Cudl seria el drea del cuadrado que
genere?

[130] A2 (E1): 676

[131] P: ¢Por qué?

[132] A2 (E1): Porque estd generando el mismo cuadrado que ABCD

[133] P: Y siAE mide 26.

[134] A4 (E2): Igual... seria el mismo cuadrado (refiriéndose al cuadrado ABCD)

[135] P: Igual... entonces 0 y 26 como que serian las medidas que limitan
a AE.

[136] A2 (E1): Entonces AE seria de 0 a 26.

[137] P: Exacto... ya de ahi AE puede ir variando dentro de esos valores
de0a26({..)

[..]

Estas fueron maneras de organizar la situacion y se asocian al nivel situacional, pues estan
referidas al contexto de dreas del cuadrado.

Modelos en el nivel situacional

Las producciones y reflexiones dan cuenta que los estudiantes reconocen el qué varia en la
situacion, pues identifican:

a) Las magnitudes variables de interés: La medida de la distancia AE y la medida del
area del cuadrado inscrito.

b) La relacion de dependencia entre dichas magnitudes: Que la medida del area del
cuadrado varia mientras se modifica la medida de la longitud AE.
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c) El intervalo de variacion de la variable longitud de AE: Que la longitud AE puede
tomar valores con sentido para la situacién de 0 a 26cm, pues genera cuadrados
inscritos EFGH al cuadrado ABCD.

Estos elementos, representan en los estudiantes, la base para el aprendizaje de la funcién
cuadratica a partir del estudio (Dolores, 2013) de proceso de variacion.

En este nivel de compresidn, los estudiantes reconocen el proceso de variacién implicado en
S1 mientras analizan la medida de las areas de los cuadrados inscritos que generan al variar
(de manera geométrica) la medida de la distancia AE. Para determinar la medida de esas
areas, los estudiantes pusieron en juego conocimiento matematico informal, sustentado en
TP y DA, pues son los conocimientos que les permitieron establecer relaciones con los datos
(conocidos y desconocidos) de la situacién mediante analizar las regularidades del contexto,
es por ello que rigieron su hacer matematico.

De manera general, entre las producciones de los estudiantes asociadas ya sea a TP o DA, se
identifican tres modelos, uno geométrico (modelo 1.1) y dos aritméticos (modelo 1.2 y 1.3).
El geométrico se caracteriza por permanecer dentro del contexto geométrico (tal como fue
expuesta la situacion) y seguir expresando la variacién del area del cuadrado inscrito cada
gue se modifica la distancia AE. Los aritméticos se caracterizan por el uso de notacidn
matematica y procedimiento aritmético para expresar los calculos realizados para
determinar la medida del area del cuadrado EFGH para ciertas medidas de la distancia AE, ya
sea por TP o DA.
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Modelo 1.1. Geométrico.
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Modelo 1.3. Aritmético obtenido mediante DA.
Modelo 1.2. Aritmético obtenido mediante TP.

Es de resaltar que es la naturaleza del contexto de S1, la que motivd al estudiante a construir
en primera instancia modelos geométricos que organizaron la variacidon y que permitieron
establecer relaciones y regularidades entre los datos (conocidos y desconocidos) de manera
visual, y a partir de ello se vieron en la necesidad de cuantificar y hacer uso de lo aritmético.
Por lo que se mird en la actividad matematica de los estudiantes que los modelos geométrico
y aritmético son complementarios.

4.1.2. Nivel referencial

En este nivel los estudiantes centran su atencion en el comportamiento del proceso de
variacion de S1. El comportamiento que estudian se concentrd, en el cdmo y cuanto varia la
medida del drea del cuadrado inscrito que se genera cada que se modifica la longitud de la
distancia AE.

¢COomo varia eso que varia en el contexto de la situacion?

El andlisis del como varia, estd asociado a la simetria de los valores que toma el area del
cuadrado inscrito EFGH, a que hay un area minima, a su disminucién y aumento de los
valores que toma el drea, a que los valores de la variacidn es representada graficamente por
una parabola y a la continuidad de los valores que toma la distancia AE.

a) Los valores que toma el area del cuadrado inscrito EFGH son simétricos

Los estudiantes identificaron la existencia de parejas de valores de medidas de la distancia AE
para los cuales se cumple que la medida del area de los cuadrados inscritos que se generan,
es igual. Esta caracteristica se identificd durante la actividad en equipo y fue producto de dos
cuestionamientos planteados en S1.
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El primer cuestionamiento demandé determinar cuadrados inscritos al cuadrado ABCD cuya
area sea igual a 580cm* (4rea del cuadrado que se genera cuando AE = 2cm). Los
estudiantes expresaron de manera escrita que para obtener un cuadrado con darea igual al
que se genera con AE = 2cm, bastaba con “invertirlo en sentido opuesto” en ABCD,
tomando AE la medida de 24cm. La figura 4.7 permite analizar esta forma de proceder,
mediante la descripcidén y el procedimiento que E2 hizo ante dicho cuestionamiento. Se
infiere por parte del investigador que la expresidon “invertirlo en sentido opuesto” hace
alusion a la propiedad matematica de reflexion®> de un objeto con respecto a otro, en este
caso particular al cuadrado que se genera cuando el vértice E se encuentra a 2cm del vértice
Ay éste se refleja con respecto a la recta que une los puntos medios de AB Y CD.
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Figura 4.7. Documento en el que E2 determina un cuadrado con igual area
que el generado cuando AE = 2cm.

El segundo cuestionamiento se planted en un sentido mas general que el anterior, pues
solicitaba determinar cuadrados inscritos al cuadrado ABCD cuyas areas sean iguales. Los
estudiantes retomaron la idea de “invertir los cuadrados en ABCD”. También se dieron
cuenta que las parejas de medidas de AE que resultan generar cuadrados inscritos con igual
area, suman 2Zacm. En la figura 4.8 se muestra que uno de los equipos (E4) identificé esta
caracteristica para tres parejas de medidas de la distancia AE (indicadas con 1, 2, 3 en la
figura 4.8). Mientras, que en la figura 4.9 se evidencia como otros equipos (E2) dieron
explicaciones escritas en lenguaje comun del procedimiento realizado por ellos.

5> Reflexidn: es la imagen espejo de una figura que se “gira” sobre un eje (Rosario, 2011).
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Figura 4.8. Proceder de E4 sobre las parejas de medidas de AE que cumplen con
Tener la misma medida de area de los cuadrados inscritos que generan.
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Figura 4.9. Explicacién de E2 sobre las parejas de medidas de AE
gue cumplen con tener la misma medida de area de sus cuadrados inscritos.

b) Area minima del cuadrado inscrito en ABCD

En esta misma fase de analisis, los estudiantes identificaron que cuando AE = 13cm (punto
medio del segmento AB) se genera un Unico cuadrado inscrito con area igual a 338cm?, y es
el que tiene drea minima de entre todos los que se pueden generar de ese tipo. La figura 4.10
muestra como uno de los equipos (E4) explicé que en AE = 13cm se genera un cuadrado
inscrito con area minima, como respuesta a la cuestidon planteada en S1 relacionada con la
determinacién de cuanto debe medir la distancia AE para generar la minima 4rea de un

cuadrado inscrito en ABCD.
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Figura 4.10. Explicacién de E4 sobre el area minima del cuadrado inscrito.
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Otro de los equipos (E5) usé como herramienta una tabla (figura 4.11) para evidenciar que el
area del cuadrado inscrito tiene un valor minimo. A15 (E5) justific6 de manera verbal el uso
de dicha herramienta, explicdé que habia identificado que las medidas de las areas de los
cuadrados se repiten luego de que AE es igual a 13cm, entonces bastaba mostrar las
medidas de las dreas de los cuadrados que corresponden a los valores de AE de 1cm hasta
13cm, para comparar y evidenciar el valor minimo del area.

8. (Cual cs el cuadrado de area minima que sc puede inscribir en ¢l cuadrado ABCD?
éCuén}o m?de sudistanciade AaE?  N¢ = \’g( v -E'— %’))C(\)(; 1

L————————_

Figura 4.11. Tabla y descripciones del E5 sobre la minima darea.

La tabla evidencid la relacidén de correspondencia univoca entre los valores de la distancia de
AE y del drea del cuadrado inscrito que se generaba en ABCD.

¢) Disminuciéon y aumento de los valores que toma el drea del cuadrado inscrito en
ABCD

En razéon de que Unicamente E5 se apoyd de una tabla para explicar cuando la medida del
area del cuadrado inscrito es minima, es que se le pidid que compartiera su explicacién con el
grupo y la presentara en la pizarra. El profesor provocd que los estudiantes analizaran qué
sucedia con la medida del area cuando AE toma valores de 14 en adelante. A5 (E2) en
conjunto con el grupo, completd la tabla de E5 para medidas del area del cuadrado inscrito
cuando la distancia AE toma valores de 14cm a 26cm., En ese proceso distinguen que para los
valores de la distancia AE de Ocm a 12cm, la medida del area del cuadrado objeto de estudio
gue generan disminuyen, y para los valores de 14cm a 26cm de la distancia AE, la medida del
area de ese cuadrado aumenta (figura 4.12). Parte de esta discusidn, se evidencia en los
renglones 225 a 237, en donde A2, A5, A3 y el profesor describen y argumentan sobre el
comportamiento de los valores que toma el area del cuadrado inscrito mientras la distancia
AE se modifica.
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Figura 4.12. Tabla de valores de la distancia AE y del area del cuadrado inscrito EFGH.

[..]

[227] P: “.. Ahora si nosotros miramos los valores de aqui en adelante
(sefiala en la pizarra los valores de drea que corresponden de AE
igual Ocm a 12cm, de arriba hacia abajo)... ¢ qué estd pasando
con los valores de 676 a 340?...”

[228] A2 (E1): Estdn descendiendo

[229] P: ¢Estdn descendiendo?

[230] A5 (E2): Si...estdn decreciendo

[231] A2 (E1): Decayendo ...

[232] A5 (E2): Bajando... disminuyendo

(el profesor escribe en la pizarra que los valores decrecen o disminuyen, figura
4.12 indicado con 1)

[233] P: ¢Ahora qué pasa con los valores de 340 a 3767

[234] A5 (E1): Suben

[235] A3 (E1): Aumentan

[236] A5 (E2):  Van creciendo

(el profesor escribe en la pizarra que los valores aumentan o crecen, figura 4.12,
indicado con 2)

[237] P: Entonces, si vemos los valores del drea de primero decrecen,

llegan a | valor minimo y luego aumentan {(...)

[.]
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En este episodio de discusién grupal, el profesor (P) cuestiona a los estudiantes sobre el
comportamiento de los valores del drea del cuadrado inscrito, cuando AE toma valores de
Ocm a 12cm (renglon 227), A2 y A5 atribuyen calificativos a dicho comportamiento
(renglones 228 a 232) como que estan descendiendo, decreciendo, decayendo, etc. Luego el
profesor (P) cuestiona sobre el comportamiento de los valores del area, pero ahora para los
valores de AE de 14cm a 26cm, A2, A5 y A3 califican que dicho comportamiento de los
valores del area sube, aumenta, crece.

d) La variacion puede ser representada por una Parabola

Con base en la discusion que se dio a nivel grupal sobre la disminucién o aumento de la
medida del area del cuadrado inscrito a partir de la medida de la distancia AE, los estudiantes
asociaron ese comportamiento de la variacién, con una pardbola, en forma de “U”. En los
renglones 237 a 244 se muestra el episodio de la discusién grupal, sobre como los
estudiantes describen la forma de la parabola que representa la variacién analizada, asi como
el tipo de variacién matemadtica que asocian a dicha representacion.

[..]

[237] P: Entonces si vemos los valores del drea de primero decrecen,
llegan al valor minimo y luego aumentan...pero dicen que se
repiten... écomo se le llama a eso?...

[238] A2 (E1): Reflexidn

[239] P: ¢éAlgun otro nombre?...
[240] A5 (E2): jUna pardbola!
[241] P: ¢Una pardbola?... iComo seria la pardbola?

[242] A2 (E1): Asi(Con una de sus manos, traza en el aire una U para
representar a una pardbola que abre hacia arriba)
[243] A5(E2): Esuna “U”
[244] A2 (E1): iPoreso!
[..]

En el episodio, es A5 (rengldn 240) quien en primera instancia, asocia la variacién analizada

con una pardbola, producto del conocimiento que posee, puesto que en sus cursos de
geometria analitica la estudié como lugar geométrico. Tanto él como su companero A2 se
refieren a la pardbola en términos de una “U”, este ultimo la trazé en el aire con su mano
(renglones 242 a 243). A solicitud del profesor (renglén 245), ambos realizaron la grafica de la
parabola en la pizarra (figura 4.13), para ello se apoyaron de los datos de la tabla (figura
4.12).
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[245] P: “iAverl... pasen a mostrarnos de qué forma seria... (Pasaron en
el pizarrdn A2 y A5 e hicieron la grdfica apoydndose de los
valores de la tabla, mientras tanto se continud con la
discusion)...”

-
e
cEorema de Dios el @\,Ohi

—ez

Figura 4.13. Gréfica de la variacién analizada, construido por A2 (E1) y A5 (E2).

El profesor en tanto, enfocé un andlisis sobre la representacién grafica de la pizarra (renglén
247). Todos se refirieron a qué es una grafica, pero el profesor la relacioné con la variacién
del drea que se analizd previamente. Es A5 quien ante la cuestion, qué tipo de variacion
matematica representa una parabola, respondié que de grado dos (renglén 254).

[..]
[247] P: “..éQué tipo de representacion estdn usando sus
compaieros?...”
[248] Todos: Grdfica

[249] P: ¢También la grdfica puede representar la variacion que
analizamos?

[250] Todos: Si

[251] P: ¢éCémo se le denomina a esa representacion grdfica?

[252] Todos: Pardbola

[253] P: Y una pardbola éQué tipo de variacion representa?

[254] A5 (E2): De grado dos

[255] P: Ahora como seria la grdfica

[256] A6 (E2): En forma de “U”

[..]
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e) Los valores de la distancia AE se encuentran en el intervalo [0, 26]

Durante la discusidn grupal, reconocieron que los valores que puede tomar la distancia AE se
encuentran en un intervalo continuo que va de Ocm a 26cm. Y aunque no lo justificaron,
afirmaron que también pueden ser tanto numeros enteros como decimales, a pregunta
expresa del profesor (renglones 267 a 272). En la figura 4.14 se muestra el intervalo de
valores de AE escrito en el pizarrén por el profesor. También identificaron, que AE no podia
tomar valores negativos, pues no eran parte del contexto de la situacion (renglones 273 a
278).

g < _[5 1201

Figura 4.14. Intervalo de valores de AE.

[.]
[265] P: (..) A ver iqué otra caracteristicas se puede resaltar?
[266] Al (E1): Ladistancia de AE
[267] P: Ladistancia de AE... (Qué valores puede tomar?
[268] A7 (E3): de0a26cm
[269] P: Lo voy a escribir en el pizarron ... lo voy a poner asi (sefiala en la

pizarra el intervalo, figura 4.14), es el intervalo de 0 a 26...
ahora... (estos valores de AE también pueden ser decimales?...
por ejemplo 1.75

[270] A4 (E2): Si..

[271] P: ¢éPor qué?

[272] A4 (E2): Estd dentro de los valores que puede tomar AE.
[273] P: Ok... ¢y puede ser-1?

[274] A4 (E2): No...

[275] P: No... iPor qué?

[276] A4 (E2): ¢éPor qué?

[277] A7 (E3): (Interrumpe)... Porque no se puede salir del cuadrado... ademds
solo se tiene numeros positivos dentro del cuadrado que van de
0a 26... porque su medida de su lado es 26

[278] P: Exacto... como ven todos los valores son positivos y se
encuentran dentro del intervalo de 0 a 26 centimetros (sefiala la
tabla)

[..]
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¢Cuanto varia eso que varia en el contexto de la situacion?

El cuanto varia estd asociado tanto a la medicion del cambio, como a la medicion y
comportamiento del cambio de segundo orden del area de los cuadrados inscritos que se
generan cuando la medida de la distancia AE cambia en determinada magnitud (se toman
intervalos con la misma amplitud).

Dolores (2013) sefiala que el cambio se da cuando se pasa de un estado a otro de los valores
de una variable, de un estado inicial a un estado final. Por tanto, para medir el cambio del
area de los cuadrados inscritos que se generan cuando la medida de la distancia AE cambia
en determinada magnitud, basta restar de su valor adquirido en el estado final, su valor
adquirido en el estado inicial del drea. El cambio de segundo orden se da cuando se pasa de
un estado a otro de los valores obtenidos al medir el cambio de una variable, de un estado
inicial a un estado final. Para medir el cambio de segundo orden del area, basta restar de su
valor adquirido en el estado final, su valor adquirido en el estado inicial de los cambios
obtenidos del drea. Este procedimiento esta presente en el analisis que los estudiantes de E5
hicieron sobre el comportamiento de la variacién analizada en S1.

f) Medicion del cambio y medicion y comportamiento del cambio de segundo orden

E5 analizdé cuanto varia, eso que varia, ante la necesidad de observar alguna regularidad
entre las medidas de las dreas de los cuadrados inscritos que conoce (figura 4.15, indicado
con 1), y asi determiné los valores desconocidos del area que le corresponden a los valores
de la distancia AE de 8cm a 13cm. Se sustentd en ese proceso, de restar de su valor adquirido
en el estado inicial, su valor adquirido en el estado final de las medidas conocidas del area de
cuadrados inscritos (medicidon del cambio); y posteriormente restar de su valor adquirido en
el estado final, su valor adquirido en el estado inicial de las medidas obtenidas del cambio del
area (medicion del cambio de segundo orden). Con base en ello observd que si la medida de
la distancia AE cambia a una magnitud constante de una unidad, el comportamiento del
cambio de segundo orden de la medida del area del cuadrado inscrito, siempre era -4, esto
es, un valor constante (figura 4.15, indicado con 2). Al identificar dicho comportamiento, E5
completd los valores de la tabla usando esa regularidad (figura 4.15, indicado con 3).

A15 (E5) participd en la discusion grupal, donde compartié el modelo que utilizé su equipo
para organizar los datos de la variacién, una tabla (figura 4.15). Esta la acompand con la
explicacion del procedimiento que habian realizado (renglones 169 a 171).
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3 /y

2
Medidas del
cambioydel =

cambio de segundo

orden del drea

™ Datos conocidos

™ Datos determinados

Figura 4.15. Tabla construida por E5.
[.]

[169]  A15(E5): Bueno primero puse los valores de AE del 1 al 13 porque sé que
del 14 en adelante los valores se van a repetir de nuevo... y
bueno... para sacar mds rdpida la tabla ... me di cuenta de que...
saque de primero a ver si habia una cierta resta para sacarlas
mds rdpido... me di cuenta que 626 menos 580 me iba a dar 46...
ya después me di cuenta que 580 menos 538 me iba a dar

42...ahi vi que cada vez que iba...estén...

[170] A2 (E1): Una constante

[171]  A15(E5): “..Que habia una constante en AE... que se iban restando 4cm a
cada valor que te iba dando de la resta anterior... y asi fui
sacando todos los valores del drea que correspondian de 8 hasta
13... porque de 14 en adelante pues se repiten”

[.]

En la explicacién que E5 da al grupo, resalta que de primero realiza las restas entre un valor
adquirido en el estado inicial y uno adquirido en el estado final de las medidas que conoce
del area del cuadrado inscrito (renglén 169), luego que de esos valores obtenidos de las
restas, observd que hay una diferencia de 4cm entre dichos valores. Lo cual obtuvo mediante
restar el valor adquirido en el estado final, el valor adquirido en el estado inicial de los
valores de las primeras restas. Determind que los resultados, son constantes, con constante -
4 (renglon 171). Esta regularidad, la aplicd para determinar los valores de area que le
faltaban.

En dicho proceso se observa que hay una tendencia de que al valor mayor le restan el valor
menor. Lo cual Unicamente permite que se analice la cantidad del cambio y del
comportamiento de los cambios. E5 hizo mencidn que el comportamiento de los cambios del
area, es constante, con valor de —4, lo cual indicd que disminuye 4. Este dato lo usaron para
continuar con el calculo de restas y con ello determinar los valores que hacen falta para
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completar los correspondientes al area de los cuadrados inscritos que le corresponden a los
valores de 8cma 13cm de la distancia AE. Hasta aqui no hay evidencias de que los
estudiantes hayan asociado la forma en cémo varia el cambio, con las concavidades de la
grafica que representa la variacién del valor del area del cuadrado inscrito que se genera
cada que se modifica el valor de la distancia AE. Mas bien se infiere que los estudiantes lo
asocian con el proceso (TP) que siguen para determinar los valores del area para ciertas
distancias de AE, pues notan que este mismo proceso lo aplicaran para determinar todos los
valores, por lo que la regularidad determinada (de manera inductiva) se cumple o generaliza
para todos los valores de la variacion donde la situacidn tiene sentido.

Modelos en el nivel referencial

En este nivel los estudiantes reconocieron algunas caracteristicas del comportamiento de los
valores del drea del cuadro inscrito que se genera al modificar la medida de la distancia AE.
Estas caracteristicas se centran en la descripcidon del cémo y cuanto varia, eso que varia. Y
resultan sumarse a los otros aspectos que promueven la comprensiéon del concepto funcidn
cuadratica desde una mirada variacional en S1. Veamos enseguida:

(1)La relacién de correspondencia univoca entre los valores de las variables: establecen
gue a cada valor de la distancia AE, le corresponde un Unico valor de area del
cuadrado inscrito EFGH.

(2)La simetria de los valores del area: reconocen parejas de medidas de la distancia AE
(las cuales suman 26 cm) cuya medida del area de los cuadrados inscritos que
generan es igual.

(3)El valor minimo: identifican que el drea minima del cuadrado inscrito que se puede
generar en ABCD es de 338cm® y se da cuando A4E = 13cm.

(4)Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la variacion: distinguen que para
los valores de la distancia AE de 0cm a 12cm, los valores del area del cuadrado
inscrito disminuyen, y para los valores de AE de 14cm a 26cm, los valores del drea
aumentan.

(5)El tipo de curva: reconocen que la grafica de la variacidn analizada, es una parabola.

(6)Continuidad de los valores de la variable independiente: establecen que los valores
de la distancia AE se encuentran en el intervalo [0, 26].

(7)Medicion del cambio y del cambio de segundo orden: calculan las restas
correspondientes para medir el cambio y el cambio de segundo orden de los valores
del area del cuadrado inscrito EFGH.

(8)El comportamiento de los cambios: identifican que el comportamiento del cambio de
segundo orden del drea es constante, con valor -4.
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Estas caracteristicas resultan de analizar la variacion mediante herramientas vy
procedimientos referidos al contexto de areas de cuadrados, donde se identificaron tres
modelos matematicos: el listado de valores (modelo 1.4), el tabular (modelo 1.5) y el grafico
(modelo 1.6). El primer modelo se caracteriza por expresar mediante un listado los valores de
las magnitudes variables, como la medida del drea del cuadrado inscrito para cierta medida
de longitud AE. El segundo se caracteriza por organizar los datos, en el que se evidencia la
relacién de correspondencia univoca entre los valores de las variables: distancia AE y el area
del cuadrado inscrito EFGH. El tercero se caracteriza por expresar dicha relacion de
correspondencia, como un conjunto de pares ordenados (x, f(x)), donde x representa la
distancia AE y f(x) el drea del cuadrado inscrito EFGH. Estos puntos los representaron en un
sistema de coordenadas cartesianas.

N .
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Modelo 1.4. Listado de valores.

Modelo 1.5. Tabular.
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Modelo 1.6. Grafico.

Estos modelos matematicos son “modelos de” la situacién de areas de cuadrados, en tanto
estan referidos a esta situacidn en particular que les dio origen, como que abonan al
aprendizaje de la funcién cuadratica, pues expresan la relacién de correspondencia univoca y
algunas de sus caracteristicas, mediante tres de sus representaciones matematicas: el listado
de valores, el tabular y el gréfico.

4.1.3. Nivel general

En este nivel, los estudiantes arriban a una expresién algebraica que expresa la regla de
correspondencia univoca entre las variables: distancia de AE y area del cuadrado inscrito
EFGH. De los cinco equipos, dos (E2 y E4) llegan a que las expresiones a las que arriban
enuncian una relacion especial entre variables, las cuales expresan en términos de una
funcién (4(x)). Un equipo (E1) reconoce que usa TP para el calculo de las areas, pero no llega
a su generalizacion; y los otros dos equipos (E3 y E5) no responden la cuestién de S1, sobre
como se puede determinar el area del cuadrado EFGH, si se conoce la medida de la distancia
AE.

Es de resaltar que E2 expresa algebraicamente tanto la funcién que devino de generalizar TP,
como DA. En seguida se presentan las expresiones algebraicas que los equipos desarrollaron
en el marco de TP y de DA.

a) Nivel general en el marco de TP

E1 reconocido que una manera de determinar el drea del cuadrado inscrito para cualquier
valor que tome la distancia AE, era mediante TP. En la figura 4.16 se muestra la respuesta
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qgue E1 dio ante la cuestidon de S1 sobre cdmo se puede determinar el drea del cuadrado
EFGH si se conoce la medida de AE .
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Figura 4.16. Descripcion de E1 sobre el uso de TP.

En cambio E4, ademas de que reconocié que mediante TP se obtiene el area del cuadrado
EFGH, lo generalizé en una expresion algebraica que matematizd la variacién, pues se dio
cuenta que la variable, distancia de AE, podia ser expresada con una variable
matematica (x). En la figura 4.17 se evidencia la explicaciéon de E4 sobre como generalizé TP
hacia una expresién algebraica que modeld la variacidn del area del cuadrado inscrito para

cualquier valor de x que se le asignara.
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Figura 4.17. Explicacion de E4 sobre la generalizacién que hace de TP.

En la discusién a nivel grupal, es A4 quien pasd a compartir en la pizarra la expresiéon a la que
arribo (en equipo) en el marco de TP (figura 4.18). Explicd al resto de sus compafieros
(rengldén 176) que la expresion se basé de TP y les hizo saber el significado de cada término.

/’/ \ 2 ’/"\/ 2
)z X = ’\éo"/\w

Figura 4.18. Expresion algebraica compartida por A4 de E2.

[.]

[176] A4 (E2): Bueno... mds que nada esto...podriamos decirlo como el
Teorema de Pitdgoras... porque X _es cualquier valor de la
distancia AE... menos la resta de 26 menos cualquier valor de
AE... el valor que elegimos y denotamos como ... al
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cuadrado...ambos los elevamos al cuadrado... luego los

restamos y sale lo que es la hipotenusa al cuadrado...y pues ya
sale lo que es el drea...

[..]

A4 en su explicacion (renglén 176) resalta la relacién entre la hipotenusa con el lado del
cuadrado, y que ésta, elevada al cuadrado conlleva a la medida del area del cuadrado inscrito
EFGH. Por ello, la generalizacion se basa de TP.

b) Nivel general en el marco de DA.

E2 reconocid que mediante DA obtiene el drea del cuadrado inscrito para cualquier valor de
la distancia AE. Por lo que su procedimiento lo generaliza para cualquier valor (del intervalo
de 0 a 26cm) de la distancia AE, el cual denota con la variable matematica x. Este proceso le
permite establecer la expresidn algebraica que organiza la variacidn analizada. La figura 4.19

evidencia la expresién algebraica a la que arribd, como también la breve explicacidén escrita
sobre la misma.
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Figura 4.19. Explicacién de E2 sobre la generalizacidon que hace de DA.

En la figura 4.19 se reconoce en la explicacidon que dio E2, lo que representa cada término de

la expresion A(x). Hace saber que 676 es el area del cuadrado circunscrito ABCD, y que ha
esto le resto el area de los cuatro cuadrados [(ﬂ) (4]], siendo x la basey (26 —x) la
altura de uno de los tridngulos. Esto se hizo mas explicito en la discusion grupal cuando A4

(E2) compartid la expresién (figura 4.20) y la describié (renglén 178).

[..]

[178] A4 (E2): “.. Aqui X estd expresando la medida de la distancia AE... éste
(sefiala el término 26 — x) es esta parte (sefiala el cateto HA)...
asi gue multiplique x por (26 — x)... que seria cateto por
cateto... y para sacar el drea del tridngulo lo divide entre dos...
porque asi es la formula del drea del triangulo... ahora eso lo
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multipliqué por el numero de tridngulos que hay... que son
cuatro... asi que por eso estoy expresando que al drea total del
cuadrado ABCD le resto el drea total de la suma de las dreas de
los cuatro tridngulos pequefios”

[.]
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Figura 4.20. Expresion algebraica de la variacion analizada, compartida por A4 (E2).

Modelos en el nivel general

En este nivel, el conocimiento matemadtico informal TP y DA, fue pieza fundamental para el
proceso de generalizacion y obtencién de la expresién algebraica que matematiza la
variacion analizada.

En este nivel los estudiantes reconocen que:

a) Ladistancia AE podia ser expresada en términos de la variable x.
b) Mediante generalizar TP o DA con los términos de la situacion se obtienen las
expresiones algebraicas que expresan la regla de correspondencia de las variables del

proceso de variacién de S1.
c) El area del cuadrado inscrito EFGH para cierto valor de la distancia AE (x) se puede

determinar mediante la expresién A(x) = x* + (26 — x)? o bien
x26—x)

A(x) = 676 — [(Z2=2) (9]
d) Las expresiones (o formulas) anteriores expresan una relacion especial entre

variables, sin embargo no asocian a que se trata de una funcion.

Son dos los modelos algebraicos que expresan la regla de correspondencia univoca entre las
variables: distancia AE (x) y area del cuadrado inscrito EFGH (4(x}). Uno fue el modelo
algebraico obtenido mediante TP (modelo 1.7) que se caracteriza por ser una expresion



Capitulo 4. Caracterizacion de los Niveles de Comprensién

algebraica obtenida de generalizar TP. El otro fue el modelo algebraico obtenido mediante
DA (modelo 1.8) se caracteriza por ser una expresion algebraica obtenida de generalizar DA.

/J\ (xjﬁx?l ( 2 \

Modelo 1.7. Modelo Algebraico obtenido mediante TP.

Modelo 1.8. Modelo Algebraica obtenido mediante DA.

Estos modelos dan indicios de “modelos para” resolver otras situaciones que presenten una
variacion cuadratica con las mismas caracteristicas que la de la variacién del area de
cuadrados inscritos. Con respecto al aprendizaje de la funcién cuadratica, en este nivel los
estudiantes expresan su representacion algebraica (o férmula) mediante dos expresiones
equivalentes, debido a que ambas expresaban la misma regla de correspondencia univoca
entre variables. Sin embargo, en sus explicaciones, aun no dan cuenta de que se trata de una
funcién cuadratica, ni de que las expresiones son equivalentes.

4.1.4. Nivel formal

Durante la reflexién de cierre, se compartieron los modelos que organizaron y dieron
solucién a la situacion de variacién Cuadrados y dreas (S1). El profesor mediante la discusion
de los modelos, guio a los estudiantes a establecer una caracterizaciéon del concepto funcién
cuadratica, a partir del estudio realizado del proceso de variacién, enfocando al cémo vy
cuanto varia, eso que varia. En la figura 4.21 se muestran los modelos compartidos en la
pizarra por los estudiantes, cada uno fue expuesto por un equipo diferente. En la figura se
evidencia que los estudiantes se apropiaron de los modelos construidos, al dotarlos de
ciertas etiquetas.

Los modelos expuestos en el pizarrdn dieron paso a la discusion y reflexién grupal sobre las
caracteristicas que presentan los datos de la variacidon de S1. Ello motivé a consensar que
estas caracteristicas pertenecen a una variacidon cuadrdtica, que posteriormente se
caracterizd como funcién cuadratica. En la figura 4.22 se muestran las caracteristicas de la
variacidon que el profesor recopilé durante la discusion con el grupo.
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Figura 4.21. Modelos matematicos que ayudaron a matematizar la variacion de S1.
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Figura 4.22. Caracteristicas consensadas por el grupo de la variacidn cuadratica analizada.

En los renglones 179 a 183 se evidencia el episodio de la discusiéon donde el profesor en
conjunto con el grupo caracterizaron el concepto que hay detrds las caracteristicas analizadas
y modelos construidos del proceso de variacién de S1, la funcidén cuadratica. Se resaltd que
las caracteristicas que presenta el concepto es que sus valores se repiten (son simétricos),
presenta un valor minimo y que el comportamiento de sus segundas diferencias entre los
valores de la variable dependientes (el cambio de segundo orden), es constante.
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[179]
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Todos:

A3 (E1):
P:
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(...) fiiémonos en las expresiones algebraicas... ¢Como es la
expresion?... es lineal, cuadrdtica, cubica.

Es cuadrdtica.

Es cuadrdtica... entonces lo que estuvimos viendo durante esta
situacion es una funcidn cuadrdtica... la cual presenta
caracteristicas... écudles eran?... la primera es la que comenté el

compaiiero que tiene un drea minima... hay un valor gue es el
minimo... también que determinaron... que estos valores...que
pasa del 1 al 12 con respecto a los que siguen después del 13...
Se repiten

Se repiten los valores, es decir son simétricos... también otro de
sus compaiieros... determind que la sequnda diferencia entre los
valores del drea... es decir de la variables dependiente... es
constante, con constante -4... es decir... el cambio de sequndo
orden para una funcion de este tipo es constante... también se
llego a su expresion algebraica, la cual es de grado dos (...)

Hay que destacar que en el cierre de la situacion se resaltaron algunas de las caracteristicas

de la variacién, sin embargo se logré observar a lo largo de la caracterizacién de los demas

niveles de comprensién (situacional, referencial y general) la presencia de otras mas

determinadas por los estudiantes; esto fue producto del dinamismo de los niveles de

compresion, por ello se pudo ubicar a los estudiantes en mas de uno a la vez.

Modelos en el nivel formal

Este nivel se caracteriza porque se actud con la caracterizacion de la funcién cuadratica

desde una mirada variacional, asi como con el establecimiento de sus caracteristicas.

Las caracteristicas que los estudiantes reconocieron de la funcién cuadratica son:

(1) Simetria de los valores: sus valores son simétricos, se repiten.

(2) Valor minimo: tiene un valor minimo.

(3) Intervalos de crecimiento y decrecimiento: los valores de la variacién en un primer

intervalo disminuyen y en el otro aumentan.

(4) Tipo de curva: una parabola.

(5) Continuidad de los valores de la variable independiente: los valores para la variable x

se encuentran en un cierto intervalo.
(6) Comportamiento del cambio de segundo orden: el comportamiento del cambio de

segundo orden de la variable dependiente (las segundas diferencias), es constantes.
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(7) Sus diferentes representaciones: geométrico, tabular, grafico y algebraico.

Estas caracteristicas, promovieron la caracterizacién (de manera verbal) del concepto funcion
cuadratica. Debido al tiempo limitado de la sesidon donde se hizo el cierre de S1, no se logré
su escritura en el pizarrén, tal como se habia anticipado (ver apartado 3.6 de este
documento), de ahi que no se considere ningin modelo en este nivel.

4.2. Niveles de comprension en Situacion 2

El contexto de S2 es la promocién de un Video Club. En la situacion se situd a los estudiantes
a analizar la variacion de la recaudacion mensual que obtiene el duefio de un Video Club por
el incremento que le hace a la cuota mensual que les cobra a sus socios, y a partir de ello
deben obtener el modelo matematico que organice esa variacién e identificar la recaudacion
maxima obtenida. Como informacidn inicial aparece la cuota mensual ($79) y el nimero de
socios (93 personas). Los cuestionamientos de ese contexto, pueden verse en el Capitulo 3.

En lo que sigue se analizan los niveles de comprensién alcanzados por los estudiantes al
modelar S2.

4.2.1. Nivel situacional

Mediante la forma de proceder de los estudiantes y sus explicaciones (escritas o verbales) en
este nivel, se distingue como conocimiento matematico informal al producto entre dos
factores (PF). Lo usan como un medio para obtener la recaudacién mensual cada que
incrementan el costo de la cuota.

Nivel situacional en el marco de PF

PF surgié como conocimiento informal al momento en que los estudiantes reconocen que la
recaudacidon mensual puede determinarse mediante el producto entre el costo de la cuota y
el numero de socios. Saben que tanto el costo de la cuota como el nimero de socios son
valores a determinar. El primero, resulta de sumarle al costo inicial el valor de un
incremento. El segundo, se obtiene de restarle al nimero de socios inicial el valor del
incremento que se le suma al costo de la cuota. La figura 4.23 evidencia esta forma de
proceder en los estudiantes mediante las explicaciones de E1.
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Figura 4.23. Explicacion sobre PF en E1.

Repitieron esta forma de proceder cada vez que determinaban la recaudacién mensual para
un cierto incremento. En el caso de E4, el procedimiento se observé (figura 4.24) cuando el
incremento fue 30, $4 y 57. La recaudacion mensual asociada a estos tres incrementos fue
parte de los cuestionamientos plateados en S2.
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Figura 4.24. Forma de proceder de E4 mediante TP.
Otro de los cuestionamientos en S2, era determinar cual es el valor del incremento a la
cuota, cuando la recaudacion mensual llega a ser cero. Como resultado de sus reflexiones en
equipo sobre la variacidn que interviene en la situacién, los estudiantes supieron que para
que la recaudacion sea cero, basta con que el costo de la cuota o el nimero de clientes sea
cero. Por lo que enfocaron su atencidon en analizar el cdmo varian dichos valores.
Identificaron que al dar un cierto incremento, el costo de la cuota siempre va
incrementando, contrario al nimero de clientes que va decreciendo. Por tanto, reconocieron
que el numero de clientes era él que podia llegar a ser cero y determinaron bajo qué
incremento de la cuota esto sucedia. Ejemplo de ello, es la forma en que procedié E4 (figura
4.25). El resto de los equipos procedieron de la misma forma, la cual se discutié a nivel
grupal. Aspectos relevantes de la discusidn grupal se resaltan en los renglones 353 a 355
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donde se discutio sobre el procedimiento que realizaron paso a paso para obtener una
recaudacion cero.

o quedores magued
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Figura 4.25. Argumento y proceder de E4 para determinar cuando la recaudacion es cero.

[..]

[353] A5 (E2): Entonces para que no tengas clientes...tienes que incrementar
93 pesos a la cuota... y si le aumentas 93 pesos me quedaria
73493, seria 172...

[354] A3 (E1): (Interrumpe)... pero ese seria el valor de la cuota... y para
obtener el valor de la recaudacion falta multiplicarlo por el
numero de socios que es cero.

[355] A2 (E1): Si...entonces la recaudacion es cero... cuando se da un
incremento de 93

[..]

Durante el analisis realizado para determinar la recaudacién, dado cierto incremento a la
cuota, una mayoria de estudiantes reconocié que el incremento de dicha cuota, sélo puede
tomar valores de 0 g 93 (figura 4.26), pues es en ese intervalo donde reconocen que se
generan valores de recaudacién mensual con significado, para el contexto de S2.
Identificaron también, que varia la recaudacion mensual cada que incrementa el costo de la
cuota, el qué varia (renglén 306).

8\ o A¢ la CUCA'O‘ 'L.oma valoves de Oa Q6

Figura 4.26. Argumento de E4 sobre los valores de incremento.

[.]

[303] P: (..) entonces ahi... lo que estdn ustedes analizando... es una
variacion de qué con respecto a qué... ¢ Qué es lo que va
variando?
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[304] A2 (E1):
Varia todo
[305] P: iVaria todol!... pero hay un valor que hace que todo cambie
[306] A2 (E1): jAhl..es el aumento de la cuota... es el que hace que varie el
costo de la cuota, los socios y la recaudacion mensual.

[..]

Modelos en el nivel situacional

En este nivel los estudiantes reconocen el qué varia, pues a partir del cdlculo de valores
puntuales de la variacién, identifican:

a) Las magnitudes variables: el incremento a la cuota y la recaudacién mensual.

b) La relacion de dependencia entre dichas variables: Que la recaudacién mensual
depende del incremento que se le haga a la cuota mensual.

c) El punto donde la recaudacion es cero (o se anula): Que la recaudacién se hace cero
cuando se le incrementa 93 a la cuota mensual que se les cobra a los socios.

d) El intervalo de variacidn de la variable incremento a la cuota: Que el incremento a la
cuota cambiaba de 0 a 93, pues en dicho intervalo genera valores de recaudacién
mensual con significado, para el contexto de la situacién.

Notese que igual que en S1, se hizo presente el reconocimiento de los elementos basicos
para el estudio de procesos de variacion, los cuales son un escalén para la comprensién de la
funcién cuadratica desde una mirada variacional. Es de resaltar que fue en S2, que los
estudiantes centraron su atencién en reconocer cuando la recaudacién se hace cero, lo cual
es producto de la naturaleza de la situacién, pues hay sentido de hablar de una recaudacion
mensual igual a cero.

Para realizar los calculos de dichos valores de la recaudacion, el conocimiento informal que
ponen en juego los estudiantes es PF, el cual rigid su hacer para la resolucién de la situacidn.

Entre las reflexiones y producciones de los estudiantes que se caracterizan en este nivel, se
distinguen un modelo, que se denomind Aritmético obtenido por PF (modelo 2.1). Se
caracteriza por usar operaciones aritméticas (como la suma, resta y multiplicacion) y su
jerarquia, para con ello realizar célculos y determinar el valor de la recaudacion mensual
dado un cierto incremento a la cuota, mediante PF.
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Modelo 2.1. Aritmético obtenido por PF.

El modelo aritmético obtenido por PF, estuvo ligado al contexto de la situacion, pues
mediante éste los estudiantes establecieron las relaciones entre los valores de la cuota y el
numero de socios que se obtienen cada que se daba un cierto incremento. Se infiere que
este modelo les permitié descubrir las regularidades existentes de las relaciones
establecidas, es decir, que al valor de la cuota se le aumenta el incremento, mientras que al
numero de socios se le disminuye el valor del incremento; y con ello proporcionaron un
razonamiento de tal magnitud, como el dado en la respuesta a la cuestidn sobre cual es el
valor del incremento a la cuota, cuando la recaudacién mensual llega a ser cero.

4.2.2. Nivel referencial

En este nivel las reflexiones de los estudiantes y las producciones escritas derivadas de ello,
se enmarcaron en torno a algunos aspectos de la variacién de la recaudacién mensual (de lo
que varia) que se obtenia cada vez que se le daba un cierto incremento a la cuota. Estos
aspectos que observaron, se centraron en el cdmo y cuanto varia eso que varia.

El andlisis de estos aspectos por los estudiantes se apoyd de tablas (figura 4.27 y 4.28), en las
gue organizaron algunos de los valores del incremento a la cuota y de la recaudacién
mensual, en términos de su relaciéon de dependencia. Con estas tablas se infiere que los
estudiantes establecen la relacidon de correspondencia univoca entre los valores de dichas
variables, puesto que a cada valor de incremento le atribuyen un Unico valor de recaudacién,
lo cual evidencié que presentan nocién de funcion.
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Figura 4.27. Determinacion por E1 de los valores del incremento
a la cuota y de la recaudacién mensual.
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Incremento Costode  Numero Recaudacién
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Figura 4.28. Determinacion por E3 de los valores del incremento
a la cuota y de la recaudacién mensual.
El uso de tablas para organizar los datos en S2, se observd en los cinco equipos. Se infiere
que el formalizar en S1, que éste es un modelo que ayuda a analizar la variacién, promovié
gue los estudiantes lo hagan parte de su gama de herramientas y lo usen en esta situacion

para lo mismo.

El cémo varia en esta situacién, estuvo asociado al aumento o disminucion de los valores que
toma la recaudacion mensual, asi como también a la simetria de esos valores y a que hay un

madximo.
a) Los valores de la recaudacion mensual aumentan y disminuyen

Del analisis realizado por los estudiantes en torno a los valores que toma la recaudacién
mensual bajo ciertos incrementos que se le hace a la cuota, identifican que esa recaudacién
aumenta para valores de 0 a 7 del incremento y para el resto, disminuye. En las figuras 4.27 y
4.28 se ha indicado con 1, los valores en donde la recaudacién aumenta y con 2, los valores
en donde disminuye. Parte de esta reflexion se muestra en los argumentos escritos de los
estudiantes cuando se les pidid describir en S2 el comportamiento de los valores de la
recaudacidon mensual por el incremento que se le hace a la cuota (figura 4.29).
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Figura 4.29. Argumentos de E4 sobre el cdmo varian los valores de recaudacion.

Esta reflexién también se evidencié en la discusién grupal, en dos momentos. Uno cuando se
discute sobre los valores que puede tomar la variable de incremento a la cuota (renglones
347 a 348). Otro cuando se argumenta sobre el valor maximo de la recaudacion (renglones
326 a 333, discusion ubicada en el inciso siguiente, b).

[..]
[347] P: Aqui el compafero menciona que esos incrementos a la cuota
van de qué valor a que valor.
[348] A5 (E2): De0a 93... pero de 0 a 7 aumenta la recaudacion y... a partir de
que se le incremente 8 pesos hasta 93 va disminuyendo...
disminuye la recaudacion hasta 0.

[.]

b) Hay un valor maximo de recaudacion

Los estudiantes reconocieron ademas, que la recaudacion mensual a lo sumo puede valer
37396 y que se daba cuando el incremento a la cuota es de 7. Siendo este el valor maximo
gue puede tomar la variable analizada. En la figura 4.27 y 4.28 se indica con 3 al valor
maximo de recaudacion. Parte de este analisis se muestra mediante la explicacién que E4 da
como respuesta a la cuestion planteada en S2 relacionada con la determinacién de cuanto
debe incrementar la cuota para obtener la maxima recaudacién. La misma pregunta
demanda el valor maximo. En la figura 4.30 se muestra la respuesta de E4 a ese
cuestionamiento, donde mencioné que cuando son iguales los valores de costo y el nimero
de clientes, se obtiene la maxima recaudacion, lo cual se da cuando el incremento a la cuota
es de 37.
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Figura 4.30. Argumentos de E4 sobre la maxima recaudacion.
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En la discusidn a nivel grupal, se desaté una conversacion entre A5 (E2), A2 (E1) y el profesor

(P) sobre la maxima recaudacion que se puede llegar a tener, al momento en que A3 (E1)

escribid en el pizarrén (figura 4.31) el proceder realizado por su equipo para cuando se da un

incremento de 7 a la cuota y se desea determinar la recaudacidn mensual que le
corresponde, ver renglones 322 a 325.

[..]
[322]

[323]
[324]

[325]
[326]

[327]
[328]
[329]

[330]
[331]
[332]
[333]

[..]

("j / } /(1 \ '\; ( (\((;C) pesc
(‘J) f (rj’(;"rw'w Y
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Figura 4.31. Proceder de E1 mediante TP cuando el incremento es $7.

P:

Veamos la pregunta 3, que dice... ¢ Cudnto serd el costo de la

cuota, si le incrementa a la cuota mensual S7?... é Cudnto

recaudard en ese caso?... ¢Quién pasa a realizarlo?

(pasa A3 (E1) a compartir su proceder en la pizarra, ver figura 4.25)

P:
A5 (E2):

A2 (E1):
P:

A5 (E2):
P:
A2 (E1):

A5 (E2):
A2 (E1):
A5 (E2):
A2 (E1):

En el inciso 3, éeso les dio?
Si... de hecho... ese es el resultado de la recaudacion... de la

recaudacion que... puede llegar a tener... la mayor... la mdxima...

Si, la mdxima

Porque después de esa recaudacion... ¢ qué sucede con los
demds valores de la recaudacion?

Disminuyen

Empieza a disminuir... y de primero ¢ qué pasa con los valores?
De 1 a 7 (refiriéndose a los valores de incremento a la cuota),
aumentan

No, aumentande Oa 7

jAhl... si... de 0 a 7, aumenta...

Y disminuye de 8 en adelante...

Pero de hecho... seria de 8 a 93 (valores del incremento) que

disminuye...
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En un episodio de la discusidn grupal (renglones 322 a 333), A5 (E2) destacd que la maxima
recaudacion que se puede llegar a obtener (renglén 324), sucede cuando se da un
incremento a la cuota de 7. Posteriormente, A2 (E1) mostré estar de acuerdo con dicha
afirmaciéon y entre los dos dan una explicacién del como varia la recaudacién mensual
(renglones 325 a 333), lo cual usan para justificar dicha afirmacion.

c) Los valores de recaudacién son simétricos

En esta misma fase de andlisis los estudiantes también reconocen que los valores de
recaudacidn son simétricos con respecto a la recaudacion mdxima (cuando el incremento es
7). Identificaron que dicha simetria se da en el intervalo de los valores de incremento de 0 a
14, Llegan a explicaciones tales como “que los valores de recaudacion aumentan hasta el
punto maximo que es cuando el incremento es 57 y luego disminuyen de manera simétrica
hasta cuando el incremento es $14”, E3 acompaiié este tipo de explicaciones con una gréfica
(figura 4.32), la cual generé mediante la tabla de valores presentada en la figura 4.28. Este
equipo reconocié que la curva que describié el cémo varian los valores de la recaudacién
mensual, es una parabola. Se infiere que su uso, es influenciado por las reflexiones hechas en
S1. Ademads se observé que lo usan en S2 como herramienta para describir el cémo varia la
recaudacidon mensual y para evidenciar de que se trata de una funcién cuadratica (ver seccién
4.2.4). Notese que la necesidad de modelar graficamente en S1 es diferente de S2, en la
primera se usé como una herramienta para organizar la variacion y en la segunda ademas de
usarla como herramienta para organizar la variacién, también se usd para evidenciar y
analizar el cémo varia la recaudaciéon mensual.

1 I I N T T e

Figura 4.32. Gréfica de la variacidn analizada, construida por E3.
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El cuanto varia en esta situacidn esta asociado a la medicion del cambio, como a la medicion
y comportamiento del cambio de segundo orden de la variable recaudacién mensual. Dolores
(2013) sefiala que el cambio se da cuando se pasa de un estado a otro de los valores de una
variable, de un estado inicial a un estado final. Por tanto, para medir el cambio de la
recaudacion mensual obtenida cuando, el incremento a la cuota de los socios cambia en
determinada magnitud, basta restar de su valor adquirido en el estado final, su valor
adquirido en el estado inicial de la recaudacidn. El cambio de segundo orden se da cuando se
pasa de un estado a otro de los valores obtenidos al medir el cambio de una variable, de un
estado inicial a un estado final (Dolores, 2013). Para medir el cambio de segundo orden de la
recaudacion, basta restar de su valor adquirido en el estado final, su valor adquirido en el
estado inicial de los cambios obtenidos de la recaudacién. Este procedimiento estuvo
presente en el analisis que los estudiantes (E3 y E5) hacen sobre el comportamiento de la
variacion analizada en S2.

d) Medicién del cambio, como medicion y comportamiento del cambio de segundo orden

Es de resaltar que E3 y E5 llevaron su analisis mas alld de identificar el cémo varia la
recaudacién mensual, pues ademas, analizaron cudnto varia. Se sustentaron en ese proceso,
de restar de su valor adquirido en el estado final, su valor adquirido en el estado inicial de los
valores de la recaudacién mensual (medicion del cambio, al cual llamaron primeras
diferencias); y posteriormente restaron su valor adquirido en el estado inicial, su valor
adquirido en el estado final de las medidas obtenidas del cambio de la recaudacion (medicién
del cambio de segundo orden, al cual llamaron segundas diferencias). Con base en ello,
observaron que si el valor del incremento a la cuota cambia a una magnitud constante de
una unidad, el comportamiento del cambio de segundo orden del valor de la recaudacidn
mensual, siempre es 2, esto es, un valor constante, tal como sucedié en S1.

En la tabla en la que los estudiantes registraron los valores de las variables en juego en S2,
indicaron también, los valores que resultaron de las mediciones antes mencionadas. La figura
4.33 presenta la tabla construida por E3, indicada con (1). A partir de ella, se resalta por parte
de la investigadora, los valores obtenidos de dichas restas (sefialado con (2)). A fin de
evidenciar de donde provienen los valores determinados por los estudiantes para medir el
cambio y el cambio de segundo orden respecto de la variable recaudacién, en (3) se explicita
el cdlculo de las restas. Este mismo procedimiento lo realizé E5.



Capitulo 4. Caracterizacion de los Niveles de Comprensién
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(2) E3 indica las medidas
del cambio y del cambio
de segundo orden

(3) Se desarrollan las
diferencias

Figura 4.33. { Cbmo mide E3 cudnto cambia la recaudacion y el comportamiento de los cambios?

Estos procederes, dieron cuenta de que E3 Y E5 reconocen cudnto varia la recaudacion
mensual cada que incrementaba el costo de la cuota. Se volvid a observar (tal como sucedid
en S1) la tendencia de que al valor mayor le restan el valor menor. De nuevo, no hubo
evidencia de que los estudiantes asocien la forma en cémo varia el cambio, con las
concavidades de la grafica que representa la variacién de la recaudacién mensual. Se infiere
qgue el analisis que hicieron del cudnto varia, fue con la intensién de percatarse si pasaba lo
mismo que en S1, es decir, que el comportamiento del cambio de segundo orden es
constante, lo cual corresponde a una funcién cuadratica.

Modelos en el nivel referencial

En este nivel los estudiantes reconocen algunos aspectos de la variaciéon de la recaudacién
mensual que se obtiene por el incremento que se le hace a la cuota, dando cuenta del como
y el cuanto varia. Las caracteristicas que identifican de la variacién son:

(1) La relacién de correspondencia univoca entre los valores de las variables: establecen
gue a cada valor de incremento le corresponde un Unico valor de recaudacion
mensual.

(2) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la variacion: para los valores de U a
7 de incremento, la recaudacidon aumenta y para los demas, disminuye.
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(3) El valor maximo: la ganancia maxima, de entre todas las que se pueden obtener luego
de variar el incremento, se alcanza cuando se incrementa 57 a la cuota y se adquiere
una recaudacién de 37396,

(4) La simetria de los valores: en el intervalo de los valores de incremento 0a 14, los
valores de recaudacién son simétricos con respecto al valor de la recaudacién maxima
(cuando el incremento es 7).

(5) El tipo de curva: la grafica de la variacidn analizada, es una parabola.

(6) Medicion del cambio y del cambio de segundo orden: calculan las restas (primeras y
segundas diferencias) correspondientes para medir el cambio y el cambio de segundo
orden de los valores de la recaudacion mensual.

(7) EI comportamiento del cambio de segundo orden: identifican que el comportamiento
del cambio de segundo orden de la variable recaudacién mensual es constante, con
valor 2.

Estas caracteristicas del proceso de variacion, las identificaron con la ayuda de dos modelos
que ponen en juego en este nivel, tabular (modelo 2.2) y grafico (modelo 2.3). El modelo
tabular se caracteriza por organizar los datos, en la que evidencia la relacién de
correspondencia univoca entre los valores de las variables de la situacién, como son el
incremento a la cuota y la recaudacion mensual. El modelo gréfico se caracteriza por
expresar dicha relacién de correspondencia, como un conjunto de pares ordenados (x, f(x)),
donde x representa el incremento a la cuota y f{x) la recaudacién mensual. Estos puntos los
representaron en un sistema de coordenadas cartesianas. Estos modelos se expresan en
términos del contexto de la situaciéon y ademads permiten dar descripciones de la variacién
cuadratica (cémo y cudnto varia), asi como de los conceptos implicados (la curva que la
describe es una parabola), por lo que dichas producciones son “modelos de” la situacion que
les dio origen.

Modelo 2.2. Tabular.
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Modelo 2.3. Gréafico.

Las caracteristicas reconocidas en este nivel, son aspectos que contribuyen a la comprension
de una funcidn cuadratica, desde una perspectiva variacional. Se observé que tanto los
modelos, como las reflexiones dadas por los estudiantes en S2 para este nivel, se dotaron de
mas agudeza matematica, en comparacion con las de S1. Esto evidencia que el aprendizaje se
estd dando de forma gradual, tal como lo establece la EMR.

4.2.3. Nivel general

En este nivel en equipo, los estudiantes arribaron a una expresion algebraica que expresa la
regla de correspondencia univoca entre las variables: incremento a la cuota y recaudacion
mensual. Destaca en este nivel y en esta situacién, que identifican a la expresién como una
formula. Ademas, que dicha férmula expresa una relacion especial entre esas variables, y
concluyen que es la férmula de una funcidn. Algunos simbolizan a la funcién en términos de
¥ como E1 (figura 4.34a), otros, en términos de f(x) como E2 (Figura 4.34b). Arriban a esta
expresion algebraica a partir de que se les preguntd en S2, cdmo se puede determinar la
cantidad de recaudacion, si se conoce la cantidad de incremento a la cuota. Bajo esta
cuestidn, los estudiantes generalizan PF, pues reconocen que el valor de incremento, puede
ser representado con una variable matematica (x). Y que PF pueden expresarlo en términos
de x mediante una relacién (o férmula), como lo hicieron E1 y E2. Los cinco equipos dieron

muestra de la generalizacién de PF.

a) E1

b) E2

(@3- X} (701 + X)=

Fex)z CTGx0(CG

—

-~

3-v)

Figura 4.34. Expresiones obtenidas en equipo.
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En la discusidon grupal A5 es quien compartid la expresion algebraica a la que arribd su
equipo, la cual expresa la relaciéon entre las variables (figura 4.35). Explicé al resto de sus
companeros (renglones del 362 a 364) el significado de cada término. Asi, les hizo saber que
f(x) es la funcidn, y que 79 + x representa el costo mensual de la cuota, que 93 —xes el
total de socios (o nimero de socios).

Etm——i « =

o /'\R fﬂ i /-" /('x/;, ) ‘,;‘J‘/'(/-,A// B :
(O FO=TTHX 075

fie -

Figura 4.35. Expresion algebraica compartida por E2.

[..]

[362] A5 (E2): Con mi equipo llegamos a una conclusién y sacamos una
solucion...seria...para determinar... mds fdcilmente... y
eficazmente... el resultado...

[..]

[364] A5 (E2): en su lenguaje... esta formula se expresaria de la siguiente
manera... f(x) es la funcién...79 viene representando el
principio o inicio del costo mensual de la renta de peliculas mds
X... que esta X representa el aumento mensual... que seria de
51,%52,53 de lo que sea por mes... y a 19 si le sumamos X... nos
quedaria el costo mensual de la cuota que depende de los pesos
que le sumemos al mes... y este resultado nos daria... el costo de
la cuota... lo multiplicariamos por el resultado de 93 menos X...
que 33 viene representado el total... o el principio total de los
socios que estdn rentando esas peliculas... y menos X... que X
seria los socios... que quitaron su membresia para ya no rentar...

iy yal.

[..]

En el rengldn 364, se observa que como parte de su aprendizaje gradual, los estudiantes ya
hacen uso del término funcion (renglén 364), para hacer referencia a la expresién algebraica
o férmula que establece una regla de correspondencia univoca entre variables, en esta
situacion entre las variables de incremento (x) y recaudacion (f(x) o ¥).
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Modelos en el Nivel General

En este nivel el conocimiento informal PF forma parte fundamental para el proceso de
generalizaciéon, pues a partir de éste, los estudiantes obtuvieron una expresion (o férmula)
algebraica que organiza la variacién analizada, la cual reconocieron como una funcién.

En este nivel los estudiantes identifican:

e) Que el incremento a la cuota puede ser expresado en términos de x.

f) Que el término (79 +x) de PF expresa el costo de la cuota y (93 —x) el total de
socios.

g) Que la recaudacidén para cierto incremento se puede determinar mediante la
expresion f(x) = (79 +x)(93 —x) o bieny = (79 + x)(93 — x)

h) A la expresion (o formula) anterior como una relacion especial entre las variables, y
como una funcién.

La expresidon (o férmula) matemadtica a la que arribaron los estudiantes, es un modelo
algebraico obtenido por PF (modelo 2.4) que se ubica en este nivel y que se caracteriza por
ser una férmula que expresa la regla de correspondencia univoca entre dos variables. Este
modelo constituye ser un “modelo para” resolver otras situaciones de variacion que
presenten las mismas caracteristicas, debido al caracter general con que es denotado.

\ N o \ /
F(x\ = (a1 X\ (9

Modelo 2.4. Modelo algebraico obtenido por PF.

4.2.4. Nivel formal

En la discusién grupal de los modelos a los cuales arribaron los estudiantes en S2, como son
la tabla, el grafico y el algebraico, se obtuvo mayor comprensidn del concepto matematico en
cuestién, la funcién cuadrdtica, que el alcanzado en S1. En la figura 4.36 se muestra los
modelos compartidos por los estudiantes en el pizarrén.
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Figura 4.36. Modelos compartidas por los equipos E5, E3 y E2.

Entre las discusiones que se desprenden de dichos modelos, a nivel grupal, es que la grafica
es una parabola, y ademds, que representa una funcién cuadratica. A partir de esta
conclusién, A7, integrante de E3, intervino para decir que en su equipo, se dieron cuenta de
que la expresién algebraica no mostraba o evidenciaba el término cuadratico. Por ello,
desarrollaron dicha expresion, y es asi como identificaron ese término. La figura 4.37
muestra el procedimiento que A7 (E3) compartid en la pizarra para dar cuenta del término
cuadratico en la expresidn y en el rengldn 395 la explicacion que dio.
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Figura 4.37. Procedimiento realizado por A7 (E3) para determinar el término cuadratico.

[..]

[395] A7 (E3): Profesor estd bien, es que yo la deshice (sefiala la expresion
indicada con 1)... luego sumé estos (sefiala los términos lineales
de la expresion indicada con 1) y me quedd esta expresion
(sefiala la expresion indicada con 2)...aqui estd el término
cuadrdtico (sefiala el término cuadrdtico en 2)... que era el que
buscaba... porque como hice la grdfica y me dio una pardbola
entonces la expresion que me debe quedar... debe ser
cuadrdtica.

[.]

La funcidén cuadratica a la que arribd A7 (E3) luego de desarrollar la expresién algebraica
expuesta en el pizarrdon por A5 (E2), resulta expresar la misma funcion pero en su forma
desarrollada o polinédmica. En la cual se deja en evidencia el término cuadratico. Este
procedimiento, permite que los estudiantes identifiquen a la funcién cuadratica como el
producto de dos cantidades que varian linealmente (Villa-Ochoa, 2008), aspecto que
contribuyo al entendimiento de dicho concepto desde una mirada variacional.

El profesor, en conjunto con los estudiantes, hizo una conclusiéon de S2 (como de S1) donde
se resaltaron tanto las caracteristicas como las representaciones que se le atribuyeron a la
funcién cuadratica. En el episodio de la discusién (renglén 405 a 410) se evidencia la
conclusién que el profesor, A5 (E2) y A2 (E1) exponen al grupo. Las caracteristicas (rengldn
405 a 406) que resaltaron de la funcidn cuadratica son: la presencia de un maximo o minimo,
el aumento/disminucion o disminucion/aumento de los valores, la simetria de los valores y
qgue su segunda diferencia entre los valores dependientes fue constante. Y las
representaciones (renglén 408 a 410) como tabla, grafica y algebraico.
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[..]

[405] P: Entre las caracteristicas se observan las mismas que habiamos
visto en la primera situacion... sélo que aqui se complementan...
para una funcidn cuadrdtica... en primer lugar tienen un
mdximo o un minimo... segundo es que sus valores aumentan y
disminuyen... o disminuyen y aumentan... tienen sus valores
simétricos... ¢qué otra cuestion?

[406] A5 (E2): Sus sequndas diferencias son constantes.

[407] P: <¢Qué otra cosa?

[408] A2 (E1): Su grdfica es una pardbola...

[409] A5 (E2): ... ya que es una funcion cuadrdtica.

[410] P: Si... es una funcion cuadrdtica la que representa la variacion que
analizamos... vimos sus diferentes representaciones, como
tabla, grdfica y algebraico.

[.]

Modelos en el nivel formal

En este nivel son los estudiantes quienes hacen mencidon de conceptos y procedimientos
matematicos, tales como que la gréfica que describe la variacién analizada es una parabola y
que representa una funcion cuadratica.

Entre las caracteristicas que reconocieron de la funcién cuadratica, son:

(1) Valor maximo o minimo: tiene un valor maximo o minimo.

(2) Intervalos de crecimiento y decrecimiento: los valores en cierto intervalo
crecen/decrecen o decrecen/crecen.

(3) Simetria de los valores: sus valores son simétricos.

(4) Tipo de curva: una parabola.

(5) Comportamiento del cambio de segundo orden: las segundas diferencias (cambio de
segundo orden) son constantes.

(6) Sus diferentes representaciones: tabular, grafico y algebraico (forma factorizada y
desarrollada).

Un modelo matematico que se ubica en este nivel, subyace al desarrollo de la expresién
algebraica obtenida en el nivel general, el cual se caracteriza por expresar a la funcién
cuadratica en su forma desarrollada o polindmica, de ahi que se le denomina, Forma
Desarrollada de la Funcién Cuadratica (modelo 2.4).
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Modelo 2.4. Forma Desarrollada de la Funcién Cuadratica.

Este procedimiento no se observé en S1, se infiere que quiza fue porque al momento de su
desarrollo, no se habia caracterizado a la funcidon cuadratica, por tanto no se les hizo
necesario evidenciar el término cuadratico para afirmar si corresponde o no ha dicho tipo de
funcién.

Se evidencia con S2 que el aprendizaje de la funcidn cuadratica llegd a niveles mas altos de
comprensidn en los estudiantes que en S1, pues se observa en sus reflexiones el uso del
término funcién cuadratica para referirse al cémo varian los valores de la variacion analizada,
asi como de sus caracteristicas y de sus representaciones.

Se concluye que en conjunto con S1 y S2 se promovié en los estudiantes un aprendizaje
gradual de dicho concepto desde una perspectiva variacional, en donde en cada situacién se
observaron diferentes niveles de comprensién del mismo.

4.3. Aspectos matematicos —transversales— presentes en la actividad de los
estudiantes al matematizar las situaciones

En la actividad matematica desarrollada por los estudiantes, se tuvo la presencia de aspectos
matematicos —transversales— que contribuyeron en la misma. Se distinguieron aspectos
como: tipos de razonamiento, procedimientos, aspectos conceptuales, herramientas y
expresiones matemadticos.

El razonamiento matemdtico que prevalecié en los estudiantes fue el inductivo. Este fue
inducido por los cuestionamientos de las situaciones, que dieron lugar a que en primer
término, reconocieran un comportamiento en los valores de las variables, mientras
analizaban casos particulares. Al observar que se verificaba en varios casos, lo generalizaron
para todos los demas que cumplian con las mismas caracteristicas. Expresaron ese
comportamiento algebraicamente. Muestra de ello, son los modelos aritméticos usados por
los estudiantes para expresar las relaciones matematicas (TP, DA y PF) entre los datos
conocidos y desconocidos de las situaciones, los cuales fueron la base para expresar los
modelos algebraicos que generalizaban las variaciones analizadas.
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Los procedimientos matemdticos que los estudiantes realizaron se articularon al teorema de
Pitagoras, diferencia de areas (de cuadrados y triangulos), producto de factores y del calculo
de diferencias (medicién del cambio y del cambio de segundo orden). Estos procedimientos
permitieron a los estudiantes arribar a la expresién algebraicamente que explica el
comportamiento de la variacién de una variable con respecto a otra. El teorema de Pitdgoras,
por ejemplo, aparecié como un medio para determinar los lados de un cuadrado inscrito en
otro. Ya que los lados de dicho cuadrado son a la vez la hipotenusa de cuatro tridngulos
rectangulos congruentes, formados entre los lados de esos dos cuadrados. Ello favorecio a la
vez, la explicaciéon del comportamiento de la variacidn del area de cuadrados inscritos en el
circunscrito.

En la actividad matematica, ya sea explicita o implicitamente, los estudiantes se refirieron a
conceptos como: catetos e hipotenusa de triangulos rectdngulos, teorema de Pitdgoras,
diferencia de areas, drea de cuadrados y tridngulos, reconocimiento de patrones, factores de
un producto, parabola, funcidn cuadratica y la factorizacién.

Las herramientas matemdticas usadas por los estudiantes para organizar y resolver las
situaciones, se identifican como modelos matematicos que explican el comportamiento de la
variacion entre dos variables relacionadas. Los modelos construidos fueron el geométrico,
aritmético, tabular, grafico y algebraico. Por ejemplo, el grafico (figura 4.38) se usé en la
situacion cuadrados y dreas para explicar el comportamiento de la variacién de le medida del
area de un cuadrado inscrito en otro, que se genera al modificar la medida de la distancia AE.
Ello mediante un sistema de coordenadas cartesianas.

Figura 4.38. Modelo grafico usado en la situacién cuadrados y dreas.
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Algunas expresiones matemdticas que evidenciaron los estudiantes durante su actividad
matematica, son:

1) a*=b"+¢c-

2)

3) Ixl
4) flx) =x*+(a—=x)°

5) £() = o — [

-
T

6) flx) = (x +a)(x—b)
7) flx) =ax*+bx+c

Las expresiones enumeradas del 4 al 7 representan funciones cuadraticas, que la
investigadora presentd en su forma general para hacer alusidn a las diferentes maneras de
expresion algebraica que los estudiantes establecieron sobre ese tipo de funciones.

Los aspectos matematicos resaltados, dieron cuenta de que los estudiantes ante la necesidad
de interpretar, organizar y explicar las situaciones de variacion con contexto realista, de
manera transversal pusieron en juego conocimiento matematico previo relativo a la
Aritmética, al Algebra, a la Geometria Plana y la Analitica. He aqui la presencia de un
principio fundamental de la EMR, el de interconexion, que establece que los ejes de
contenidos de aprendizaje, no pueden ser tratados como entidades separadas, dado que el
estudiante al resolver un problema mediante sus propias estrategias puede hacer uso de
otros ejes de contenido (Santamaria, 2006). Este principio se diferencia del conocimiento
matematico informal, porque se refiere a todos los aspectos matematicos que contribuyen
en la actividad de los estudiantes, mientras que la matematica informal se asocia Unicamente
al conocimiento usado en un primer momento para estructurar matematicamente el
contexto de la situacién, tal como fueron TP, DA y PF.
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5.1. Introduccion

Esta investigacidn se interesd por caracterizar el proceso de matematizacion desarrollado
por estudiantes de bachillerato al modelar situaciones de variacidon con contexto realista,
en el marco de la funcién cuadratica. Para el logro del objetivo, se llevaron las acciones
siguientes: a) se disefiaron dos situaciones de variacién en el marco de la funcién
cuadratica y la forma de organizar el aula, b) se anticiparon (analisis preliminar) los
modelos matematicos, asi como las reflexiones que los estudiantes llevarian a cabo en
torno al proceso de solucion, y; c) se analizd y caracterizé el proceso de matematizacion
desarrollado por los estudiantes en el contexto de las situaciones. Todo ello, tal como se
establece en la EMR, perspectiva tedrica que sustenta este trabajo. Esta perspectiva, se
fundamenta de seis principios, referidos a la forma en cédmo las matematicas son vistas,
como las aprenden los estudiantes y cdmo se les debe enseiiar.

5.2. Consideraciones para el diseno de las situaciones y de la forma de
organizar el aula

El diseno de las dos situaciones de variacion en el marco de la funcion cuadratica y de la
forma de organizar el aula, tomd como base los requerimientos establecidos por la EMR,
como son: a) un andlisis fenomenolégico didactico de la funcién cuadratica, y; b) los seis
principios fundamentales: de realidad, de actividad, de reinvencidn guiada, de interaccidn,
de interconexién y de niveles de comprension.

5.2.1. Analisis fenomenoldgico didactico de la funcion cuadratica

El analisis fenomenolégico didactico, se basa en el estudio de los fendmenos que en la
historia y actualidad se han mostrado con la necesidad de ser organizados
matematicamente en el marco de funcién cuadratica. Los trabajos de Mesa y Villa-Ochoa
(2008) y Huapaya (2012) fueron base para distinguir que tanto en la historia, como en la
actualidad ha existido interés por el estudio de fendmenos asociados al movimiento de un
cuerpo u objetos, area maxima-minima, oferta y demanda, costo-ingreso, utilidad, entre
otras, a través de procesos de variacidon. Los que pueden ser interpretados y explicados
mediante la funcién cuadratica, en la cual la segunda tasa de variacion de las dos variables
inmersas, es una constante; o de otra manera, en aquella funcién en la cual el cambio de
segundo orden, es constante.
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El disefio considerd dos situaciones. Una, en el contexto de un fendmeno asociado a la
variacion del area de un cuadrado inscrito en otro, mientras se modifica la longitud de la
distancia entre los vértices del primero respecto del segundo. Ello, con el propdsito de
reconocer el cuadrado inscrito de drea minima y como fin dltimo, determinar el modelo
matematico que explica los procesos de variacién asociados. La segunda situacion
involucré el estudio de un fendmeno relativo a la variacion de la recaudacion mensual que
obtiene el duefio de un Video Club por el incremento que le hace a la cuota mensual que
cobra a sus socios. A partir de ello, se reconoce el monto de la recaudacién maxima, y se
obtiene el modelo matematico que organiza esa variacién. Los contextos contemplados en
las situaciones, se reconocen como realistas (ver apartado 5.2.2).

La funcién cuadratica como modelo que explica procesos de variacion de los fendmenos
objeto de estudio en las situaciones, dio paso a la revision de la didactica de dicha funcidn
desde una mirada variacional. En el disefio de estas situaciones esta revision se reflejé en
las cuestiones planteadas (también preguntas guia), pues ubicaron a los estudiantes a dar
respuesta (tal como propone Dolores, 2013), al qué, cdmo y cuanto varia eso que varia, en
las variaciones establecidas. Ademads, se admiti® una interpretacién de la funcién
cuadratica desde esa mirada, ajustada a partir de la propuesta por Villa-Ochoa (2008). La
caracterizacion hecha es:

Funcion cuadrdtica. Relacion univoca entre dos magnitudes variables cuyo cambio
de segundo orden (o cuya sequnda tasa de variacion), es una constante.

5.2.2. Los seis principios fundamentales
a) Principio de realidad

El principio de realidad se articulé a los contextos de las situaciones, pensados como
aquellos cercanos a la realidad de los estudiantes, en el sentido de la EMR. Ello, a fin de
qgue pudiesen imaginarlas y realizarlas, haciendo uso de modelos matematicos,
acompafados de explicaciones con sentido y significado en el contexto analizado.

Su importancia, se evidencié en que los contextos realistas favorecen que los estudiantes
pusieran en juego conocimiento informal, asi como conocimiento de lo variacional; y de
forma paulatina construyeran conocimiento matematico formal de lo cuadrético, en
particular, la funcién cuadratica.
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b) Principio de actividad

El principio de actividad se relaciond con la actividad de analizar el comportamiento de los
procesos de variacién de S1 y S2. Lo cual provoca a analizar el qué, el cdmo y el cuanto
varia, eso que varia en cada situacion.

Este analisis suscitd en los estudiantes una mayor comprensién del concepto funcién
cuadratica, pues las caracteristicas y representaciones matematicas que se le asocian,
tienen explicacién en los contextos de S1vy S2.

c) Principio de reinvencion guiada

Este principio se manifesté a través de los roles del estudiante y del profesor, asi como de
las interacciones promovidas en el aula. El rol del estudiante consistié en ser los actores
de su propia actividad matematica, siendo ellos los que deciden (a nivel de equipo) qué
herramientas, procedimientos y construcciones matemadticas usan para organizar o
estructurar las situaciones de variacion, y asi dar soluciones a las cuestiones planteadas.

El rol del profesor se basé en estar atento a sus reflexiones y al uso de sus herramientas
matemadticas, con el propdsito de generar y guiar espacios de discusion y didlogo a nivel
grupal. Con las intervenciones grupales, se hace mas social y constructivo el aprendizaje
en el aula, pues los estudiantes son convocados a interactuar entre equipos, explicar y
justificar sus procedimientos, acordar o disentir sobre sus ideas y modelos matematicos
construidos, cuestionar alternativas y reflexionar sobre ellas para dar lugar a cambios de
niveles de comprensiéon de los modelos.

d) Principio de niveles de comprension

Los niveles de comprensién —situacional, referencial, general y formal— mas que describir
en forma exacta qué pueden hacer los estudiantes en cada uno, posibilitan seguir sus
procesos globales de aprendizaje de la funcién cuadratica (Bressan y Gallego, 2011). Este
principio se evidencié en la conjuncién de las situaciones y de la forma de organizar el
aula. En las situaciones se miré al permitir que los estudiantes comiencen matematizando
un contexto de la realidad, luego analicen el comportamiento del proceso de variacién
implicado; y con ello reconozcan la matematica involucrada, la funcidon cuadratica. En la
forma de organizar el aula, se observd durante los momentos de interaccién en equipo y
grupal, que favorecid la discusién de los modelos construidos y las reflexiones generadas
en la solucion de las situaciones, admitiendo cambios de niveles de comprensién de los
modelos en los estudiantes, transitando de modelos asociados al contexto de las
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situaciones de variacion, hasta alcanzar los mas formales de la matematica, asociados con
la funcidn cuadratica.

e) Principio de interaccion

El principio de interaccidn se manifesté de dos maneras en el aula, en equipo y la grupal.
La de en equipo, se desarrollé en grupos de tres estudiantes, donde interactuaban vy
decidian que estrategias iban a usar en la resoluciéon de la situacién. La grupal, se
desenvolvido mediante plenarias, en las que se favorecio la discusién de toda la clase y el
trabajo en grupo. Esta interaccion ofrecid a los estudiantes la oportunidad de compartir y
discutir sus ideas y estrategias con los demas.

Se reconoce que las interacciones grupales favorecieron discusiones y reflexiones entre
los estudiantes, a su vez, que convergieran en procedimientos y herramientas. Puesto que
su actividad en equipo evidencid tanto el uso de modelos matematicos diferentes como
de ritmos de trabajo.

f) Principio de interconexion

El principio de interconexién se asocié en la actividad de los estudiantes, pues ante la
necesidad de organizar o estructurar matematicamente las situaciones, pudieron
intervenir de manera transversal —ademds del concepto funcidon cuadratica— tipos de
razonamiento, procedimientos, aspectos conceptuales, herramientas y términos
matemadticos (ver apartado 4.4 de este documento), que fueron temas de Aritmética,
Algebra, Geometria Plana y Geometria Analitica.

5.3. Anadlisis preliminar

El analisis preliminar, anticipo qué modelos matematicos emergerian en las explicaciones
de los estudiantes en el proceso de solucién de las situaciones de variacion, asi como de
reflexiones que llevarian a cabo en torno a ello. Se organiz6 por formas de
matematizacién y por niveles de comprensién. En la tabla 5.1 se muestran los modelos
gue se anticiparon por situacién. Esta misma organizacion se siguid para la presentacion
de la caracterizacion del proceso de matematizacion desarrollado por los estudiantes. Este
analisis, permitié inferir que S1 y S2 podian solucionarse por varias vias y modelos
matematicos.

Las reflexiones que se previeron se centraron al qué, cdmo y cuanto varia eso que varia,
en cada proceso de variacion analizado (S1, S2).
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Andlisis Preliminar. Modelos anticipados A

¢ Desarrollado de la funcién ¢ Desarrollado de la funcién
cuadratica cuadrdtica

¢ Algebraico obtenido por
recomposicion de la figura
(forma 2)

¢ Algebraico obtenido por
recomposicion de la figura
(forma 1)

¢ Algebraico obtenido mediante
teorema de Pitagoras

¢ Algebraico obtenido mediante
diferencias de dreas

Formal

General * Algebraico

® Gréfico ® Gréfico

Referencial o Tabular e Tabular

* Aritmético obtenido por

recomposicion de la figura

(forma 2)

¢ Aritmético obtenido por

recomposicion de la figura

Situacional | (forma 1)

o Aritmético obtenido mediante

el teorema de Pitagoras

o Aritmético obtenido mediante

diferencias de dreas

* Geométrico v
S1. Cuadrados y areas S2. Promocion de un video club

|e3NIDA uoidezijewale|n

* Aritmético procedimental

a
v

Matematizacion Horizontal

Tabla 5.1. Modelos anticipados del andlisis preliminar.

5.4. Proceso de matematizacion desarrollado por los estudiantes

El proceso de matematizacidn desarrollado por los estudiantes, se analizé y caracterizd
considerando los modelos anticipados (descritos en el analisis preliminar) y los principios
fundamentales de la EMR. En ese proceso, se reconocieron aspectos clave como: a)
conocimientos matematicos informales, b) modelos matematicos, c¢) Reflexiones
estudiantiles, sobre el comportamiento de una variable en dependencia de otra, y; d) las
formas de matematizacion.

5.4.1. Conocimiento matematico informal

El conocimiento matematico informal puesto en juego por los estudiantes se articuld a
tépicos de Aritmética, el Algebra, Geometria Plana y Geometria Analitica. Lo usaron como
herramienta para interpretar, esquematizar y dar soluciones particulares a las situaciones.
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Entre los conocimientos informales identificados como base de toda su actividad para
cada situacion, fueron:

S1. Teorema de Pitagoras (TP) y Diferencias de Areas (DA).
S2. Producto de Factores (PF).

La naturaleza de este tipo de conocimientos, estuvo vinculada con el contexto y con la
manera en como se planted cada situacion. Evidencia de ello, fueron los usados en el
proceso de solucién de la situacidon Cuadrados y dreas (S1, expresada en un contexto
geomeétrico), pues TP y DA, fueron el medio por el cual lograron establecer relaciones
matemadticas desde un contexto geométrico, entre los datos conocidos y desconocidos de
la situacién, como fueron las medidas de los lados y de las areas de figuras geométricas.
Dichas relaciones las expresaron aritméticamente para dar soluciones cuantitativas de
casos particulares; y finalizaron con sus expresiones algebraicas que generalizaban su
procedimiento.

Las relaciones matematicas que establecieron los estudiantes con TP, DA Y PF, segun la
situacion donde se uso, fueron:

a) TP, para el caso de S1, fue usado al reconocer geométricamente que los lados del
cuadrado inscrito eran a la vez la hipotenusa de los cuatro tridngulos rectangulos
congruentes, formados con los lados de ambos cuadrados. Entonces, el problema
del cdlculo del area del cuadrado inscrito lo redujeron a determinar el valor de la
hipotenusa elevada al cuadrado.

b) DA, en S1, lo usaron al reconocer geométricamente, que el area del cuadrado
inscrito podia determinarse mediante la diferencia entre la medida del area del
cuadrado circunscrito y de los cuatros tridngulos rectangulos adyacentes, los
cuales identificaron que son congruentes.

c) PF, para el caso de S2, lo usaron al momento en que reconocieron que la
recaudacidon mensual podia determinarse mediante el producto entre el costo de la
cuota y el numero de socios, cada que se daba un cierto incremento. El primero,
resultaba de sumarle al costo inicial el valor de un incremento; y el segundo, lo
obtuvieron de restarle al nimero de socios inicial, el valor del incremento.
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Funcién cuadratica

FO = R+ laxcriv4ar,

Construyen el modelo en su forma desarrollada
o polinémica de la Funcién Cuadrdtica, al
identificarla como la funcién que permitio
modelar el proceso de variacion implicado. Este
modelo se generd con base en el modelo del
nivel anterior.

Construyen modelos algebraicos para explicar el
comportamiento de la variacién de una variable
con respecto a otra, ello al generalizar los modelos
anteriores.

FC\ = (g x) (a2 x)

Construyen el modelo algebraico para explicar el
comportamiento de la variacién de una variable
con respecto a otra, ello al generalizar los
modelos anteriores.

Construyen los modelos listado de valores, tabular
y geométrico tanto para organizar las parejas de
valores de las variables del contexto de la situacién,
como para dar explicaciones de su
comportamiento.

Construyen los modelos tabular y geométrico
tanto para organizar las parejas de valores de las
variables del contexto de la situacién, como para
dar explicaciones y argumentaciones de su
comportamiento en comparacion con S1.

eran
NABCD=26" 676
OeFeH = S90cad

Construyen el modelo geométrico y el aritmético
tanto para esquematizar y establecer las relaciones
entre los datos conocidos y desconocidos del
contexto de S1, como para obtener casos
particulares de los valores de las magnitudes
variables.

a) g3~ 85 Lo S3AA%- sesy
b) 43-W e Fadp=an

&} 43-80= 33 Mige PG

Construyen un modelo aritmético tanto para
esquematizar y establecer las relaciones entre
los datos conocidos y desconocidos del contexto
de S2, como para obtener casos particulares de
los valores de las magnitudes variables.

S1. Cuadrados y areas

S2. Promocion de un video club

Modelos asociados al

A

Matematizacion Horizontal
Tabla 5.2. Modelos matematicos construidos por los estudiantes
En su proceso de matematizacion de las situaciones.

v

Modelos para

Modelos de la situacion

Modelos que esquematizan y son cercanos al

conocimiento
matematico formal

resolver otras

contexto de la situacion

situaciones
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Los modelos matematicos construidos a lo largo de su actividad matematica, para reflejar
los aspectos fundamentales de conceptos y estructuras matemadticas relevantes para las
situaciones de variacion, fueron: el geométrico, aritmético, tabular, grdfico y algebraico
(forma factorizada y desarrollada), algunos de los modelos que construyeron se muestran
en la tabla 5.2.

Al comparar los modelos construidos en S1 y S2 por nivel de comprension, se observan
diferencias en su uso (ver tabla 5.2). En el nivel referencial por ejemplo, el modelo grafico
fue empleado en S1 para representar el comportamiento del proceso de variacion del
area del cuadrado inscrito en otro, al modificar la distancia entre los vértices Ay E; en él
observaron que se trataba de una variacién cuadrdtica. En cambio en S2, fue usado tanto
para representar el comportamiento del proceso de variacién de la recaudacién mensual
al variar el incremento que se le hace a la cuota, como para evidenciar que se trataba de
una variacién cuadratica tal como sucedié en S1. Esto mismo sucede contrastando los

demas modelos usados en S1vy S2.

5.4.3. Reflexiones estudiantiles, sobre el comportamiento de una variable
en dependencia de otra

Las situaciones de variacion provocaron en los estudiantes cuestionamiento en torno al
qué, cédmo y cudnto cambia, eso que varia. Con base en ello reconocieron para cada
cuestidn, los aspectos siguientes:

éQué varia?

(1) Las magnitudes variables del contexto

(2) La relacion de dependencia entre las dos variables

(3) Elintervalo de variacidon de la variable independiente

(4) El punto donde el proceso de variacion se hace cero (o se anula)

é¢Como varia?

(5) La relaciény regla de correspondencia univoca entre los valores de las variables
(6) El valor mdximo o minimo de la variacion
(7) Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento del proceso de variacion
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(8) La simetria de los valores del proceso de variacion

(9) La curva de la variacién, es una pardbola (que se abre hacia arriba o hacia
abajo)

(10) La continuidad de los valores de la variable independiente

éCuanto varia?

(11) Medicion del cambio y del cambio de segundo orden (calculo de las primeras y
segundas diferencias, respectivamente)
(12) El comportamiento del cambio de segundo orden, es constante.

Estos aspectos formaron parte de las explicaciones y significados que sustentaron o
acompafaron a los modelos matematicos usados para analizar y resolver las situaciones.

5.4.4. Formas de matematizacion. Horizontal y Vertical

El proceso de matematizacion progresiva en la EMR, radica en que los estudiantes deben
comenzar por matematizar un contenido o tema de la realidad para luego analizar su
propia actividad matematica. Este proceso se analizé (en el contexto de la EMR), bajo dos
formas:

e Matematizacion horizontal, consiste en convertir un problema contextual en un
problema matematico, basdandose en la intuicién, el sentido comun, la
aproximacion empirica, la observacion, la experimentacién inductiva.

e Matematizacion vertical, ya dentro de la matematica misma, que conlleva
estrategias de reflexidn, esquematizacién, generalizacidon, prueba y simbolizacién,
con el objeto de lograr mayores niveles de formalizacién matematica.

En este proceso la EMR admite que los estudiantes pasan por cuatro niveles de
comprension: situacional, referencial, general y formal, unidos al uso de estrategias,
modelos y leguajes de distinta categoria cognitiva, sin constituir una jerarquia
estrictamente ordenada (una explicacion mas amplia puede verse en capitulo 2).

Ubicandonos en el proceso de matematizacion desarrollado por los estudiantes al
modelar situaciones de variaciéon asociadas al concepto de funcidén cuadratica, el trayecto
gue siguieron en su proceso constructivo de aprendizaje, se caracterizé como sigue:
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a) Matematizacion horizontal. Partieron de contextos realistas de situaciones de
variacion, asociado a conocimiento matematico informal en el sentido de la EMR
(TP, DA Y PF) y modelos matematicos (como el geométrico y aritmético) para
organizar los procesos de variacién analizados. Con base en ellos, reconocieron el
qué varia en ese proceso. Asi también, determinaron algunos valores de las
variables involucradas. Esta forma de matematizacion reconocida en los
estudiantes, desde la EMR queda caracterizada en el nivel situacional (véase tabla
5.3).

b) Matematizacion vertical. El proceso de matematizacidn progresiva bajo esta
forma, permitié reconocer que los estudiantes se centraron a analizar el cémo
varia y cuanto varia eso que varia en cada proceso de variacion (S1 y S2), dando
paso tanto al uso de modelos como al reconocimiento de las caracteristicas de una
variacion cuadratica. Entre los modelo, destacan el tabular, grafico y algebraico.
Por cuanto a las caracteristicas, reconocieron: un valor maximo o minimo, valores
simétricos, que la curva de la variacidon es una parabola, mediciéon del cambio,
entre otras. Todo ello, contribuyd a que se reconociera por los estudiantes, que las
caracteristicas y modelos obtenidos, se asociaban a la funciéon cuadratica. Esta
forma de matematizacién, desde la EMR queda caracterizada con los niveles
referencial, general y formal (véase tabla 5.3).

La tabla 5.3 resume el proceso de matematizacion desarrollado por los estudiantes en
cada situacion (S1 y S2). Presenta groso modo procesos globales de aprendizaje bajo las
dos formas de matematizacion y de los cuatros niveles de comprension. Los niveles son
usados como una guia para evidenciar dicho proceso, sin que ello signifique que éste haya
sido lineal y/o jerarquico. Por el contrario, los resultados muestran que los procesos
cognitivos de los estudiantes transitan por diferentes niveles, revelando que son
dinamicos y no jerarquicos.
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Funcidn cuadratica
Se identifica a la funcién cuadratica como una
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modelo obtenido en el nivel anterior. S
Se identifica a la expresion como una féormula a>3
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Matematizacién Horizontal
Tabla 5.3. Resumen del proceso de matematizacion desarrollado
por los estudiantes al modelar las situaciones de variacion.

6 Se hace referencia a los niimeros que corresponden a los aspectos de variacidn ubicados en el apartado
5.4.3, analizados en cada situacion.
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5.5. Proceso de matematizacion: estudio empirico vs teoria

Los resultados del estudio empirico permitieron describir el proceso de matematizacién
(tabla 5.3) desarrollado por estudiantes al modelar las situaciones. En contraste con el
esquema que en la teoria de la EMR reporta sobre el proceso de matematizacién (figura
5.1), se observa que los niveles de comprension de la figura, se muestran como entidades
separadas “cuyo pasaje esta favorecido por la reflexion sobre los logros del nivel anterior”
(Bressan y Gallego, 2011, p.7). Esto deja en un segundo plano el dinamismo entre los
niveles, observado en la actividad de los estudiantes. De ahi que se propuso una re-
organizacién del esquema con base en el estudio empirico.

/ FORMAL / — Cora e

REFLEXION

/  GENERAL /- pooR©

Educacion Matematica Realista

REFLEXION

/ REFERENCIAL / o} “MODELO DE"

REFLEXION

(Historia de la Matemética — Producciones propias)

4——— MATEMATIZACION VERTICAL ——

CONTEXTO

=
2
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=
w
=
=
w
3

1
=
Q
O
:
w
=
=

™
2]
2
3
o
'§

\

4——————— MATEMATIZACION HORIZONTAL ——

Figura 5.1. Esquema del proceso de matematizacion progresiva en la EMR tomado
de Bressan y Gallego (2011).

El estudio empirico da evidencia de que son las reflexiones, las interacciones, la guia del
profesor, el tipo de contextos, el numero de situaciones, los conocimientos previos y los
modelos matemdticos, los elementos que permiten alcanzar los niveles mas altos de
compresiéon de modelos. Los cuales estuvieron presentes en el proceso de matematizacion
de los estudiantes, desde que comenzaron a interpretar y explicar las situaciones de
variacion con contexto realista, hasta que alcanzaron la formalizacidon del conocimiento
matematico en cuestion.

Se distingue que durante el desarrollo de las situaciones, los estudiantes se ubicaron en
mas de un nivel de comprension a la vez. Por ejemplo, podian estar construyendo una
expresion algebraica que generalice y exprese la regla de correspondencia univoca entre
las variables de la situacion y explicarlo a la par con el conocimiento informal y con el
contexto de la situacién que le dié origen. Es por ello, que bajo el estudio empirico

127



Capitulo 5. Discusion de los Resultados

desarrollado, se propone un esquema (figura 5.2) del proceso de matematizaciéon en
donde los niveles de comprensién se muestren uno dentro del otro, hasta alcanzar la
formalizacion del conocimiento, y es cuando los estudiantes se desprenden del contexto
de la situacion.

En el esquema propuesto se resaltan ademas, estos dos mundos que coexisten cuando se
habla de modelacién matematica (Arrieta y Diaz, 2015), solo que a diferencia de lo
planteado por estos autores, los dos mundos dentro del proceso de matematizacién tiene
un instante donde se separan o dejan de coexistir, pues se tiene un interés particular de
partir del mundo de situaciones con contexto realista hacia el mundo de la matemdtica

escolar.
L
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Matematizacion Horizontal

Figura 5.2. Esquema del proceso de matematizacion de situaciones de variacién con contexto

realista, propuesto bajo el estudio empirico.

5.6. Aporte del proceso de matematizacion de la funcion cuadratica en el
ambito escolar

La modelacion matematica vista como un proceso de matematizacion, se considera que
aporta como una via para el desarrollo de competencias, asi como para el aprendizaje de
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la funcion cuadrdtica en lo escolar, al ser compatible con algunos de los planteamientos

del Programa de Estudios de Matematicas IV del bachillerato en México:

a)

b)

El tipo de situaciones de modelacion propuestas. Estas promovieron en los
estudiantes el uso de la matemdtica como una herramienta para interpretar y
explicar situaciones de variacion con contexto realista, con el fin de dar
resoluciones a los problemas o cuestiones planteadas. Estas situaciones,
presentaron como trasfondo la construccion del concepto funcién cuadratica. La
figura 5.3 indicado con 1 y 4 muestra la compatibilidad con el programa de
estudios de Matematicas IV de lo abordado sobre el concepto funcién cuadratica,
de la realidad admitida y lo que promueven las situaciones propuestas en el
estudio.

Rol del profesor y del estudiante. El rol del profesor fue de guia y mediador entre
los estudiantes y las situaciones; entre los estudiantes entre si y entre sus
producciones matematicas. El rol del estudiante fue como un sujeto que participa,
junto con otros, en la organizacion matematica de situaciones reales, mediante la
generaciéon de modelos matemdticos. Estos roles se asemejan a los planteados con
la nueva reforma educativa, parte de la evidencia se encuentra en la figura 5.3
indicado con el nimero 3.

c) Transversalidad con las demds asignaturas de la matematica. La modelacién

d)

matematica promovida con las situaciones, favorecid que los estudiantes se
valieran de sus conocimientos previos relativos a la Aritmética, el Algebra, la
Geometria Plana y la Analitica. En la figura 5.3 se indica con 2 y 4, las competencias
a desarrollar que demanda el uso de algunos temas de sus cursos previos de
matematicas, asi como el uso de situaciones reales hipotéticas con contextos de
otras areas disciplinarias.

Promocion de competencias. En conjunto con las situaciones de variacién y la
accién guiada del profesor, se promueve en los estudiantes al desarrollo de
capacidades de interpretacién y de explicacion de la realidad usando como
herramienta a la matematica, en un ambiente de interaccion social. En la Figura
5.3 indicando con 2, 3 y 4, se sefialan algunas competencias (genéricas vy
disciplinares) que en el curso de Matematicas IV se deben abordar y que se
desarrollaron en los estudiantes con el estudio empirico.
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Bloque Nombre del Bloque Tiempo asignado
1 EMPLEAS FUNCIONES POLINOMIALES DE GRADOS CERQ, UNO YDOS 10 horas

Desempenos del estudiante al concluir el bloque

Compara el modelo general de las funciones polinomiales con los de funciones particulares y/o determina si corresponden a dicha clase de funciones.

Identifica la forma polinomial de las funciones de grados cero, uno y dos, asi como sus grificas respectivas.

Determina si la situacién corrcspondc aun modelo de grados cero, uno y dos, cmplc:mdo criterios de comportamiento de datos en tablas, dl:scripcién de enunciados, tipos. de gréﬁcﬂs
y regularidades particulares observadas.

Emplea los modelos lineales y cuadriticos para describir situaciones tedricas o pricticas que implican o no, razones de crecimiento o decrecimiento constante que se asocien con el

modelo.

Objetos de aprendizaje Competencias a desarrollar

Modelo  general de las  funciones [Se conoce y valora a si mismo y aborda problemas y retos teniendo en cuenta las habilidades previas para comprender el modelo gcncm.ll

polinomiales. de las funciones polinomiales.

Forma polinomial de funciones de grados:| Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos mediante la utilizacion de argumentos sustentados en una base

cero uno y dos. bibliografica.

Representacién grifica de funciones de||Propone soluciones a problemas a partir de modelos establecidos para las funciones de grados: cero, uno y dos. |

grados: cero, uno y dos. Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos para resolver ejercicios de funciones de diferentes grados (cero, uno y dos). v

Caracteristicas de las funciones polinumialcsl Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad, valores, ideas y pricticas sociales, dentro y fuera del aula.

de grados: cero, uno y dos. Construye e interpreta modelos matemiticos mediante la aplicacién de procedimientos aritméticos, algebraicos, y grificos para la

Pardmetros de las funciones de grados: cero, fcomprensién y andlisis de situaciones reales hipotéticas en donde se integren las distintas dreas (ciencias experimentales, sociales,

uno y dos. lecondmico-administrativo). '5

Figura 5.3. Esquema del contenido del Bloque Ill de Matematicas IV,
retomado del programa de estudios de bachillerato (SEP, 2013, p. 23).

5.7. Futuras investigaciones
En este estudio abre camino para futuras investigaciones que se centren en:

a) Los tipos de razonamientos que los estudiantes usan en el proceso de
matematizacion de la realidad y su implicacion en el mismo.

b) El impacto que tiene el uso de la tecnologia en los proceso de matematizacion de
los estudiantes al modelar situaciones de variacidn con contexto realista.

c) Poner aprueba (o refinar) la caracterizacién del proceso de matematizacién
obtenido en este estudio, pero ahora considerando situaciones con contextos de la
realidad auténtica.

5.7. Reflexiones finales

El objetivo de la investigacidn fue caracterizar el proceso de matematizacién desarrollado
por estudiantes de bachillerato al modelar situaciones de variacidén con contextos realistas
en el marco de la funcién cuadratica. Los resultados obtenidos muestran que dicho
proceso, se desarrolld6 de forma gradual, partiendo de los contextos realistas de las
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situaciones de variacion hasta reconocer algunas caracteristicas y representaciones
asociadas a la funcién cuadrdtica, ello desde una mirada variacional. En ese proceso se
identificd que S1 contribuyd en la realizacidén de S2, pues en esta ultima se observan mas
reflexiones en torno al comportamiento de los valores de la variacién, asi como de los
modelos matemadticos construidos, bajo la necesidad de evidenciar que el concepto
matematico que estd detras es la funcidn cuadratica.

El conocimiento matematico informal en la actividad de los estudiantes, estuvo asociado a
aquel conocimiento previo que les permitié establecer relaciones matemadticas con los
datos conocidos y desconocidos del contexto de la situacidon. Y el conocimiento
matematico formal, se asocid con las caracteristicas y representaciones matematicas que
dieron muestra del concepto funcidén cuadratica desde una mirada variacional.

Los resultados alcanzados, se reconocen que estuvieron en funcidn del tipo de contextos
de las situaciones, los conocimientos previos de los estudiantes, la guia del profesor, la
organizacion de la clase, las reflexiones y las interacciones promovidas en el aula de
matemdticas. Estos aspectos deben tener implicacion en el aula de clase cuando se piense
en situaciones o tareas de modelacidon donde se promueva un proceso constructivo de
aprendizaje de algin conocimiento matematico.

Uno de los aspectos clave en el proceso de matematizacion son las reflexiones. Dentro de
la EMR se establece que éstas permiten a los estudiantes transitar por diferentes niveles
de comprensidn, sin embargo no admite el cdmo promoverlas. A partir del presente
estudio y de los resultados obtenidos, se propone que al momento de trabajar el proceso
de matematizacidn asociado a la funcion, se debe trabajar con situaciones de variacién y
cambio; y centrar a los estudiantes a reflexionar el qué, cdmo y cuanto varia, eso que varia
en cada situacidon. Una guia de los posibles aspectos a analizar para cada cuestién se
encuentra en el apartado 3.4.2 de este documento.

Las situaciones propuestas en el estudio, son de modelacion, pero no desde cualquier
perspectiva, sino desde una realista, mas aun desde la concepcién admitida en la EMR.
Esta perspectiva tedrica considera un analisis fenomenolégico didactico y presenta una
serie de principios que ayudaron en el disefio tanto de las situaciones como de la forma de
organizar el aula. Se identific6 como una metodologia para la elaboracién de situaciones o
tareas de modelacidn, las cuales lleven a los estudiantes a matematizar u organizar un
contenido o tema de la realidad para luego analizar su propias actividad matematica
(Bressan, 2011).
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Los contextos realistas usados en las situaciones fueron acordes con la “realidad” admitida
en la EMR. Sin embargo, se consideré como una limitante del estudio, pues poco “evocd”
la experiencia extraescolar de los estudiantes, lo cual se reflejé6 en el conocimiento
matematico informal que los estudiantes usaron en la resolucién de las situaciones,
puesto que fue muy matemadtico. Quedando la cuestién abierta del qué pasaria con el
proceso de matematizacion de la funcién cuadratica si se considera partir de contextos
mas realistas o auténticos en el aula de clase.

Finalmente, el aporte que se hace al curriculo de matematicas, es que esta mirada de
modelacion matematica admitida en el estudio, promovié en los estudiantes el desarrollo
de competencias (genéricas y disciplinares), y resulté compatible con el papel del profesor
y del estudiante, la transversalidad con otras tépicos de matematicas y la mirada que se
tiene de la matemadtica como herramienta para interpretar y explicar situaciones reales,
planteados en el mismo.
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