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Resumen

En este trabajo se estudia una generalizacion de la ecuacién de Black-Scholes, la cual es
utilizada ampliamente para determinar el valor tedrico de opciones, que son de gran interés
en el ambito economico. Nosotros cambiamos la derivada ordinaria en el tiempo por una
derivada fraccionaria de orden 0 < o < 1. La aportacion principal de este trabajo consiste en
adaptar las ideas principales del Método de Fokas, para construir una representacién integral
de la solucién de un problema de valor inicial y de frontera para la ecuacién generalizada
de Black-Scholes. En general, el Método de Fokas consiste en utilizar las propiedades geo-
métricas del simbolo del operador diferencial, para construir una representacion integral de
soluciones para problemas de valor inicial y de frontera en ecuaciones diferenciales parciales.
Una propiedad muy importante que se obtiene por el método antes mencionado es la conver-

gencia absoluta de las integrales involucradas en la soluciéon del problema en cuestion.



Abstract

In this work, we study a generalization of the Black-Scholes equation, which is widely
used to determine the theoretical value for options, a financial derivative of great interest in
the economic sphere. We change the derivative of order one in time by a fractional derivative
of order 0 < v < 1. The main contribution of this work consist in adapting the basic ideas
of the Fokas method, in order to construct an integral representation for solutions of the

corresponding initial bundary-value problem.
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Introduccion

En 1973 Fisher Black y Myron Scholes propusieron en [1] un modelo tedrico para deter-
minar el valor de opciones europeas y americanas del tipo call o put, en activos que no pagan

dividendos. El modelo antes mencionado se basa en la ecuacién diferencial

ov 1, ,0%V oV B N
87_—1-205852—1—7‘585 rV =0, (S,7) € R™ x [0,T],

donde V(S,7) es el valor de la opcién, S es el precio del activo subyacente, T es el tiempo,
T es la fecha de expiracién, o es la volatilidad subyacente y r es el interés libre de riesgo. La
ecuacién anterior se conoce como ecuacion de Black-Scholes.

Un gran ntmero de trabajos se han dedicado a estudiar el modelo de Black-Scholes desde
diferentes puntos de vista, por ejemplo en [2] resuelven la ecuacién aplicando un método
numérico al momento de calcular la transformada inversa de Laplace, en [3] dan un método
directo para hallar una representacién integral de la solucion, en la cual utilizan la transfor-
mada de Mellin, y en [4] se muestra como obtener la solucién a partir de la funcién de Green
de la ecuacién de difusion. Por otro lado, algunos autores han generalizado éste modelo, reem-
plazando el movimiento Browniano geométrico por el movimiento Browniano fraccionario, en
la deduccién de la ecuacién de Black-Scholes, [5], [6], [7].

En las dltimas décadas el calculo fraccionario ha despertado un gran interés en la comu-
nidad cientifica, debido a sus aplicaciones en diferentes areas de investigacion, tales como la
economia, fisica, mecdnica, quimica, entre otras. En comparacién con las derivadas estandar
de orden entero respecto al tiempo, las derivadas de orden fraccionario se caracterizan por
tener memoria; es decir, la tasa de cambio de una funciéon cerca de un punto es afectada
por el pasado en el dominio de definicién, en lugar de sélo una vecindad del punto. Existen
algunos trabajos, que al igual que nosotros, han estudiado una generalizacion de la ecuacién

de Black-Scholes, la cual se obtiene al cambiar la derivada parcial en el tiempo por una



derivada fraccionaria. Por ejemplo, en [8] utilizan la transformada de Laplace para encontrar
una solucién de esta generalizacién, en [9] dan una solucién numeérica utilizando el método de
diferencias finitas, en [10] utilizan dicha generalizacién de Black-Scholes para construir una
ecuacion que determine el precio de opciones de doble barrera.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente manera: En el capitulo 1, se daran los
rudimentos necesarios que seran utilizados durante el desarrollo del trabajo. Se describe
un modelo de valoraciéon de opciones. Ademas, se dan las definiciones de algunas funciones
especiales, sus caracteristicas mas relevantes y representaciones con integrales de contorno.
Al final del capitulo se presenta la derivada fraccionaria y la transformada de Laplace. En
el capitulo 2, utilizando el Método de Fokas [11], se construye la funcién de Green para la
ecuacion de Black-Scholes clasica y haciendo uso de las ideas del Método Fokas, se construye
la funcién de Green para la ecuacién de Black-Scholes generalizada con derivada fraccionaria
en el tiempo.

Finalmente, se da una pequena conclusion del trabajo y se proponen algunos nuevos retos,

los cuales son consecuencia de las aportaciones que se han hecho aqui.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo, se darén las herramientas y conceptos que son de utilidad en el desarrollo

del presente trabajo.

1.1. Valor de una opcion

En esta seccion se habla de algunos conceptos y situaciones que ayudan a entender acerca

de lo que estudia un modelo de valoracién de opciones, como lo es el modelo de Black-Scholes.

Definicién 1.1.1 Una opcion es un contrato por el que se otorga el derecho a comprar
o vender "algo”(cominmente llamado subyacente) a un precio determinado en un periodo

de tiempo determinado.

Definicién 1.1.2 El precio fijado en el contrato al que se otorga el derecho de compra o
venta se denomina precio de ejercicio. El periodo de tiempo de dicho contrato se denomina
periodo de vida o tiempo a vencimiento de la opcion, y la fecha en la que dicho contrato

expira se denomina fecha de vencimiento.

Definicién 1.1.3 La opcion por la que se otorga el derecho de compra se denomina opcion

call. La opcion por la que se otorga el derecho de venta se denomina opcion put.

Definicién 1.1.4 Una opcion es de estilo europeo si solo se puede ejercer al final de la fecha
de vencimiento. Y es de estilo americano si la opcion se puede ejercer en cualquier momento

en el periodo de vida del contrato.



El siguiente ejemplo ayuda a esclarecer los conceptos antes mencionados.

Ejemplo 1.1.5 Suponga que desea comprar un smartphone que tiene un valor de $8000.00,
pero debido a la demanda, este no se encuentra en existencia. Sin embargo, le dicen que
tendrdn disponibles estos aparatos dentro de 3 meses, por lo que la distribuidora le ofrece el
siguiente trato: Al cabo de 3 meses se le respetara el precio del smartphone de $8000.00 a
cambio de que usted pague en este momento una cantidad de $200.00, por tener derecho a
este privilegio, con la garantia de que al cabo del término del trato usted decide si comprar o

no comprar el teléfono.

El ejemplo anterior hace referencia a la adquisicion de una opcién europea del tipo call, con
un precio de ejercicio de $8000.00 y tiempo de vencimiento de 3 meses. La siguiente grafica

muestra las posibles ganancias o perdidas que se pueden generar al adquirir esta opcion.
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Figura 1.1: Gréfica de ganancias y perdidas al adquirir una opcién

Como se puede observar en la gréfica, si el smartphone al término del contrato tiene un
precio en el mercado menor a $8200.00, entonces no hacemos valida la opcidn, es decir, no

compramos el teléfono a un precio de 8000.00, por lo que se podria decir que se tendra una



"perdida”de $200.00, que fue lo que se invirtié en el contrato. Por otra parte, si al vencimiento
de la opcion el precio en el mercado del smartfhone es de $8200.00, entonces da igual si se
ejerce o no la opion, ahora si resulta que el precio del smartphone en el mercado es superior a
$8200.00 al cabo de los 3 meses, entonces légicamente se ejerce la opcion, obteniendo asi una
”ganancia”.

Algo que es preciso notar en el ejemplo, es el precio del contrato, es decir, el precio de
la opcién. Entonces la pregunta importante es: ;Cual es el valor de una opciéon?. El

siguiente ejemplo nos da una idea de esto.

Ejemplo 1.1.6 Suponga que actualmente una determinada accion estd cotizada en 20 unidades.
Suponga ademds que dentro de un periodo determinado su precio final tiene las siguientes

probabilidades:

Precio final 53 10 15 | 20 25 | 30| 35
Probabilidad | 0.04 | 0.1 | 0.18| 0.36 | 0.18 | 0.1 0.04

Ahora, con estas probabilidades, suponga que se compra una opcion call, sobre la accion
mencionada, con un precio de ejercicio de 20, entonces solo se obtiene beneficios al ejercer
el contrato cuando la accion se cotice en 25, 30 o 35, descartando los precios por iguales o

menores que 20. Asi, calculando el valor esperado se tiene
0.18 x (25 —20) 4+ 0.10 x (30 — 20) + 0.04 x (35 — 20) = 2.5.

Luego, tomando en cuenta el costo de financiamiento, por ejemplo, un interés anual del 3%

con fecha de vencimiento de 3 meses, entonces el precio de la opcion serd de
2.5 — 2.5 x 0.0075 = 2.48125.

Ahora, piense que se tiemen expectativas altas acerca de los precios de la accion, por

ejemplo:

Precio final S5 | 10| 15 20 | 25 | 30| 35
Probabilidad | 0.05 | 0.1 0.2 0.536 | 0.25| 0.5 | 0.1

De igual manera que antes, considere que se compra una opcion call con precio de ejercicio

de 20 a un tiempo de vencimiento de 3 meses, teniendo un costo de financiamiento del 3 %



anual, entonces procediendo igual que antes se tiene
0.25 x (25 —20) + 0.3 x (30 — 20) + 0.1 x (35 — 20) = 5.75.
Por lo que el precio de la opcion en este caso serd
5.75 — 5.75 x 0.0075 = 5.706875.

Se puede notar, que el precio de la opcion depende en gran parte de los cambios que sufre

el precio de la accion durante el tiempo que dura el contrato.

Un modelo de valoracion de opciones se encarga de, dadas ciertas condiciones del mercado,
determinar el precio tedrico de una opcién. Los parametros mas comunes de este tipo de

modelos son:

= Precio de ejercicio.

Constante a lo largo de la vida del contrato.

» Tiempo de vencimiento.

Fecha fija.

= Precio del subyacente.

Precio cambiante a lo largo de la vida del contrato.

= Tipo de interés.

Se aplica sobre el tiempo de vida de la opcién, cominmente un interés libre de riesgo.

= Volatilidad.

Velocidad con la que el precio del la subyacente cambia.



1.2. Funciones especiales

En esta seccion, se enunciaran y se daran propiedades de ciertas funciones que se utilizan

a lo largo del trabajo, las cuales dada su importancia merecen resaltarse.

1.2.1. Funciéon Gama

La funcion Gama es una de las funciones especiales mas importantes en varias areas de
estudio, pues juega un papel importante en el desarrollo de algunas teorias, tal es el caso del

calculo fraccionario.

Definicién y propiedades

A continuacién se dard la definicién y algunas propiedades relevantes de la funcion Gama.
Definicién 1.2.1 La funcion I' : (0,00) — R definida por
['(z):= / t"te~tdt
0
es llamada funcion Gama de Euler.

Como se puede observar, el exponente x — 1 no debe tomarse a la lijera, por lo que se da el

siguiente teorema.
Teorema 1.2.2 La funcion Gama estd bien definida para x > 0.

Demostracion.

De la definicion, se divide la integral como sigue

1 00
['(x) = / t"te7tdt + / t"temldt.
0 1

» Primero se analizara la convergencia de la primera integral. Asi, dado que ¢ > 0, entonces

1 1
/ t*te7tdt < / t*~Ldt,
0 0

1 1 1
t 1 e\ 1
/ £t = lm | 7 ldt = lim —| = lim (—+€—) .
0 c e—=0t \ T €T €T

e—01 J, e—~0T I

0 <e <1, porlo que

ahora, para x > 0 se tiene que




Por otro lado, si x = 0, entonces

1

1 1
1
/tx‘ldt:/ t7'dt = lim [ —dt = lim In(t)
0 0 €

tm o f3 Jim = lim (In(1) — In(¢)) — oo.

e—0t

Si xz < 0, entonces

1

1
= lim —(1 — €*) — 0.
e—0t T

1 1 1
/ t*~ dt = lim 7Lt = lim —¢*
0

e—0t € e—0t T

1

Por lo tanto, la integral [¢*~'e~'d¢ converge para x > 0.
0

o
» Ahora falta ver que sucede con = > 0, en la integral [t~ te~'d¢. Para lo cual se consideran
1
loscasos 0 <z <1y1l<ux.
Para 0 < z < 1 se tiene que la funcién 7% es creciente, pues su derivada (1 — z)t™% es

positiva, entonces, t'=% > 1, es decir, t%f < 1, por lo tanto, se tiene

[ee) [e.e] —t oo r
/ t" e tdt = / ;——xdt = / e’tdt =1lim [ eldt=—lim(e" —e ) ="
1 1 1

T—00 1 T—00

Para x > 1, sea n la parte entera de z, entonces aplicando integracién por partes n veces, se

tiene

/100 Tt =Tt (e —1eT o+ (r = )(@—2) - (z—n— 1) (/100 6_ttx_n_1) |

Luego 0 < x —n < 1y como antes, la integral

/ 6—ttm—n—1

1

/ et rdt
1

es acotada para x > 1y 0 < x < 1. Por lo tanto, la funcion Gama esta bien definida para

se puede acotar. Asi,

x > 0.
¢
Observese que inmediatamente de la definicién de la funciéon Gama se tiene que I'(1) = 1.
Ademds como se pudo ver, la funcién Gama se manipula bien con integracion por partes, lo

que conduce al siguiente teorema.



Teorema 1.2.3 Six > 0 entonces I'(x + 1) = aI'(x).

Demostracion.

Por definicién de la funcién se tiene

I'z+1) = / te " dt
0

= lim lim tYetdt
e—=0t r—oo [,

= Ilim lim (—txe_t}rjt/ :)stx_le_tdt)
e—0t r—oo € c

= Ilim lim (—rxe_’"+exe_e+/ :ztx_le_tdt)

e—0tT r—oo

T
= gz lim lim [ t* ‘e 'dt
e—0t r—oo c

= z['(z).

o

El resultado anterior es una propiedad importante de la funciéon Gama, pues de alguna
manera se puede decir que es una generalizacion del factorial. Ademads, note que por el

teorema anterior se puede escribir

P = 12D,

de esta forma, la funcién Gama se puede definir también en —1 < x < 0. De la misma manera

se tiene que

e +1) = %
’  D(z+2)
[(z) = m,

entonces se puede definir la funcién Gama parax >0, -1 <x <0y —2 < x < —1. Siguiendo

con el mismo razonamiento se tiene que para n € N, la funcién

B ['(z+n)
F(:C)_:E(:)3+1)---(3:—{—71—1)7

estd bien definida para {x > —k 2 #0,—1,-2,...,—k 4+ 1} . Asi, la funcién Gama se puede
extender a R\{Z~ U {0}}.
Como se puede ver, hay representationes alternativas de la funcion Gama, el siguiente

teorema nos da otra.



Teorema 1.2.4 Sea x € R\{Z~ U0}, entonces

nln®

L pearag s By e

Demostracion
Por definicién se tiene que
‘ " z—1 t "
['(x) = lim t 1——) dt,
n—oo J n

pues e~ = lim (1— L)". Asf, haciendo el cambio de variable s = £, se obtiene

n—o00 n

1
['(xz) = lim nx/ (1 —5)"s"ds,
0

n—o0

luego, integrando por partes n—veces se llega a

' g\l — nin—1)(n—2)---1
/0(1 ) d _$($+1)($+2)...(x+n)7

con lo que se tiene

nln®

N = e T e+ @rn)

&

Usando el teorema anterior, se puede dar una representacion de la funcién Gama cuando

O0<z<l.

Teorema 1.2.5 Sea 0 < x < 1, entonces

i

[(z)[(1 — z) = (1.1)

sen(mx)
Demostracion.

Por el teorema anterior se tiene

xT

nln
[(x) = ,}LIE.IO;):(x—I-l)(:)J—I—Q)(x%—n)

reordenando, se tiene

10



Asi,

n=1 n?
n=1
B -7
~ asen(rmz)’
el resultado anterior, se obtiene del hecho que Se%”) = 1] (1 — i—z)
n=1
Finalmente, dado que I'(—x) = —F(lx_x), entonces
T
INz)I'(l—2z) = .
(@) —) sen(mx)

Integral de contorno de la funcion Gama

Lo que se hace aqui, es dar una representaciéon de Gama, como una integral de contorno.
Anteriormente se dio la definicién de la funcién Gama para un x real, pero también se puede

definir para un complejo z. Entonces
Definicién 1.2.6 La funcion Gama I'(2) estd definida por la integral

[(z) = / e~ 7 dt, (1.2)

0
que converge en la parte derecha del plano complejo(Re (z) > 0).
Note que, se tiene
D(z +iy) = / e I = / et teloe®) gy
0 0
= / e~ "t" cos(ylog(t)) + isen(y log(t))]dt.
0

Como se puede observar la expresién cos(ylog(t)) + isen(ylog(t)), es acotada para toda t;

!y para la convergencia en t = 0 se debe

luego, la convergencia en el infinito se da por e~
tener x =Re(z) > 1. Los teoremas que se dieron anteriormente para la Gama con argumento

real x, son también validos para esta Gama compleja.

11



Ahora, en la definicién de la funciéon Gama (1.2), la variable de integracion ¢, es real. Si
se toma a t como complejo, entonces la funcién e*~D1°80~t tiene un punto de ramificacién
en t = 0. Cortando el plano complejo a lo largo del semieje real desde t = 0 a t = +00 se

tiene una funcién inyectiva. Por lo tanto, de acuerdo al teorema de Cauchy, la integral

/tz—le—tdt:/e(z—l)log(t)—tdt
c C

tiene el mismo valor para cualquier contorno C' que corra alrededor del punto ¢ = 0 con
ambos extremos en +o0.

Considere el siguiente contorno

Figura 1.2: Contorno C.

El cual consiste de la parte superior del borde (400, €) del corte, el circulo C, de radio € con
centro en t = 0 y la parte inferior del corte del borde (¢, +00).

Tomando log(t) real en el corte superior del borde, se tiene

tz—l _ 6(z—l) log(t) )

En el corte inferior del borde se reemplaza log(t) por log(t) 4+ 27i, entonces

tz—l _ e(z—l)(log(t)+27ri) _ 6(z—l) log(t)e(z—1)27ri _ tz—162(z—1)7ri.

12



Por lo tanto,

€ —+o0
/ e Pt = / ettt + / e WAt + 2D / ettt
C +oo ' €

Se muestra enseguida que la integral a lo largo de C, tiende a cero si e — 0. Asi, sea z = x+1iy,

y teniendo en cuenta que |t| = € en C, entonces se puede escribir

M = max }e‘yarg(t)_t} ,

teCe

donde M es independiente de t, con lo que se obtiene

/ e_ttz_ldt' < et dt = / |77 |emveret| gt
3 Ce Ce

< Mex_l/ dt = Me* ™' 21e = 2nMe”,
Ce

por lo tanto

lim [ e %> 'dt =0

e—0 C.

0 “+o00
/ e ' tdt = / ettt + 21T / ettt
C +o00 0

Usando (1.2) se obtiene

1
F = Y. _ttz_ldt. ]_3
&)= g ¢ 13)
Como se sabe la funcién €2 — 1 tiene ceros en los puntos z = 0,41, £2,.... Luego, los
puntos z = 1,2, ... no son polos de I'(z), por que en este caso la funcién e~t*~! es inyectiva

y analitica en el plano complejo(respecto a t)y de acuerdo al teorema de Cauchy

/ et dt = 0.
C

_ttz_l

Siz=0,—1,-2,..., entonces la funcion e no es un funciéon entera con respecto a t 'y

la integral a lo largo de C no es igual a cero. Asi, los polos de I'(z) son z =0, —1,-2,....

Integrales de contorno de la funcién 1/I'(z)

Lo que se hard ahora es dar representaciones integrales para 1/T'(z). Asi, para obtener

una representacion, se reemplaza z por 1 — z en (1.3), lo que resulta en

/ et dt = (=27 — 1)D(1 — 2), (1.4)

13



entonces, haciendo la sustitucién ¢ = 7e™ = —7, el corte a lo largo del semieje real positivo
en el plano complejo (t), se transforma a un corte a lo largo del semieje real negativo en el
plano complejo (7). El borde del corte inferior arg(7) = —m en el (7)—plano corresponde a
el borde del corte superior ¢t = 0 en el (t)—plano. Asi, el contorno C' se transforma en el

contorno de Hankel (Ha).

Figura 1.3: Contorno de Hankel.

Por lo tanto, se tiene

/e_tt_zdt: —/ e’ (e™'7)Fdr = —e_”i/ e’ dr.
C Ha Ha

Usando las ecuaciones (1.1) y (1.4), se obtiene

271

'(z)

Ha

Por lo tanto, se tiene la siguiente representacion integral para la funcién reciproca de la

funcién Gama:

1 1
I I 1.
T(z)  2m /Haet dr (1.5)

14



Ahora, se denota por v(e, p) (e >0, 0 < ¢ < 7) al contorno que consiste de las siguientes

partes:
l.argT=—¢p, |7 >¢
2. —p<argT<¢p, |T|=¢
3.argT=¢, |7|>e

El contorno se traza de tal manera que el arg 7 sea no decreciente. Quedando como se muestra

enseguida

G (g,9) 0 G'(e,p)

Y (€,0)

Figura 1.4: Contorno (e, ).

Como se puede observar, el contorno (e, ) divide el plano complejo 7 en dos dominios, que
se denotan por G~ (¢, @) y G (€, p) que estan respectivamente en el lado izquierdo y derecho
del contorno (e, ).

Si0 < ¢ <, entonces G~ (€,0) v Gt (¢, ) son dominios infinitos. Si ¢ = 7, entonces
G~ (€, ) se convierte en el circulo |7| < e y GT (¢, ) se convierte en el plano complejo, excepto

el circulo |7] < € y la linea |arg ¢| = 7.
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A continuacién, se ilustra una transformacion de contornos, del contorno de Hankel al

contorno (e, ):

Figura 1.5: Transformacién del contorno Ha al contorno (e, ¢).

Por lo que, se puede integrar a lo largo del contorno (e, ) en (1.5), donde 5 < ¢ < 7, es

decir, se tiene que

1 1

T
= — "% >0, —<p<m).
[(z)  2mi /y(e,w) o 5 2SS ™)

Ahora, con a < 2, se sustituye 7 = ¢'/* en la ecuacién anterior y dado que € > 0 es arbitrario,

se llega a la siguiente representacion integral

L 1 Ve r(1—2— e’

= ¢reglimEmalleg <2 — <u<mi . 1.6

['(z) 27mai / e’ ¢ ¢, (cv 5 < min{m, ra}) (1.6)
7(67/")
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1.2.2. Funcién de Mittag-LefHler

Durante los tltimos anos el interés por estudiar funciones de Mittag-Leffler ha crecido
debido a su potencial en problemas de aplicacién. La funcién de Mittag-Leffler se puede
entender como una generalizacion de la funcién exponencial, la cual con frecuencia es usada
en la solucién de ecuaciones diferenciales de orden entero. Asi, la funcion de Mittag-Leffer
resulta de manera natural en la solucién de ecuaciones integrales de orden fraccionario o
ecuaciones diferenciales de orden fraccionario. Aqui, solamente se da la definicién de la funcién

y se mencionan algunas ejemplos y resultados.

Definicién y relacién con otras funciones

La funcién de Mittag-LefHer fue introducida por G. M. Mittag-Leffler en [12].

Definicién 1.2.7 La funcion de Mittag-Leffler E.(z) con a > 0 es definida por la siguiente

serie de potencias, valida en todo el plano complejo:
o0 k

Euz):=Y m a>0,zeC. (1.7)

Después Agarwal en [13] da una generalizacién de la funcién.

Definicién 1.2.8 La funcion de Mittag-Leffler en dos pardmetros estd definida por la serie

de potencias

0 k
_ < +
Ea,ﬁ(z)_kzz()r(ak+ﬁ), a>0 BERT, zcC. (1.8)

Algunos casos especiales de funciones de Mittag-Leffler son las siguientes:

s Ey(Z) =, |z <1

1—27

» Fi(z)=¢* ze€C.

n Ey(z) =3 [cos(zi) + cosh(z%)} , z€C
m—2 &

n B (2) Zml,l (ez — Z—,) , zeC
k=0
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Representaciones asintéticas de Mittag-Lefller

A continuacién se dan algunas férmulas de representaciones asintéticas de E, 3 en forma
de teoremas. El contorno (e, ¢) y los dominios G~ (€, 9) y G~ (€, ¢) que se usan, son los que

se usaron anteriormente.

Teorema 1.2.9 Sean 0 < a < 2 y f € RT arbitrario. Entonces para un € > 0 arbitrario y

tal que
ma/2 < p < min{r, ra}, (1.9)
entonces se tiene
Eup5(z) = L / Md( z€ G (e, ) (1.10)
’ 2070 Joepy G2 ’ e
awu)zlékmmémﬂ+ 1‘/ fizgf&hg z e GH(e, p). (1.11)
’ a 2ami Joe,y G2 ’
Demostracion.
Se |z| < €, entonces
z

<1, Cenleyp).

¢

Usando la definicién de la funcién Mittag-Leffler dada en (1.8) y la representacién integral
de la funcién 1/T'(2) dada por (1.6) y teniendo en cuenta la desigualdad anterior, entonces

para o < 2y |z| < € se tiene

- 1 1/a _ a—k—
Eo5(2) :me / S =B fah=1ge | ok
h=0 o (€:m)
1 / > /\F
e Cla (1—6)/05—1 < d 112
2071 / e C (; (C) ) ¢ (1.12)
v(ew) =0
L,
2amt C—z :
y(ew)

De la condicién (1.9) se tiene que la ultima integral de la ecuacién anterior converge absolu-
tamente y define una funcién de z, analitica en G~ (e, 1) y G (e, p).
Por otra parte, para cada p € (ma/2, min{m, ra}) el circulo |z| < € estd en G~ (¢, ). Por

lo tanto, de acuerdo con el principio de continuacién analitica, la integral (1.12) es igual a
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E, s no sélo en el circulo |z| < ¢, pero esto sucede en G~ (¢, p1), por lo que se tiene la férmula
(1.10).
Ahora, para z € GT(e, ), tomese un ¢€; arbitrario tal que € > |z|, entonces se tiene

z € G~ (€1, ), y usando la férmula (1.10), entonces

1 eV ¢(1=B)/a
~ 2ami / (—=z
’Y(Elvu)

Eos(2) dc. (1.13)

Por otra parte, si € < |z| < ¢ y —p < arg(z) < p, entonces por el teorema de Cauchy se

tiene

Cl/a 1-8)/a
1 / A S dc = L 0-magsre

2ami (—z «
y(€r, 1) =€)

asi, combinando la ecuacién anterior y la ecuacién (1.13) se obtiene la representacion integral

(1.11).

&
Usando el teorema anterior se establecen las siguientes formulas asintéticas.
Teorema 1.2.10 5: 0 < a < 2, 8 € RY arbitrario y p un nimero real arbitrario tal que
T )
- <K< min{m, ra},
entonces para un entero p > 1 arbitrario se obtiene la siguiente expansion
E.5(z) = lz(l_ﬁ)/aezl/a - Zp: Zi_k +O0(|2]717P), |2z| = oo, |arg(2)| < w
o0 a P '8 — ak) ’ ’ -
Demostracion
Tome ¢ de tal manera que se cumpla
T
o <K<y < min{r, ra}. (1.14)
Tomando ahora € = 1 y sustituyendo la expresion
1 ~ ¢ ¢

= +
(== L F Ta-9
en la ecuacién (1.11) del Teorema 1.2.9, se obtiene la siguiente expresién para la funcién de

Mittag-Leffler £, 5 en el dominio G*(1, ¢) (es decir, en el lado derecho del contorno (1, ¢)):

1 5y si/e u 1 1o (1-8)/atk— _
e / o€ =) ath1 g |
k=1

(L) (1.15)
/ eCl/ac(l—B)/aﬂJdC'

(L)

1

2w zP
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La primera integral de la relacién anterior puede ser evaluada con la ayuda de la férmula

(1.6):
1
2o

¢V/e F(1=B)fath—1 4, _ 1
/ e ¢ C=TE—aky

(L)

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (1.15) y tomando en cuenta la condicién (1.14),

se obtiene:

P K
Eop= La-pyjageire - ) P

’ o — (6 — ak

2o zP
v(1,0)

donde |arg(z)| < p, |z| > 1. Ahora, sigue estimar la integral

/ oSt C(l—ﬁ)/aﬂ)dc

(1)

B 1
 21qizP

I,(2)

para un |z| grande y |arg(z)| < p. Asi,

min —z| = |z|sen(p — ),
C@w)\é | = |z[sen(e — p)

y por lo tanto para un |z| grande y |arg(z)| < p se tiene

I

I <
1(2)] < 2rasen(p — p)

(L)

/ eﬁl/ag(l—ﬁ)/aﬂ)dg

/ €[04

(1.16)

(1.17)

La integral del lado derecho converge, pues para ( tal que arg(¢) = ¢ y |p| > 1 es valido

67 = eV een()

)

donde cos(p/a) < 0 debido a la condicién (1.14). Finalmente combinando la ecuacién (1.16)

y la estimacién (1.17) se obtiene la férmula deseada.

Teorema 1.2.11 Si0 < a <2, f € RT arbitrario y u un nimero real tal que

T ,
- <K< min{m, ra},

entonces para un entero p > 1 arbitrario se obtiene la siguiente expansion:

P —k

< 11—
Eap(x) = = pra— T O™, [zl = o0, u<arg(z)| <.

(6 — ak)

k=1

&

(1.18)
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Demostracion

Sea
T ,
- <¢< min{m, ma}.
Tome € = 1 en la ecuacién (1.10) del Teorema 1.2.9 y usando
1 P Ck_l P
- — + ,
SV )
se obtiene
p Lk
E, = — —+ [,(2), e G (1, ), 1.19

donde I, es el mismo que en el teorema anterior. Ahora, para un |z| grande, tal que

p < |arg(z)| < m, lo siguiente es valido:

min — z| = |z|sen(p — w).
Ce’y(l’@)\é | = |z[sen(p — p)

Adicionalmente, se tiene que p < |arg(z)| < 7 estd en G~ (1, ¢), por lo que la ecuacién (1.19)
se cumple en p < |arg(z)| < w. Por lo tanto, para un |z| grande se tiene la estimacién

]/ |67 || ¢ =P et g

(L)

I

I <
()] < 2rasen(p — p)

para pu < |arg(z)| < . Asi, combinando la ecuacién (1.19) y la estimacion anterior, se obtiene

la férmula deseada.

o

Los siguientes teoremas que dan estimaciones del comportamiento de la funcién de Mittag-
Leffler £, g en diferentes partes del plano complejo, son una consecuencia de los dos ultimos

teoremas.
Teorema 1.2.12 Sean o < 2, 8 un numero real arbitrario, v con la condicion

@< pu < min{rm, Ta}

2
y Cy y Cy constantes reales, entonces
_ a 21/ 02
Bap(2)] £ Coll 4 [a) VR 1 2 ang(2)] <

Teorema 1.2.13 Si o < 2, 5 es un numero real arbitrario, ju es tal que

ma/2 < p < min{m,ma} y C es una constante real, entonces

| Eap(2)] < , k< larg 2 <

1+ 7|
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1.3. Operadores fraccionarios

En los ultimos anos el auge del calculo fraccionario ha ido en aumento, pues ha sido
punto de interseccién de distintas teorias, tales como la de ecuaciones integro-diferenciales,
funciones especiales, transformadas, andlisis numérico, teoria de probabilidades y procesos
estocésticos.

Las ecuaciones diferenciales que involucran derivadas de orden fraccionario son temas de
gran interés debido a sus aplicaciones en diferentes disciplinas. Cabe mencionar que aunque
los operadores fraccionarios son una generalizacién de los ordinarios, estos pierden algunas
propiedades importantes, como la inexistencia de una interpretacion geométrica y fisica, entre
otras.

Lo que se hard ahora es dar las herramientas necesarias para posteriormente definir la
derivada fraccionaria.

Como es de esperarse es necesario definir un espacio sobre el cual se aplicaran los ope-

radores.

Definicién 1.3.1 Sea [a,b] C R, se denota por L'la,b] el espacio de todas las funciones

Lebesgue medibles sobre [a,b], acotadas, es decir,

b
L'a,b] ;= {q : [a,b] — R : ¢ medible sobre [a,b] y / lg(z)|dx < oo}.

Se define la norma de este espacio como

lall = [ late)ldo.

Con tal norma L'[a,b] es un espacio de Banach.

El siguiente operador se puede considerar como una pieza fundamental, base para la

construccién de las derivadas fraccionarias.

Definicién 1.3.2 Sea a € RT, el operador J* sobre L*[0,b] definido por

Jq(z) = ﬁ / (2 — 0" q(t)dr,

para 0 < x < b, es llamado, operador integral fraccionario de orden a de Riemman-Liouville.

Para oo = 0 se considera a J°q(x) = I como el operador identidad.
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Se puede notar que si o > 1 la integral J*q(z) existe para cualquier z € [0,b]. Sin embargo,
si 0 < a < 1, la existencia no es tan obvia. El siguiente resultado justifica la existencia de la

definicién del operador integral.

Teorema 1.3.3 Sea q € L'(0,0] y o > 0, entonces la integral J*q(z) existe para todo
x € [0,b] y ademds J*q € L'[0,].

Demostracion.

Considere lo siguiente

/0 (& — 0 g(t)dt = / " bule — (),

donde
w1t para 0 < u < b,
¢1(u) =
0, en otro caso,
q(u), para 0 < u < b,
$a(u) =

0, en otro caso,
observe que ¢1, ¢ € L'{R}. Asi, se tiene convolucién entre ¢; y ¢, con lo que se cumple lo

deseado.

%

Algo que es de interés, es ver que sucede cuando « se va acercando a cero en el operador,

por lo que se da el siguiente teorema.

Teorema 1.3.4 Sea o > 0 y ¢ € L'[0.b], entonces

lim J*6(x) = ¢(x)

a—0

casi en todas partes sobre [0, b].

Demostracion.

Aplicando integracion por partes, se tiene

Fda) = / " — 00t

T(a)
_ _arl(a) [qﬁ(t)(a:—t)ﬂg— /0 x(a:—t)agb’(t)dt}
- T {—¢<0><x>a - [ - t>a¢f<t>dt} ,
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haciendo que a — 0, se obtiene
hm J(x / o' (t ().

o

Una de las propiedades més importantes del operador integral de Riemann-Liuoville es el

siguiente:
Teorema 1.3.5 Sean a, 3 >0 y ¢ € L*[0,b], entonces
JoJPp = JotP e,

casi en todas partes sobre [0,b]. Si ademds ¢ € C[0,b] o o+ > 1, entonces se cumple sobre

todo [0,0].

Demostracion.

Por definicién se tiene

71 x:z:— a-l t — VP (r)dr
e / (z—1) / (t — 7)P () drdr,

dado que la integral existe, entonces por el teorema de Fubini se tiene
JJPe(x) = / / )t — 1) () dtdr

- - T T — a—1 _Tﬁ—l .
- F(Q)F(ﬁ)/o ”/T( R
1

JoJPp(x) =

por lo que finalmente se tiene

a 18 _aﬁ — jJotB
JJ5 () a+ﬁ/¢ e = J (),

casi en todas partes sobre [0,b]. Por otra parte, si ¢ € C[0,b], entonces también
JB¢ € C[0,b] y por lo tanto J*JP¢, Jo B¢ € C0,b]. Dado que estas funciones son continuas

e iguales casi en todas partes sobre [0, b], entonces resultan iguales sobre todo [0, b].
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Ahora, si ¢ € L'[0,b] y o+ 3 > 1, entonces
JQJBQb _ Ja+6+1—1¢ — Ja+5—ljl¢

casi en todas partes sobre [0,b], dado que J'¢ es continua, entonces J*T#~1J ¢ también lo
es, por lo tanto, J*JP¢ = J*+P¢ sobre todo [0, b].
&

Un resultado inmediato del teorema anterior es el siguiente:
Corolario 1.3.6 Con las mismas hipdtesis de teorema anterior se tiene que
JoJP = Jo .

Una vez definido el operador integral de Riemann-Liouville, se procede a definir las

derivadas fraccionarias. Se considera a D™ como el operador derivada de orden n.

Definicién 1.3.7 La derivada fraccionaria de Riemann-Liuoville de orden o € (0,1) estd defini-

da por el operador

Qaq — Dljl_aq.

Esto es

D%(x) = % [F(l 1_ a) /Ox (quxg)adt] :

Definicién 1.3.8 La derivada fraccionaria de Caputo de orden o € (0,1) estd definida por

el operador

D% = J'"*D".

Esto es

D) = (11_a) /0 ' (jf_(?)adt. (1.20)

De la definicién de las derivadas, se puede notar que estas cumplen la propiedad de
linealidad.

Aunque no se hara hincapié en las propiedades de las derivadas, puede observarse que
estas no son similares y se obtendran en ocasiones resultados diferentes de acuerdo en como

y donde se apliquen.
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1.4. Transformada de Laplace

Las transformadas son una herramienta 1til al momento de resolver ecuaciones diferen-
ciales, ya que al usarlas se llega a ecuaciones que son féciles de resolver. En este trabajo se

hara uso de la transformada de Laplace.

Definicién 1.4.1 Sea g una funcion definida en 0 < x < 0o, la transformada de Laplace de

la funcion q se define como

para 0 < s < 00.

Teorema 1.4.2 (Criterio de la existencia) Supongase que q es una funcién definida en

0 <z < oo que satisface las siguientes condiciones:
1. Cada intervalo finito [0,b] se puede dividir en un numero finito de subintervalos

[0,b1], [b1,b2], ..., [bn_1,0b], tales que, q es continua en [by_1,bx| y lilfn f(z), Hnl? f(z)
T—0p 1 T—0p

existen y son finitos.

2. FEuxisten constantes, a € R y M > 0, tales que
|f(z)] < Me™,

para 0 < x < oco. Entonces q tiene transformada de Laplace definida en el intervalo

0<s<oo.

Demostracion.

Por la segunda propiedad se tiene que

/ |e_sxf(x)\dx§/ e_ste”dx:M/ e~y
0 0 0

b

luego, por la primera condicién se tiene que [ e™** f(x)dx existe para todo b > 0, asf,
0

/ow e f())de < 1

s—a

para a < s < 00.

o

Algunas propiedades basicas de la transformada, que son de gran utilidad en el desarrollo

de soluciones de ecuaciones diferenciales son las siguientes:
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Teorema 1.4.3 Sean q y f funciones continuas por tramos de orden exponencial en

0<xr<oo,neNyacR. Entonces

o — —~

1. (ag + f)(s) = aq(s) + f(s)
2. @(s) = 5" ( q(s) — Z_ q;::il )

o — ~

3. (g f)(s) = q(s) - f(s), donde (qx f)(z) = [ q(t)f(x—t)dt.

C—x

Demostracion.

e La primera propiedad se obtiene directamente de la definicion.

e Para la segunda propiedad se usara induccion sobre n. Note que, por hipotesis, las funciones

son de orden exponencial, entonces para n = 1 se tiene

7(s) = / e (@) = e Tq(@)| + s / " esge)de = —q(0) + sq(s).

Ahora supongamos que se cumple para n, entonces se cumple que

(s) = 57 (a<s> 53 q;(ff) -

=0

Luego,

q"t(s) = (¢"™)(s)

con lo que se obtiene la tesis de induccion.

e Para la tercera propiedad se tiene por definicion

w07 = ([ et >da:) ([ erwas)
= [ et oy

= / / ~'q(t — y)f(y)dzdy [haciendo t =z + y].

27



Haciendo la integracién sobre el conjunto
{(t,y) : 0<y<oo,y<t<oo}={(t,y):0<t<oo,t<y<oo},
y por el teorema de Fubini se tiene
1)) = [ [ ate =) rwvit = G
O

Como es de esperarse, una vez definida la transformada de Laplace, se puede definir su

transformada inversa.

Definicién 1.4.4 Una funcion QQ definida sobre a < s < 0o, tiene transformada inversa de

Laplace, si existe una funcion q, definida en 0 < x < oo, tal que

En este caso se dice que q es la transformada inversa de Laplace de () y se denota por @_1(1').

Algunas propiedades de la transformada inversa de Laplace que se derivan de las propiedades
de la transformada de Laplace ya mencionadas, son las siguientes: Sean ¢ y f funciones que

tienen transformada inversa de Laplace, entonces

1 (ag+ 1) (x) = ag(z) + F\(2).

Dado que el trabajo hace uso de una derivada fraccionaria entonces se dan los siguientes
resultados.

La transformada de Laplace, para la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville esta dada

por
n—1
Dag(s) = 57— Y s* D" g(x)],m0, con n = [a]
k=0

y la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo por

n—1
YSOTq(s) =5 — Z s 1¢™(0),  con n = [al.
k=0
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En este trabajo se usara una traslacién de la transformada de Laplace definida como

sigue:

Definicién 1.4.5 La transformada de Fourier-Laplace estd definida por

q(k,t) :/ e *q(x, t)dx, Im(k) < 0.
0

La transformada inversa de Fourier-Laplace es

o(n,t) = — / %53, ).

21 J_o

Ahora, se afirma una importante relacién entre la transformada de Fourier-Laplace y la

funciéon Mittag-Leffler, la prueba puede verse en [14].

Lema 1.4.6 La siguiente formula es verdadera

1 SO so\a—p
/ et U B (%), |2 /is)% < 1,

o | o (is)* —z

donde Re(z) <0, 8>0and 0 < a < 1.
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Capitulo 2

Ecuacion de Black-Scholes

En este capitulo, se construye una representacion integral de la solucién de la ecuacion de
Black-Scholes clasica, usando el Método de Fokas y posteriormente usando las ideas de dicho
método se construye una solucién integral para una ecuacion de Black-Scholes generalizada

con derivada fraccionaria en el tiempo.

2.1. Ecuacion de Black-Scholes clasica

En esta seccién, haciendo un cambio de variables se lleva la ecuacién de Black-Scholes con
coeficientes variables a una ecuacién diferencial con coeficientes constantes, posteriormente
utilizando el Método de Fokas se construye la funcion de Green de la ecuacion obtenida.

Como se ha mencionado antes la ecuacion de Black-Scholes esta dada por

WV 1, PV oV N

tomese a r y o constantes y considere el siguiente cambio de variables:

V(S,7) = Ku(x,1),
S= Ke*, x>0,
t= (T —1)o?/2.

Usando este cambio de variables y utilizando la regla de la cadena en las derivadas de V(.S, 1)
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se tiene

oV ov Ot o2 Ov

o - Beyer T Ko

oV ov Ox ov 0 K Ov
a5 = Noras = Kozas /) = ga
PV _ 0 (Kow\_ Kov KO

0S2  9S\Sox)  S20zx S 0S Ox

_5@4_[( Ooxr 0\ Ov Kov K 0%
S20x S

9Sor) or ~  SPor | SPonr

Sustituyendo en (2.1), se obtiene

o o

—y
or o2’

o v (27’ ) ov  2r
i
o

haciendo a = 3—;‘ —1lyb= —3—2, se tiene

Vg = Ugy + @V, + bu.

Lo que sigue ahora es implementar el Método de Fokas para construir la funcién de Green.

Asi, aplicando la transformada de Fourier-Laplace a v, se tiene

@(k‘,t):/ e~ key(x, t)dx,
0
luego,

d . d [~

— — —ikx
dt(v(k,t)) 7 . e ""u(x, t)dx

= /0 e‘ikx%v(z, t)dx

= / e R (v (2, 1) 4+ avy (2, 1) + bu(2, t))dx
0
= Up(k,t) + av,(k,t) + bo(k, t).

Usando propiedades de la transformada, se obtiene que

Bk, t) = —k¥(k,t) — ikv(0,8) — v,(0,¢) + a(ikv(k, t) — v(0,1)) + bo(k, 1)
= U(k,t)(—k* +iak + b) — v,(0,t) — (ik + a)v(0, )

Asi,

5k, t) = —p(k)o(k, t) — v,(0, 1) — (ik + a)v(0,#), (2.2)



donde p(k) = k* — iak — b.
Por otra parte, se tiene
AzﬂfdkOC’zufﬁwwﬂhOM
= é“xakxﬂﬁ—AZxMéﬂxmh<m<
= ()~ 0,0) — [ pRPNT(E, O

Entonces
/0 I (Ve (k, ¢) + p(k)o(k, ¢))d¢ = "™k, t) — D(k, 0). (2.3)
Ahora, de la ecuacién (2.2) se obtiene
ve(k,t) + p(k)v(k,t) = —v,(0,t) — (ik + a)v(0, 1),
entonces

| @, 0 + k7300, @-t/ (—ue(0,¢) — (ik + a)o(0, €,

asi, por la ecuacion (2.3) se tiene

PGk, 0) = 5(8.0) = [P (=0,(0,€) = (i + a)o(0,C))dC
por lo tanto
9Dk, 1) = Bk, 0) — 51 (p(k), ) — (ik + a)o(p(k). ),
donde ) t
B0 = [ 00,04 v B0 = [ L o0.0d

Luego
U(k,t) = —ePOgi(p(k),t) — e "Bk + a)go(p(k), t) + e PEG(k,0). (2.4)

Aplicando la transformada inversa de Fourier-Laplace a la ecuacion anterior, se obtiene

1

— / ere PGk, 0)dEk

v(x,t) = o

1 R -
— o [ g (o), 1)k (2.5)

1 [~ _
-5 / R P (il 4 a)Go(p(k), t)dk.
ﬂ- —0o0
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Por otro lado, observe la region de la siguiente imagen:

N

Figura 2.1: D = {k = kp + ik € C: (kr = §)" — k% < (%2)°}

Note que, si k € D entonces Re (—p(k)) < 0, asi, las integrales anteriores convergen ab-
solutamente. Por lo tanto, usando el teorema de Cauchy, podemos deformar el contorno de

integracién a 0D en (2.5), obteniendo

o, t) = - / ehe Gk 0)dk

21 J_o
1

27 Jon
1

21 Jop

kP0G (p(k), t)dk (2.6)
eikx—p(k)t(ik + a)go(p(k),t)dk.

Por otra parte, haciendo el cambio de variable k — —k + ia en (2.4) y dado que p(k) es

invariante bajo este cambio, se tiene

e PG (p(k),t) = e PO (ik)go(p(k), t) + e PV T(—k +ia,0) — O(—k +ia,t).  (27)

Tomando en cuenta que por el teorema de Cauchy

1

o ) e*(—k 4 da, t)dk = 0,
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entonces, sustituyendo g; de la ecuacién (2.7) en (2.6), se obtiene

1 [~ . R
v(z,t) = gy ek =P 0)dk

1
2T oD

_a ike=p(R)t s (0 (k). H)dk
om )€ 9o(p(k), t)dk.

e*ePMIG(—k 4 ia, 0)dk

Por lo tanto, por el teorema de Fubini, se llega a la solucion integral
R ik(z—y)—p(k)t
oo t) = [ o= [ ekl Rty () dkay
0 27 —0o0

_/ i/ eik(”y)“y_f”(k)tvo(y)dk:dy
o 27 Jap

t
- / a / ekr=p(k) (=) g0 (CVdkd(,
0 2m oD

o bien,
o0 t
vat) = [ Gl ey ity + [ GGt (O
0 0
donde
’ N 1 § o
Glw,yt) = — [ erewpWtge  — [ ckry)tey—pl)tgp
GB(z,t—¢) = —— [ ethep®E=0) g,
’ 2 oD

2.2. Ecuacion del tipo Black-Scholes con derivada frac-
cionaria

En esta seccién, se usaran las ideas del Método de Fokas, para construir la funcién de
Green de una variante de la ecuacion de Black-Scholes en la cual se tiene una derivada
fraccionaria en el tiempo.

De igual manera como se inicio en el capitulo anterior, en la ecuacion de Black-Scholes

considere el cambio de variables

V(S,7) = kq(x,t)
S = ke

T = T—t,
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con k > 0 una constante. Entonces se tiene

aa—‘: = —kq(x,t)

oV k

os — %Y

o’V —k k

sustituyendo en (2.1) se obtiene

@ = aquy + (b—a)g, — by,

donde a = %az, b = r. Entonces, se considera un problema de valor inicial y de frontera

Dq(x,t) = aqee(z,t) + (b — a)q.(x,t) — bg(z, 1), x>0, tel0,T],

q(x,0) = qo(z), x>0, (2.8)

q(0,t) = go(t), t>0,

donde Df es la derivada fraccionaria de Caputo definida por (1.20).
Se procede a continuacién, a aplicar las ideas del Método de Fokas. Asi, aplicando la

derivada fraccionaria de Caputo a la transformada de Fourier-Laplace de ¢(x,t), respecto a

x, se tiene
DElk ) = [ e Dt
0

= /000 ek (ague (z,t) + (b — a)qu(x, t) — bg(z, t))dx
= —ak*q(k,t) —iakq(0,t) — aq.(0,t) +i(b — a)kq(k,t) — (b — a)q(0,t) — bq(k,t)
= (—ak® 4 ibk —iak — b)q(k,t) — aq,(0,t) + (a — b — iak)q(0, 1),

Dpq(k,t) = p(k)q(k,t) — aq.(0,t) + (a — b —iak)q(0,1),

donde p(k) = —ak* +i(b — a)k — b. Ahora, aplicando la transformada de Fourier-Laplace

respecto a t en la ecuacién anterior, se obtiene

(is)°q(k, s) — (is)*"1G(k, 0) = p(k)q(k, s) — a@, (0, s) + (a — b — iak)q(0, s),

esto es,

= m ((is)o‘_ qo(k) — aq.(0,s) + (a — b — iak)q(0, s)) )
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Entonces, usando la transformada inversa de Fourier-Laplace en la ecuacion anterior respecto

atyel Lema 1.4.6, se llega a

Gk, t) = (7 Ena(p(k)t®)) * (F(%_aa)a(k, 0) — aq.(0,t) + (a — b —iak)q(0, t))

t oy N £
_ /O@—g) Eea(p(R)(t = €)°) oy 0lh 0)d¢
—a / (t = €)% Eaa(p(k)(t — €))g.(0,6)dé
+(a —b—iak) /0 t(t — &) B, o (p(k)(t — €)¥)q(0, €)dE,

donde E, (=) es como en la definicién (1.8), ademds no es dificil verificar que se cumple que

C = .
[ = Euolbt = ) = = Eua (b)),
Asi
Q1) = Ean (0030 (k) — aga(p(k). 1) + (a — b— iak)Go(p(k), 1), (2.9)
Golp(k). £) = / (t = )" Bun(p()(t — €))g(0, €)dé
y

51 (p(k), 1) = / (t— €)% Eualp(R) (£ — ))u(0,€)de.

Finalmente, aplicando la transformada inversa de Fourier-Laplace en (2.9) respecto a z, se

llega a la representacion integral de la solucion

1 [ R
q(z,t) = ™ Eo 1 (p(k)t*)qo (k) dk

2r ) o

a [ .
~5 e”“gl(p(k:), t)dk (2.10)

—00

1 [~ . _
+5- e* (@ — b —iak)go(p(k), t)dk.
™

—0o0
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Ahora, considere la siguiente region:

N

Figura 2.2: D = {k: =kp+ik; € C: (kr + bg_—aa)Q — ki < (b;—a“)z}

Note que, si k € D, entonces Re(p(k)) < 0. Asi, en virtud del Teorema 1.2.13,
|Eop(p(k)t*)| — 0, silk| — o0, parake Dy t>0,

por lo que podemos asegurar convergencia absoluta de las integrales en (2.10) en la regién
D. Por lo tanto, usando el teorema de Cauchy podemos deformar el contorno de integracion

a 0D en la ecuacién (2.10),

q(z,t) = % / h e* B 1 (p(-)t)qo (k) dk

a i~
~ 5 e** g (p(k), t)dk (2.11)
T Jop
1 ; ~
+— [ e*(a—b—iak)g(p(k),t)dk.
2T oD
Por otra parte, haciendo el cambio de variable k — k* = —k — zbjT“ en (2.9) y usando el

hecho de que p(k) es invariante bajo este cambio, se tiene
agi(p(k),t) = Ea1(p(k)t")qo (k") + (2a — 2b + iak)go(p(k), ) — q(k", 7). (2.12)

Ademas, por el teorema de Cauchy

1

— krok* H)dk = 0.
or )¢ q(k", 1)
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Entonces, sustituyendo ¢;(p(k),t) de la ecuacién (2.12) en la ecuacién (2.11) y usando la
ecuacion anterior se llega a

1 e -
q(z,t) = o " Eo 1 (p(k)t*)qo(k)dk

—00

1

o [ B () (k)
™ Jop

L eikw(b —a— i2al€)§0(p(k)7 t>dk'
27 Jop

Por lo tanto, por el teorema de Fubini, se encuentra la siguiente representacién integral para

la solucién de (2.8)

o) = [ 6yt + [ P, t — €)g0()dE,

donde la funcién de Green estd dada por

1 o 1 . —a
ey t) = o / DBy (p(R))dk = o [ TS,y (p(k)e) b,
—00 oD

1
o7

GB(x,t — &) /az)(b — a — i2ak)e*®(t — ) B, o (p(k)(t — €)*)dk.
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Conclusiones

La aportacion principal de este trabajo consiste en haber construido una representacion
integral para soluciones de una ecuacion de Black-Scholes con derivada fraccionaria. Esto
se ha logrado siguiendo las ideas principales del Método de Fokas, el cual se ha utilizado
extensamente para resolver problemas de valor inicial y de frontera para ecuaciones diferen-
ciales parciales. Un trabajo a futuro consiste en considerar un problema de valor inicial y
de frontera para una ecuacién de evolucién estocastica del tipo Black-Scholes con derivada

fraccionaria en el tiempo y ruido blanco sobre la semirecta,

DY = ages + (b—a)ge —bg+Nq+B, x>0, tel0,T],

q(z,0) = qo(x),

q(0,t) = go(t),
donde D¢ es la derivada fraccionaria de Caputo con 0 < o < 1; N es un operador Lipschitz
y B(z,t) es el ruido blanco en R x [0,7]. La propuesta anterior es natural debido a que
ya tenemos la funciéon de Green del problema lineal correspondiente y consideramos que es
posible demostrar el teorema de existencia y unicidad via el método de Picard. Por otro lado,
también estamos interesados en implementar un método numérico que nos permita encontrar

soluciones particulares.
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