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INTRODUCCION

Bressoud (2010), menciona que la trigonometria circular tiene sus origenes desde el estudio
de los cielos por los griegos clasicos. Hipparchus Rodas (190-120 a.C), utilizo y resolvio el
primer problema de lo que hoy conocemos como trigonometria, explicando la longitud de
las temporadas del afio determinando la longitud del arco recorrido por el sol en su 6rbita
durante cada estacion. Después, determind las longitudes de las cuerdas que unen la
posicién del sol en los extremos de cada estacion. Esto le permitio establecer lo lejos que

esta la Tierra del centro de la érbita del Sol.

Mas tarde, Ptolomeo (90-168 d.C) construy6 una tabla de longitudes de cuerda para
un circulo, usando un radio de 60, dado que sus fracciones eran expresadas en 60, de 60 de
60. Asimismo, Georg Rheticus (1514-1574 d.C.) fue el primer europeo en publicar las
tablas de las seis funciones trigonometricas, con una precision de quince digitos sin recurrir
a las fracciones, al elegir un radio de 1,000,000,000,000,000 = 105,

Hasta finales del siglo XIX d.C., los grados se consideraban como una medida de la
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longitud del arco, esto es, 1° = oo de la circunferencia. En este sentido, la medida de un

angulo se determinaba con la longitud del arco de un circulo centrado en la interseccion de

dos segmentos. Por ende, el tamafio del grado dependia del radio del circulo.

Los astronomos indios, fueron los primeros en reconocer que €s mas conveniente

utilizar las misma unidades para ambos, es decir, si la circunferencia tiene 360° el radio

360 . . , . ..
debe ser de - = 57.3°. Sin embargo, como los decimales aun no existian, eligieron

medir la circunferencia en minutos (60 - 360 = 21,600).

Més adelante, Leonhard Euler (1707-1783 d. C.), fue quien dispuso que el radio
debia fijarse en 1, ya que, en el célculo, es esencia que el arco y la longitud de las lineas
tengan la misma unidad de medidas. A pesar de este razonamiento, no estaba usando el
radio, solo usaba las mismas unidades para medir el radio, la mitad de la cuerda (o seno) y

el arco que determinaba el seno. Después de casi cien afios de la muerte de Euler, existio el



término radian, debido a que el argumento de las funciones cambio de ser una longitud de

arco a un angulo medido como una fraccion de giro.

En este sentido, se considera pertinente introducir las funciones trigonométricas
relacionando la longitud de arco con la longitud de segmentos de linea (radio), buscando
que los estudiantes modelen fendmenos periodicos, para que las entiendan como funciones
(Bressoud, 2010). Es por ello, que en esta investigacion se presenta un redisefio a la
propuesta de Santana (2009), para favorecer el proceso de transicion grados-radianes, con
la trigonometria del circulo, apoyados del GeoGebra.

Esta tesis esta integrada por 5 capitulos. En el capitulo 1 se presenta la problemética
asociada con la trigonometria, la pregunta de investigacion, los objetivos, los antecedentes

y la justificacion de esta investigacion.

En el capitulo 2, se describen los elementos tedricos sobre los cuales esta basada
esta investigacion. Es decir, se describen las caracteristicas de los profesores de
matematicas en formacion, el proceso de transicion grados-radianes, la visualizacion y los

registros de representaciones semioticas que se contemplan.

El capitulo 3, expone en qué consiste la metodologia que sigue ésta investigacion.
En este sentido, se describe la preparacion y disefio del experimento, la experimentacion

para apoyar el aprendizaje y el andlisis retrospectivo.

En el capitulo 4, se hace el analisis de resultados de las producciones escritas y de
las grabaciones de audio de los profesores de matematicas en formacion, obtenidas durante

el desarrollo de la experimentacion.

Finalmente el capitulo 5, presenta la discusion de los resultados y la conclusion. Es
decir, se comparan los resultados obtenidos en ésta investigacion con la literatura existente,
asi como una discusion entre los mismos resultados. En esta seccion también se presenta la

contribucion y las limitaciones de este trabajo.



CAPITULO I. ORIGEN DE LA
INVESTIGACION

1.1 Antecedentes

En la busqueda de la profesionalizacién docente se espera que los profesores desarrollen
estrategias y herramientas que les permitan mejorar su practica docente. En este sentido,
existen investigaciones que atienden diversas problematicas con el propdsito de mejorar la

ensefianza de los docentes y el aprendizaje de los estudiantes.

A continuacion, se presenta una revision de investigaciones relacionadas con
dificultades en la trigonometria, tanto en estudiantes como en profesores, en los temas de
angulo, de la razon trigonométrica, de las medidas angulares y de la transicion grados
radianes. Asi también, las que han hecho analisis de libros de texto y propuestas de

ensefianza que atienden problematicas referentes con la trigonometria.

Dificultades en la trigonometria

La trigonometria presenta varios desafios a los estudiantes, como corresponder los
diagramas de tridngulos con relaciones numéricas y manipular los simbolos involucrados
en dichas relaciones (Weber, 2008). Ademas, el estudio histérico de ésta, arroja que sufre
de una division en dos partes (trigonometria del triangulo y trigonometria del circulo), lo

que implica un serio obstaculo para los estudiantes (Bressoud 2010).

En las funciones trigonométricas, los términos seno, coseno Yy tangente se
consideran operaciones matematicas aplicadas a angulos (Weber 2008). Sin embargo, a
través de un analisis de literatura sobre los origenes matematicos y didacticos se considera
que existe ambiguedad o falta de claridad, respecto al angulo, y contintdan presentando un

desafio en su ensefianza y comprension (Barabash, 2016).



Capitulo 1

Asi también, Montiel y Jacome (2014) analizaron una situacion-problema que se
relaciona con el célculo de distancias inaccesibles, con profesores del nivel medio superior
en México. Como resultado, identificaron el significado lineal en la relacion del angulo y la
distancia, que surge de las actividades normadas por el discurso trigonométrico escolar,
inmerso en el fendmeno de aritmetizacion de la trigonometria. Es decir, la actividad
matematica se concentra en la operacion aritmética para obtener el valor faltante y no se

reconoce lo que es trigonométrico en la relacion entre el angulo y el lado del triangulo.

Por otro lado, Santana (2009) resalta que los estudiantes de bachillerato tienen
dificultades al trabajar con los &angulos negativos y mayores de 360° (no consideran el
sentido marcado en los angulo y no recuerdan como se miden los &ngulos mayores a 360°),
al calcular el perimetro del circulo (confunden la medida del angulo con la medida del
perimetro y asignan un valor al radio considerando el tamafio del angulo sin considerar el
perimetro que se sefiala) y al encontrar la razén (calculan el valor del angulo en lugar de la
razén y asignan un valor arbitrario a la longitud del arco). Estas dificultades impiden que

formulen la relacién que hay entre las medidas angulares grados y radianes.

Un concepto que es usado y tiene mucha relevancia en la trigonometria es la razon.
En este sentido, Scholz y Montiel (2018) para el estudio de la transicion de la razon
trigonométrica (contexto geométrico) a la funcién trigonométrica (contexto variacional),
analizan investigaciones que abordan temas de Trigonometria desde el aprendizaje y/o la
didactica, de esto, destacan elementos importantes como son: el trabajar con los angulos
mayores a 90° y negativos, el cambio de las medidas angulares de grados a radianes y el

paso de lo estatico a lo dindmico.

Martinez (2012) desde un analisis didactico-cognitivo sobre la unidad de medida,
sefiala que existen rupturas conceptuales en estudiantes y profesores con respecto a los
grados y radianes, y sefiala que «seria interesante determinar de una manera precisa el papel

de la tecnologia y las calculadoras en las rupturas conceptuales» (p. 27).

Por otro lado, Tuna (2013) examino los niveles de conocimientos de 93 profesores

de matematicas en formacion de Turquia, sobre los conceptos: grado y radian, los
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Capitulo 1

resultados de la investigacion arrojaron que el 40% de ellos, definieron correctamente el

concepto de grado y el 90% hizo una definicion incorrecta de radianes.
Trigonometria en los libros de textos

Del andlisis de la trigonometria escolar en el nivel medio superior, la Secretaria de
Educacion Pudblica (SEP, 2013) menciona que la problematica de la ensefianza vy
aprendizaje de las funciones trigonométricas y razones trigonomeétricas, se debe en parte al
contenido trigonométrico, su ubicacion curricular y los procesos de ensefianza asociados a

dicho contenido.

Méndez, Martinez y Maldonado (2007), estudiaron la construccion escolar de la
Funcion Trigonomeétrica, en especifico la transicion de grados a radianes a reales, en el cual
consideran que en los libros de texto el transito de radianes a reales es ambiguo e

impreciso, suponiendo que se debe a la falta de conciencia de la convencién matematica.

Del andlisis sobre algunos libros textos de matemaéticas e investigaciones en el
ambito de la Matematica Educativa realizadas en México, referente a la transicion: grados,
radianes, reales, Diaz, Salgado y Diaz (2010), consideran que existe un obstaculo didactico,
debido a las dificultades que surgen en el proceso de ensefianza de la matematica que son
atribuibles a los profesores, libros de texto, programas de estudio, plan de estudios o la

institucion educativa.

Propuestas para la ensefianza de la trigonometria

Referente a propuestas para la ensefianza de la trigonometria, primero se presentan
las que abordan la trigonometria, seguidas por las de angulo, la razén trigonométrica, las

medidas angulares y, por ultimo, las de transicion grados-radianes.

Weber (2008) sugiere, estrategias de instruccion basadas en un enfoque geométrico
con la intencion de que se entiendan las operaciones trigonométricas, como funciones.

Concluye que, los estudiantes deben tener la oportunidad de aplicar y reflexionar sobre los
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Capitulo 1

procesos geometricos, independientemente del modelo que se utilice para la ensefianza de

estas operaciones, para que comprendan los conceptos trigonométricos.

También Beltrdn y Montiel (2016), por medio de la resolucion de una situacion
problema, desde el planteamiento tedrico-didactico de la funcionalidad-trigonométrica,
fundamentado en la teoria socioepistemologica, dan evidencia del pensamiento funcional-
trigonométrico en las producciones y los argumentos de estudiantes mexicanos del nivel
medio superior, e identifican a la modelacion como préctica de referencia que les permitié

matematizar el movimiento del pendulo, logrando resignificar la funcion trigonométrica.

Ademas, desde una experiencia didactica con el concepto de angulo, con estudiantes
mexicanos de secundaria, Rotaeche y Montiel (2017), mencionan que no lo aprendieron en
el sentido formal y absoluto, sin embargo, desarrollaron significados asociados a su

naturaleza.

Scholz (2014) realiz6 una secuencia de actividades desde la construccion social del
conocimiento trigonométrico y las ideas basicas en el aprendizaje de la trigonometria en
estudiantes de bachillerato. Donde, vincula lo trigonométrico con lo geométrico en las
actividades, para que el alumno construya modelos en el contexto geométrico del circulo y
redescubra el sentido de la razdn trigonométrica. Los resultados arrojan un avance en el

manejo del lenguaje geométrico en los estudiantes.

Po otro lado, Andrade (2015) en Colombia, realiza una propuesta para la ensefianza
de las razones trigonométricas, en la educacion media superior, usando el software
GeoGebra y Cabri para la construccion grafica de situaciones que requerian precision entre
otras situaciones. En sus resultados destaca que el uso de las Tic fue significativo en el

proceso de ensefianza aprendizaje.

Ahora bien, atendiendo las medidas de grado y radian, Moore (2012) realiz6 un
experimento de ensefianza con estudiantes de precalculo, mediante la cuantificacion de la
medida angular por medio de la medicion de arcos y relaciones multiplicativas entre un
arco subtendido, la circunferencia y el radio de un circulo. Los resultados arrojan que
cuantificar la medida angular, sin importar la unidad, por medio de procesos que impliguen

medir longitudes de arcos, ayuda a los estudiantes a concebir cantidades y relaciones entre

12



Capitulo 1

cantidades como inseparables al proceso de medicion de angulo. Mas tarde, Moore (2014)
sefiala que conectar la medida del &ngulo a la medida de arcos y concebir el radio como una
unidad de medida, genera significados trigonométricos, desde un contexto trigonométrico:

el circulo unitario y tridngulos rectangulos.

Ademas, Moore y LaForest (2014), consideran que para el uso de las funciones
trigonométricas los estudiantes deben entender la medida angular, el circulo unitario y los
triangulos rectangulos de maneras que les permitan ver las funciones trigonométricas como
relaciones entre dos cantidades. Sin embargo, sefialan que la ensefianza y el aprendizaje de

la trigonometria con frecuencia carecen de una conexion con las cantidades y los circulos.

Maldonado, Rodriguez y Santana (2009) y Santana (2009) abordando el problema
de la transicion grados—radianes, proponen una secuencia didactica al seno de la
metodologia Ingenieria Didactica y la Teoria de Situaciones Didacticas, para favorecer en
estudiantes de nivel medio superior dicha transicion. De aqui que, el orden del disefio tiene
la finalidad de introducir en los estudiantes al trabajo con medidas angulares que permiten
recordar algunos conceptos béasicos de la circunferencia, a fin de que identifiquen la

relacién que existe entre la unidad angular en grados y radianes.

A modo de reflexidn, las investigaciones reportadas en este trabajo, muestran que
las dificultades respecto a la ensefianza y aprendizaje de la trigonometria, se debe, a que
profesores en formacién y servicio no comprenden el concepto de angulo, la razén
trigonométrica, las medidas angulares y la transicion grados-radianes, ademas, la
instruccion de los libros de textos no es la apropiada. Por ello, investigadores han centrado
su atencion en realizar propuestas de ensefianza para mejorar del aprendizaje de esta. Por
otro lado, se considera que las Tic’s son importantes para la ensefianza y aprendizaje en la

trigonometria.

Asi pues, con base en las investigaciones mencionadas, en esta investigacion se
hace el redisefio de la propuesta de Santana (2009) sobre el proceso de transicion de grados
a radianes, que consiste en la incorporacion de la visualizaciébn mediante el software
GeoGebra, con la finalidad de brindar un ambiente dindmico, que permita favorecer el

proceso de transicion grados-radianes.

13



Capitulo 1

1.2 Probleméatica

Desde mi experiencia docente, respecto de las funciones trigonométricas lo trataba de
manera superficial por el poco dominio que tenia de ellas, pues al momento de impartir las
clases solo atendia la medida angular en grados. Un factor por el cual dejaba de lado la
medida angular radianes, se debia a que, en los libros de texto, dado que me apoyaba en
ellos para abordar el tema, no muestran a qué se debe o cuando usar la media angular
grados, radianes y/o cuando es necesario realizar la transicién de ambas. Esto puede ser,
porque en los libros de textos e incluso los programas de estudios, no consideran la
importancia y la necesidad de estas medidas angulares y la transicion de una a otra (Diaz,
Salgado y Diaz, 2010).

Por otra parte, algunos profesores presentan rupturas conceptuales respecto de las
medidas angulares (Martinez 2012), conciben de manera erronea los conceptos de grados y
radianes (Tuna 2013), y la falta de significado geométrico y variacional en los conceptos de

razon y funcion trigonométrica (Scholz & Montiel, 2018).

Por consiguiente, las rupturas conceptuales, el poco dominio de las funciones
trigonométricas que tienen los profesores y la forma en que los libros de textos presentan la
transicion grados-radianes, influyen en el aprendizaje de los estudiantes, como lo es el
relacionar las medidas angulares (Moore y LaForest, 2014). En este sentido, esta
investigacion redisefia una propuesta para el tratamiento del proceso de transicion de grados
a radianes (Santana, 2009), como alternativa para atender dicha problemaética, dado que el
profesor debe conocer y dominar los contenidos que imparte, para comunicar a los
estudiantes el saber y con ello propiciar la comprension, las habilidades y destrezas de la

materia ensefiada (Shulman 2005).

14



Capitulo 1

1.3 Pregunta de investigacion

De esta forma nace la interrogante: ;Como favorecer el proceso de transicion grados-

radianes en profesores de matematicas en formacion?

1.4 Objetivo de la investigacion

Incorporar la visualizacion a través del uso del GeoGebra en tareas propuestas para
favorecer el proceso de transicion de grados—radianes, en profesores de matematicas en

formacion, con base en los significados geométrico y variacional.

De la propuesta hecha por Santana (2009), se incorpora el GeoGebra para visualizar
las representaciones graficas y geométricas del proceso trigonométrico con el cual se
distingue la medida angular, tanto en grados como en radianes para mostrar la necesidad de
la transicién grados-radianes de las funciones trigonométricas de variable real. Se espera
que ésta sea una forma de hacerlo comprensible desde los profesores de matematicas en
formacion y posteriormente de sus estudiantes, debido a que los docentes somos los

mediadores del aprendizaje de los estudiantes (Andrade, 2015).
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Capitulo 1

1.5 Justificacion

El programa de estudio de bachillerato de la Universidad Auténoma de Guerrero (UAGro,
2010), sefiala que las Tic’s son de ayuda para la ensefianza de la Geometria. Las
herramientas tecnoldgicas pueden ofrecer simulaciones virtuales por ejemplo para gréficas,
procesamiento y manipulacion de imagenes, es decir, la instruccion asistida por el

ordenador como complemento a la ensefianza es mas eficaz (Zegin et al., 2012).

No obstante, Fernandez y Caballero (2017), indican que la practica de la ensefianza
se sigue apoyando mayormente en el libro de texto, puesto que es una guia que dirige el

curso de la ensefianza en buena parte de las aulas.

Por consiguiente, se analizaron tres libros de texto que sefiala la bibliografia de la
UAGro (2010) (véase anexo 1), de la unidad de competencia Il que refiere a la
trigonometria. El andlisis fue conceptual (Maz, 2009) y se contemplaron los registros de
representaciones (Macias, 2014) en el tema de transicion grados-radianes. Se encontré que,
los libros de texto solo contemplan problemas que se resuelven con algoritmos estandar o
con una férmula o el proceso de solucidn se centra en responder la interrogante de una
pregunta especifica, otros, presentan procedimientos algoritmicos tanto para grados y
radianes. Es decir, no diversifican su orientacion sobre el sentido y alcance de los
problemas matematicos, limitando el aprendizaje de los estudiantes (Castafieda, Gonzales y
Mendo-Ostos 2017). También, en los libros de textos solo se muestran iméagenes estaticas y
no se contempla el uso de la tecnologia, a pesar de que el programa de estudio de
matematicas sefiala la importancia de que el profesor implemente las herramientas

tecnoldgicas.

Es asi, que se propone un redisefio de la propuesta didactica de Santana (2009)
incorporando la tecnologia, especificamente el software GeoGebra, cdmo alternativa para el
proceso de transicion grados-radianes en profesores de matematicas en formacion. La
eleccion de dicha propuesta y la decision de incorporar la visualizacion a través GeoGebra

se debe a las siguientes consideraciones:
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Capitulo 1

v' Contiene visualizacion en papel (el disefio impreso), que favorece la
habilidad, el proceso y el producto de creacion, interpretacion, uso y
reflexion de imagenes (Arcavi, 2003).

v’ Contiene registros de representaciones que promueven las transformaciones
semidticas para el tratamiento y la conversion. Ademas, esta ultima favorece
el proceso cognitivo que involucra el pensamiento matematico y cualquier
problema. En este sentido, la conversion indica si existe comprension
correcta o erronea (Duval, 2006b).

v Incorporar la visualizacién a través de una herramienta tecnoldgica,
principalmente, ayuda a construir, combinar, reconstruir, examinar y
manipular imagenes, ademés de que permite observar los cambios
efectuados en las relaciones representadas (Noss, Healy y Hoyles, 1997).

v' El Software GeoGebra exponen al instante diferentes registros semidticos
del objeto matematico que se esta trabajando, ademas de dar una percepcion
dindmica de la transformacion o transformaciones semioéticas, contrario al
soporte estatico del papel (Duval, 2006b). Permite la construccion de
ambientes virtuales para la ensefianza-aprendizaje de las matematicas (Salas,
2018). Asimismo, favorece la problematizacion, la resolucion de problemas,
la comprension de conceptos, el enfoque en determinados temas y la

motivacion por profundizar en ellos (Diaz, Rodriguez y Lingan, 2018)

Con base en lo anterior, el incorporar la visualizacion a través del GeoGebra, se espera
favorecer el proceso de transicion de grados-radianes de los profesores de matematicas en

formacion, antes de que este frente a grupo.
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CAPITULO Il. ELEMENTOS TEORICOS

2.1 Profesores en formacion

El profesor debe comprender las estructuras de la materia ensefiada y tener conocimiento de
los contenidos, para hacerlo comprensible a sus estudiantes (Shulman, 2005). Por ello,
existe un interés creciente hacia la formacion de profesores de matemaéticas, entre otras
razones, por las nuevas reformas curriculares que exigen renovacion del profesor (Estrada,

Batanero y Fortuny, 2004).

Para que se dé un cambio de rumbo en la formacion de profesores, es importante
tener en cuenta que es indispensable formar a los profesores con area relacionada con la
ciencia, organizando cursos especializados, con perspectiva de integracion de los
componentes: cientifico y didactico, de modo que se garantice una coherencia en la
formacion (Paixao y Cachapuz, 1999). Es por ello que la formacion del profesorado se esta
convirtiendo en un espacio de conocimiento e investigacion, que brinda soluciones y

plantea problemas a los sistemas educativos (Marcelo, 1995).

En cuanto al concepto formacion del profesorado, segin Marcelo (1995), debe
referirse a los sujetos que estan realizando estudios para convertirse en profesores y a los
docentes que llevan algunos afios en la ensefianza. El concepto es el mismo, lo que cambia
es el contenido, enfoque o metodologia de la formacién. En este sentido, contempla las

siguientes fases de la formacion del profesorado (Marcelo, 1989):

» Pre-entrenamiento: Se centra en las experiencias de ensefianzas anteriores que los
aspirantes a profesores han vivido, habitualmente en la etapa de alumnos (en
educacién basica y media superior) que puede asumirse de forma acritica y puede
influir de manera inconsciente en el profesor.

» Formacién inicial: Se enfoca en la preparacion formal en una institucion
delimitada a la formacién de profesores, en la que los profesores en formacion
adquieren conocimientos pedagogicos y de disciplinas academicas, asi como,

realizan practicas de ensefianza.
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» Formacién durante el periodo de iniciacion: Se refiere a los primeros afios que
ejercen como profesores, en los cuales los docentes aprenden en la practica,
generalmente a través de estrategias de supervivencia.

» Desarrollo profesional: Contiene todas las actividades planeadas por instituciones o
por los propios docentes para favorecer el desarrollo profesional y perfeccionar su

ensefanza.

En este trabajo, se asume la postura de Marcelo (1989) sobre la formacion de
profesores en la fase de Formacion inicial, debido a que se centra en sujetos que se estan
formando para convertirse en profesores de matematicas, pretendiendo que los profesores
de matematicas en formacion adquieran los conocimientos matematicos, las destrezas y las
actitudes adecuadas para que desarrollen una ensefianza de calidad, en este caso, para las
funciones trigonométricas en el proceso de transicion grados-radianes. Esto, por la
responsabilidad que tendran en un futuro (al estar frente al aula) de comunicar dicho

cocimiento a sus estudiantes (Shulman, 2005).

2.2 EIl proceso de transicion grados-radianes

El contenido matematico que se trabajara con los profesores de matematicas en formacion,
es el proceso de transicion grados-radianes. A continuacion, se describen los conceptos

matematicos que contempla dicho proceso.

Uno de los conceptos que estara presente en esta investigacion, es el del angulo, el
cual, se define como lo cita Casas y Luengo (2015): Es «La cantidad de inclinacion entre
las dos lineas o la cantidad de giro necesaria para trasladar una linea a la posicion de otra»
(p. 203), puesto que no presenta problemas al considerar los angulos mayores a 360°,

ademas permite la expresion de angulo positivo y angulo negativo.
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Las medidas angulares importantes en esta investigacion son los grados (o sistema
sexagesimal) y radidn (o medida circular). El grado se define como, la magnitud de un
angulo donde el vértice se encuentra en el centro de un circulo y sus lados interceptan un
arco con longitud de 1/360 de la circunferencia. La magnitud de un &ngulo no tiene limite
(Niles, 1991).

Veértice

Figura 8. Representacion de un grado arbitrario

Por radian se entiende, que es la medida de un angulo donde el vértice esta en el
centro de un circulo unitario y sus lados interceptan un arco en la circunferencia de longitud

equivalente al radio (Niles, 1991) (véase figura 9).

Longitud de arco = 1

Figura 9. Representacion del radian

Ademas, dado un angulo (B), la razén que existe entre la longitud del arco (1)
equivalente al radio y la longitud del radio (r) de la circunferencia correspondiente, es un
namero real x, que estd asociado a S y es independiente de la circunferencia que se tome.

Es decir:

Si l=r - % =x — Medidaangular § en radianes
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Asi, la unidad del radian, se obtiene cuando el angulo de la circunferencia unitaria

esta determinado por el arco de longitud 1, siendo la razén el nimero 1:

Ahora bien, el proceso de transicion grados-radianes se ilustra de la siguiente

manera (Acufia y Trujillo, 1986):
El 4ngulo de una vuelta completa en grados mide (ver figura 10):

B = 360°,

Y en radianes mide (la longitud del arco que subtiende a la circunferencia es 2mr):

X = i = zrﬂ = 2m radianes (Figura 10)

T = 180°% 27 = 360°

3
2T _ org°
2

Figura 10. Equivalencia de medidas angulares

Por consiguiente:
2w radianes = 360° — mwradianes = 180°

Entonces, el angulo de un radian mide la n — ésima parte de 180°:

1rad = == ~ 57.3° (Véase figura11)
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1 radian

Figura 11. Un radian en grados

Asimismo:

180°=m - 1°= % radianes ~ 0.01745 (Véase figura 12)

radianes = 0.01745

Figura 12. Un grado en radianes

Por lo tanto, para el caso general, se tienen las siguientes equivalencias de radianes

a grados y viceversa:

180° x+180
x radianes = x ( )=( )°
T T

B° = (,8 1L80) radianes
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2.3 Visualizacion

En esta investigacion, consideramos importante el uso de la visualizacién para el proceso
de transicion de grados-radianes, puesto que, fundamenta el aprendizaje de la geometria,
pues, los conceptos geométricos se obtienen a través de representaciones externas que se
perciben, de las cuales se desarrollan representaciones internas mentales, por ello se
considera que el aprendizaje sucede cuando existe una coordinacion entre las
representaciones internas que el alumno desarrolla del concepto (Ortega y Pecharroman,
2015).

La aplicacion de elementos graficos tiene aporte importante en el proceso de
ensefianza y aprendizaje (Ascheri, Pizarro, Astudillo, Garcia y Culla, 2014) y el uso de la
visualizacion se considera importante para la ensefianza y el aprendizaje de la matematica
(Schmitz y Eichler, 2016), puesto que es un aspecto critico del pensamiento matematico, la
comprension y el razonamiento. Ademas, el pensamiento visual es un recurso alternativo y
poderoso para que los estudiantes realicen matematicas, por lo tanto, para que los
estudiantes construyan conceptos matematicos, el razonamiento visual y analitico deben

estar presentes e integrados (Chih-Hsien, 2015).

Se asume la perspectiva de Arcavi (2003) que define la visualizacion como la
habilidad, el proceso y el producto de creacion, interpretacion, uso y reflexion de iméagenes,
dibujos, diagramas, en nuestras mentes, en papel o con herramientas tecnoldgicas, con la
finalidad de representar y comunicar informacion, pensar y desarrollar ideas que sean
previamente desconocidas y entendimientos avanzados. La visualizacion no solo se
relaciona con propositos ilustrativos, sino también se reconoce como componente clave del

razonamiento (involucrando lo conceptual), la resolucion de problemas y la prueba.
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2.4 Registros de representaciones semidticas

En la geometria, es necesario combinar al menos el uso de la visualizacion y la expresion

verbal de propiedades o la expresion numérica de magnitudes (Duval, 2006). Es por esto,

que en el redisefio que se propone en este trabajo, para el proceso de transicion grados-

radianes, se resaltan los registros de representaciones semidticas (Duval, 2006).

Duval (2006) menciona que las representaciones semidticas son herramientas para

promover nuevos conocimientos y su uso determina la posibilidad de procesamiento

matematico, el cual implica sustituir alguna representacion semidtica por otra. A

continuacion, mencionamos los tipos de representaciones semidticas que describe Macias

(2014):

v

Registro de Lenguaje Natural: Permite introducir definiciones y hacer
descripciones o designaciones.

Registro Numérico: Abarca operaciones de calculo y la aplicacion de propiedades
distributiva, asociativa, etcétera, que sean necesarias para la resolucion de
diversas tareas.

Registro Figural-lconico: Incluye dibujos, bosquejos, lineas, marcas, etcétera, que
pretenden significar el objeto de conocimiento sin dar cuenta de la cualidad de los
elementos involucrados.

Registro Tabular: Los datos estan representados a través de un conjunto de filas y
de columnas que permiten visualizar la informacion de manera global, establecer
relaciones y comparaciones entre los diferentes datos que en ella se coleccionan,
asi también descubrir propiedades y caracteristicas del objeto de conocimiento
representado.

Registro Algebraico: Se realizan generalizaciones, modelizaciones y se sefialan
caracteristicas particulares del objeto que representa.

Registro Geométrico: Posibilita realizar operaciones de reconfiguracion y de
manipulacion que propicien la comprension y establecimiento de conexiones

entre diferentes objetos.
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v Registro Gréafico: La representacion grafica- cartesiana hace presentes numerosos
elementos como son: puntos de corte en los ejes, ejes de simetria, posicion en el

plano, curvatura y mas, que permiten apreciar parametros.

Duval (2006) menciona que las representaciones semidticas se pueden cambiar por
otras. Por consiguiente, la actividad matematica consiste en la transformacion de
representaciones, de la cual existen dos tipos: Tratamientos y Conversiones. Los
tratamientos son transformaciones de representaciones que ocurren dentro del mismo
registro. Mientras que las conversiones son transformaciones de representacion que radican

en cambiar un registro semiotico a otro, sin cambiar los objetos que se expresan.

Ademas, la comprension en el aprendizaje de la matematica y los procesos de
pensamiento determinados que demanda la actividad matematica, se obtienen por medio de

los diferentes tipos de conversiones.

En resumen, el redisefio de esta investigacion, contempla la visualizaciéon y los
registros de representaciones semidticas, para el desarrollo del conocimiento, las destrezas
y las habilidades necesarias, en el proceso de transicion grados-radianes por profesores de

matematicas en formacion.

2.5 Tecnologia en la ensefianza

Para obtener un conocimiento matematico, Gruszycki, Oteiza, Maras, Gruszycki y Balles,
(2012) mencionan que, ademas, del manejo de diferentes sistemas de representaciones y la
conversion entre unos y otros, es necesario crear condiciones donde sea posible establecer
una coordinacion entre diferentes registros de representaciones, considerando que los
objetos matematicos por naturaleza son: abstractos, accesibles sélo por medio de

representaciones y su conceptualizacion es la capacidad de identificar un mismo concepto
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en diferentes perspectivas. De esta forma, surge la necesidad de reconsiderar la forma en
que se ensefian ciertos conceptos. Asimismo, Gamboa (2007) sefiala que las tendencias
actuales en la ensefianza de la matematica han destacado la importancia de usar tecnologias
como un medio que permita obtener conclusiones y realizar observaciones que en otros

ambientes (lapiz y papel), seria dificil de obtener.

En este sentido, el uso de sistemas de representaciones y la tecnologia, permiten dar
significado preciso a los conocimientos matematicos, ademas, el uso de la tecnologia en la
resolucion de problemas, permite desarrollar conductas como: buscar relaciones entre los
elementos de representaciones, elaborar conjeturas a partir de los datos observados en las
distintas representaciones realizadas en herramientas tecnoldgicas, generalizar los
resultados a partir de las soluciones obtenidas al trabajar con las herramientas tecnoldgicas,
elaborar conexiones entre los resultados obtenidos con otros contenidos matematicos y
comprobar los resultados obtenidos en un proceso de resolucion a través de la elaboracién
de otro diferente (Gamboa, 2007). Por consiguiente, el uso de la tecnologia favorece
alcanzar los objetivos de aprendizaje, la seleccidn de los contenidos curriculares y mejoran

la calidad del aprendizaje (Badia, Chumpitaz, Vargas y Suarez, 2016).

Barahona, Barrera, Vaca e Hidalgo (2015) consideran que los procesos de
aprendizajes son mas eficientes al integrar herramientas informaticas que faciliten mediante
procesos visuales el analisis matematico, garantizando la vinculacion del aprendizaje
logrado con la contribucion de las soluciones matematicas a problemas de la sociedad. En
este sentido sefialan que, la herramienta GeoGebra® facilita procesos de abstraccion,
mostrando cdémo se construye una relacion entre las presentaciones geométricas y
algebraicas de una situacién de la vida real, permitiendo encontrar soluciones matematicas
y visuales que representan la solucion de un determinado problema. GeoGebra fue creado

para ayudar a obtener mejor comprension matematica.

! GeoGebra: Es un software matematico
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Con base en lo anterior, esta investigacion integra la herramienta GeoGebra, para
facilitar el proceso de transicién grados-radianes construyendo una relacién entre las
representaciones geomeétricas, graficas y numéricas, permitiendo a los profesores de

matematicas en formacidn encontrar soluciones a traves de procesos visuales.
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CAPITULO IIl. METODOLOGIA Y DISENO
DEL EXPERIMENTO

3.1 Metodologia: Investigacion Basada en Disefio

En cuanto a la metodologia usada en este trabajo es la Investigacion Basada en Disefio, de

tipo cualitativa, dado que los datos se deben interpretar en un proceso minucioso.

La Investigacion Basada en Disefio es basicamente para los profesores en
formacion o investigadores en educacion, dado que tiene el potencial de cerrar la brecha
entre la practica educativa y la teoria. Como metodologia tiene dos objetivos, el primero es
el desarrollo de teorias sobre el aprendizaje de dominios especificos, y el segundo es apoyar
el desarrollo de métodos particulares de aprendizaje (Bakker y Eerde, 2015). EI método
comprende también las formas y procedimientos para el disefio de elementos especificos de
ambientes para el aprendizaje como son: tareas?, materiales, herramientas, patrones de

comunicacion e interaccion, instruccion de secuencias, etc. (Riemann, 2011).

Por las razones expuestas previamente, se opta por la Investigacion Basada en
Disefio como metodologia. De acuerdo con Amiel y Reeves (2008) el disefio podria ser un
conjunto nuevo de estrategias 0 podria basarse en una investigacion recopilada a partir de
un disefio que fue experimentado antes. Por consiguiente, se asume la segunda postura, es
decir, a partir del disefio propuesto por Santana (2009), se opta por su redisefio (anexo 2),
incorporando el uso de la tecnologia en su puesta en escena, esto es, se construye un nuevo
disefio a partir de uno que ya esta. Esta metodologia comprende tres fases: preparacion y
disefio del experimento; la experimentacién para apoyar el aprendizaje; y analisis

retrospectivos (Reimann, 2011) que seran descritos enseguida.

% Tareas: Se entiende como ejercicio(s), problema(s) o pregunta(s).
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3.2 Preparaciony diseiio del experimento

Como se menciond anteriormente el redisefio de este trabajo se elabord a partir de la
propuesta de Santana (2009), por consiguiente, algunas tareas fueron modificadas, pero la
estructura y los objetivos se conservaron. En éste apartado se describen los objetivos por

bloque y por tarea, asi también, se resaltan los cambios realizados

El objetivo general del redisefio fue favorecer en profesores de matemaéticas en

formacion el proceso de transicion grados-radianes a través de la visualizacion en el

GeoGebra. En el redisefio, cuando aparece el icono indica que previo a que los
profesores de matematicas en formacion resuelvan las tareas, se les presentara en GeoGebra
informacion 'y elementos necesarios (conocimientos previos) para completarlas
consistentemente. En cuanto a las tareas, se seccionan en tres bloques con un objetivo

especifico.

El primer blogue (B-1) corresponde a las tareas de inicio, estas tienen por objetivo
introducir al profesor de matematicas en formacion al trabajo con las medidas angulares.
Asimismo que recuerden algunos conceptos previos como el perimetro y arco de una
circunferencia y el célculo de la razon, a fin de que al recordarlos les permitan resolver las

tareas del siguiente bloque.

El segundo bloque (B-I11) corresponde a las tareas de desarrollo, las cuales tienen el
objetivo de que identifiquen la relacién que existe entre las unidades de medidas angulares

grados y radianes.

Finalmente, el tercer bloque (B-I11) corresponde a las tareas de cierre, que tienen el
objetivo de que de manera sistematica el profesor de matematicas en formacion relacione la

equivalencia de medida angular en grados a radianes y viceversa.
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DESCRIPCION Y COMPARACION DE LAS TAREAS PROPUESTAS EN EL
REDISENO

A. TAREAS DE B-I

A diferencia de Santana (2009), en este redisefio, antes de responder la tarea 1 y 2 (ver
figura 13), se incluye el uso de los registros geométricos y graficos que promueve la

visualizacion en GeoGebra, como apoyo en la resolucion de las mismas.

El objetivo en dichas tareas se conserva, siendo este, que los profesores de matematicas en
formacion recuerden la forma de como se miden y representan los angulos segun el sentido
o el valor dado. Se espera que se movilicen entre los registros de representacion que
proporciona el GeoGebra, asi como, del lenguaje natural al gréfico (que aparecen en las
instrucciones, ver figura 13); al lenguaje natural (tarea 1) y figural-iconico (tarea 2) que
ellos tienen que realizar.

Disefio Santana (2009)
Tarea 1

BLOQUE I
Recuerda que... el dngulo de una circunferencia mide 360°, que un dngulo es positivo
si esta medido en sentido contrario a las manecillas del reloj, es negativo si esta medido
en sentido de las manecillas del reloj.
Entonces, si suponemos que el dngulo inicia sobre el eje x, realiza las siguientes
actividades.
I) Estima el valor de los édngulos que se representan en las siguientes
circunferencias. Justifique ampliamente sus respuestas.

Tarea 2

VII) Enlas siguientes circunferencias representa los dngulos que se te piden.

2)1° b) 100° ) 36°

O D LY
NN
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Redisefio en este trabajo
Tarea 1

Ponga atencidn en lo que sucede con los angulos a y
B (véase figura A).

Figura A. Angulos positivos y negativos

Entonces, si suponemos que el dngulo inicia sobre el eje x, realiza las siguientes
actividades.

1) Estima el valor de los angulos que se representan en las siguientes circunferencias.

ANV o
NPAN

Tarea 2

Justifique sus respuestas.

N

2) En las siguientes circunferencias representa los angulos que se te piden.

x

a)1® 4)100° €)36°

v

v i
: | F ; ) @ Ir

Figural3. Comparacion de la tarea 1y 2

La figura 13 muestra un extracto de las tareas 1 y 2 de ambos disefios y se observa
que, ademas de las diferencias ya mencionadas, en este redisefio, se omite el valor del radio

en las circunferencias, para evitar que asocien lo que realizan a una medida especifica.

En relacion a la tarea 3, la finalidad es que los profesores de matematicas en
formacion calculen el perimetro de las circunferencias (arco) sefialado en los circulos, sin
importar la medida del radio (). Para ello, se les proporciona la férmula para calcular el

perimetro de una circunferencia (2mr), como se muestra en la figura 14. Se espera se
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movilicen en los registros proporcionado en la tarea (gréfico y lenguaje natural) al

numerico (realizado por ellos).

Disefio Santana (2009)
Tarea 3

VIII) Estima el perimetro coloreado (arco) de las siguientes circunferencias.

Justifique sus respuestas.
Pista: el perimetro de una circimferencia es 2xar.

a) b) <)

y y >

Redisefio en este trabajo
Tarea 3

3) Estima el perimetro coloreado (arco) de las siguientes circunferencias. Justifique sus
respuestas. — "

" Pista: el perimetro de una circunferencia es 2mr

Figura 14. Comparacion de la Tarea 3

La figura 14, muestra un extracto de la tarea 3 en ambos disefios. De aqui se observa
que en el redisefio, se omite la medida del radio, porque consideramos importante que los
resultados se obtengan de manera generalizada, evitando que se asocien con una medida

especifica.

A diferencia de Santana (2009), antes de que los profesores de matematicas en

formacion realizaran la tarea 4, se incluyé el uso de los registros: numérico, geométrico y
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gréfico, que promueve la visualizacion en GeoGebra (ver figura 15) como apoyo para la

resolucion de la misma.

En lo que respecta a la tarea 4, el objetivo es que los profesores de matematicas en
formacion concluyan que dado el mismo angulo en circunferencias con radios distintos, la
razon de la longitud del arco entre el radio, es la misma Se espera que se movilicen entre
los registros proporcionado por el GeoGebra: y del lenguaje natural y grafico (que se dan
en la instruccién de esta, como se observa en la figura 15); al que ellos tienen que realizar
(numérico).

Disefio Santana (2009)
Tarea 4

IX) Calcula larazén de la longitud del arco con el radio de cada una de las
siguientes circunferencias.

i) Elradio mide 2cm j) Elradio mide 6 cm

»
r

LR S VR

k) El radio mide 3 cm 1) Elradio mide S cm

33



Capitulo Il

Redisefio en este trabajo
Tarea 4

Ponga atencién en el perimetro sefialado, el angulo y
los radios de las circunferencias (véase figura B)

v /<T\
LN .
” B
\\

" - (\\
o/ Y

—~ ~——} —

Figura B. Angulos y arcos

4) Dado el mismo angulo, calcula la razéon de la longitud del arco con el radio en las
siguientes circunferencias:

b) El radio mide Gem

A
W

Figura 15. Comparacion de la tarea 4

a) El radio mide 2cm

La figura 15, muestra un extracto de la tarea 4 en ambos disefios. Como se puede
observar, ademas de las diferencias ya mencionadas, el enunciado se modificd, puesto que
se consideréd confuso, asi también, se cuidd el radio de las circunferencias, para que
parecieran de diferente tamafio segun el radio que ésta sefiala, favoreciendo la visualizacion

que se facilita en el redisefio impreso (imégenes estaticas en papel).
B. TAREAS DE B-II

En cuanto a la tarea 5, tiene el objetivo de que los profesores de matematicas en formacion
relacionen la razén del perimetro de la circunferencia entre el radio, con la medida en
grados que tiene ésta, llegando a la conjetura que la vuelta completa de cualquier
circunferencia medida en grados es 360 y el valor de la razon siempre serd 2. Se espera
gue se movilicen entre el registro del lenguaje natural al figural-iconico (que facilita la

tarea, véase figura 16); al numérico (que ellos tienen que realizar).
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Disefio Santana (2009)
Tarea 5

BLOQUEII

IX) Calcula la razén de la longitud de toda la circunferencia y el radio. También
estima el angulo.

Redisefio en este trabajo
Tarea 5

B-II

5) Calcula la razén de la longitud de toda la circunferencia y el radio. También estima el
angulo.

Figura 15. Comparacion de la tarea 5

Como se observa en la figura 15, la tarea 5 qued6 igual a la de Santana (2009), ya

que se considero pertinente para lograr el objetivo esperado.

Antes de empezar la tarea 6, a diferencia de Santana (2009) en este redisefio se

GeoGebra (ver figura 16), como guia para la resolucion de ésta.

incluyen los registros: numeérico, grafico y geométrico, que promueve la visualizacion en el

Con relacion a la tarea 6, el objetivo es que los participantes se den cuenta que el

(lenguaje natural).

numero de veces que entra el radio en cualquier circunferencia, es el mismo y esta media se
puede representar como 2m. Se espera que los profesores de matematicas en formacién se
movilicen en los registros que proporciona el software; asi como, del lenguaje natural y

figural-icénico (que facilita la tarea, ver la figura 16); al que ellos tienen que realizar
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Disefio Santana (2009)
Tarea 6

X) Estima el niimero de veces que entra el radio en la circunferencia. Expresa tu
resultado en términos de 7.
Pista: 7=3.1416 aproximadamente!

Redisefio en este trabajo
Tarea 6

Ponga atencién lo que sucede con el radio en el
arco de la circunferencia (véase figura C).

v W
Longitud del arco = 3
\z x
racio=3 \ rago=3 |

Figura C. Radios en el arco

6) Estima el nimero de veces que entra el radio en la circunferencia. Expresa tu respuesta
en términos de 7.

m = 3.1416

Figura 16. Comparacion de la tarea 6

La figura 16, muestra la diferencia antes mencionada. El enunciado de la tarea 6 es

el mismo, puesto se considerd pertinente de acuerdo al objetivo planteado.

En lo que concierne a la tarea 7, tienen que representar un angulo que sus lados
formen un arco con igual medida a la del radio, con el objetivo de que los profesores de
matematicas en formacion encuentren la representacion del angulo equivalente a un radian.
Se espera que se movilicen entre los registros del lenguaje natural y figural-iconico (que les
proporciona la tarea, como se muestra en la figura 17), al figural-icénico (que ellos tienen

que realizar).
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Disefio Santana (2009)
Tarea 7

XI)  Representa el angulo o, para el cual el arco que se forma sea igual al radio dado
en la siguiente circunferencia.

Redisefio en este trabajo
Tarea 7

7) Representa el angulo a, para el cual el arco que se forma sea igual al radio dado en la
siguiente circunferencia.

Figura 17. Comparacion de la Tarea 7

Como se observa en la figura 17, la redaccién en esta tarea quedo igual, porque se

considero conveniente para alcanzar el objetivo planteado en ella.

Con respecto a las tareas 8 y 9, se les proporciona el registro de lenguaje natural (en
la tarea, ver figura 18). Estas tienen el objetivo que los profesores de matematicas en
formacion establezcan la relacion que existe entre los grados y los radianes.
Especificamente, en la tarea 8 se espera que se den cuenta que en la circunferencia hay
21 radianes, moviéndose entre el registro que ésta se proporciona, al numérico y
nuevamente al lenguaje natural (realizados por ellos). Asimismo, el de la tarea 9, es
obtener la media de grados que tiene un radian (57.29°), esperando que se muevan entre el

registro que proporciona la tarea, al algebraico (que tienen que realizar).
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Disefio Santana (2009)
Tarea8y9

Eureka!, este angulo limitado por el arco de circunferencia cuya longitud es igual al
radio recibe el nombre de RADIAN, y generalmente se expresa como 1rad.
XI) (Cuantos radianes tiene una circunferencia? Exprésalo en términos de 7.

Justifica ampliamente tu respuesta.

XIII) Expresa en términos de grados el angulo o de la actividad IIL.

Redisefio en este trabajo
Tarea8y9

(S

~( )~ Este angulo limitado por el arco de la circunferencia cuya longitud es igual al
- -~ - o £
radio recibe el nombre de RADIAN, y generalmente se expresa como 1 rad.

-

8) (Cuantos radianes tiene una circunferencia? Exprésalo en términos de m. Justifica tu
respuesta.

9) Expresa en términos de grados el angulo a de la actividad 7.

Figura 18. Comparacion de las tareas 8 y 9

Como se puede observar en la figura 18, s6lo se cambio la imagen del disefio, sin
embargo la instruccion de las tareas quedaron igual, puesto que se consideraron adecuadas

para alcanzar el objetivo planteado.

En lo que se refiere a la tarea 10, el objetivo es que los profesores de matematicas
en formacion pasen las cantidades dadas en términos de 7, al eje “x” (que representa los
radianes). Se espera que se muevan entre los registros numérico, grafico y lenguaje natural
(que proporciona la tarea, como se muestra en la figura 19); al numérico (que tienen que

realizar ellos).
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Disefio Santana (2009)
Tarea 10

Ojo: Supongamos que el eje “x” representa a los radianes.

XIV) Representa las siguientes cantidades sobre el eje “x”.

b) 7

Rad
1 2 3 4 5 6

Redisefio en este trabajo
Tarea 10

o

,,,',’{) Supongamos que el eje “x” representa a los radianes.
]

10) Representa las siguientes cantidades sobre el eje “x «.
a) W

Radia+|es

T T T R T T

Y

Figura 19. Comparacion de la tarea 10

En la figura 19, mediante el extracto de la tarea 10, se observa que s6lo se realizaron
cambios en la presentacién, conservando la instruccion de esta, porque se considero

oportuna para el objetivo de la misma.

A diferencia de Santana (2009), antes de que los profesores de matematicas en
formacion realizaran la tarea 11, se incluye el uso de los registros: numérico, geométrico y
gréafico, que promueve la visualizacion en el GeoGebra (ver figura 20), como apoyo para la

resolucion de la misma.

En cuanto a la tarea 11) el objetivo es que identifiquen la medida en términos de m (del arco
sefialado en las circunferencias) y la marquen en el eje “x” (que representa los radianes).
Esto es, Se espera que los profesores de matematicas en formacidn se movilicen entre los
registros que facilita el GeoGebra; asi como, los que proporcionan la tarea (lenguaje natural

y grafico, véase figura 20); al numérico que ellos tienen que realizar.
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Disefio Santana (2009)
Tarea 11
d) El angulo que se forma en las siguientes circunferencias:
y
1
: Rad
1 2 3 4 5
Redisefio en este trabajo
Tarea 11
Ponga atencién lo que sucede con el arco del circulo
unitario y el eje “x" que representa a los radianes (véase
figura D).
| |
i
|
i
1.57 | Radianes
0 1 H 4 H 6 T 1]
|
Figura D. Circulo unitario y radianes
11) Representa el angulo que se forma en las siguientes circunferencias unitarias:
iy
)
A | l | I l RJdiuues[
&I 1 3
W ol Jis i |is lz zis la 3l5 ~|t

Figura 20. Comparacion de la tarea 11

En la figura 20, se puede observar en el extracto de la tarea 11, que ademas de las
diferencias ya mencionadas, se modificé la instruccion, puesto que, causaba confusion a lo

que se tiene que realizar.
C. TAREAS DE B-l111

Esta parte (B-Ill) del redisefio, se compone por dos tareas, en las que a diferencia de
Santana (2009), previo a la resolucion de estas, se incluyen algunos registros de

representaciones a que promueve la visualizacion de GeoGebra. En este sentido, antes de la
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tarea 12, se proporciona el registro grafico, geométrico y numérico, como se muestra en la
figura 21.

A través de la informacion presentada en el software GeoGebra, se espera que los
profesores de matematicas en formacion resuelvan la tarea 12, moviéndose en los registros:
gréfico, lenguaje natural, tabular y numérico (que ésta facilita); al registro numérico (que
tienen que realizar ellos) para completar la informacion que se pide (figura 21), Es decir, el
objetivo de esta tarea es que, transiten de grados a radianes y relacionen estas medidas con
la gréfica proporcionada.

Disefio Santana (2009)
Tarea 12

L]

X @K
- IR LT

I0) Considera 1a funcion y=x+5enx. Con ayuda de la grafica, encuentra los

valores que faltan en la tabla siguiente.

V=X+san

Valor de x en Valor de xen Valor de
grados radianes
1rad

10
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Redisefio en este trabajo
Tarea 12

Q' Ponga atencién en el éGngulo fermado en el circulo unitario, y en
el eje “x" que representa los radianes (véase figura E).

[u »

N\ /

/ / "\ Rndianes
x T 2 T T T
\ 2 2 \\ <Y 5P

Figura E. Circulo unitario y funcion trigonometrica.

12) Considera la siguiente funcion y encuentra los valores que faltan en la tabla siguiente:

= !

" Radianes |

32| Ix |45 Or | Gs
3 2
Valor de x en grados Valor de x en radianes Valorde y
1rad
12
w
180

Figura 21. Comparacion de la tareal2

El extracto de la tarea 12 en la figura 21, muestra que, ademas de las diferencias ya
mencionadas, se modifico la grafica y se omite declarar la funcién que le corresponde, asi
también, se completa la tercera columna de la tabla, a fin de favorecer el objetivo planteado

en la misma.

Como ya se menciond, previo a la tarea 13, también se incluyen el uso de los
registros de representaciones figural-iconico y el numérico, que promueve la visualizacion

en GeoGebra, como se muestra en la figura 22.

Con relacion a la tarea 13) el objetivo es que los profesores de matematicas en
formacion transiten de grados a radianes el angulo comprendido por las manecillas del

reloj. Se espera que, se muevan entre los registros proporcionados por el GeoGebra; asi
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como, en los que facilita el redisefio (figural-iconico y lenguaje natural, como se observa en

la figura 22); al realizado por ellos (numérico):

Disefio Santana (2009)
tarea 13

IV)  Expresa en radianes la magnitud del angulo que forman la agujas del reloj

cuando marcan las:

€) 4:00 hrs. f) 1:15hrs. g) 9:00 hrs. h) 3:55 hrs.

Redisefio en este trabajo
Tarea 13

Q Ponga atencién en el angulo que forman las manecillas

de reloj al marcar la hora (véase figura F)

12:20 hrs 12:20 hrs 12:20 hra
17 i o
pal a2 \l\ /.’l 12 |‘\\ //ﬁ 12 ,‘\

10 2% Ao Al /‘ln i'\
/ \ / v=120'\ v =2.09rad
\’ -‘/ 1 » to J}

Ld / \.: / \.t

N / \ 7
N N [, o

Figura F. Relojy dngulos que forman las horas.

13) Expresa en radianes la magnitud del angulo que forman las agujas del reloj cuando
marcan las:

4 :BP"Q 1:15hrs 9:00hrs
12 " '/*I‘{\‘ r/*ﬁ\‘
1 1 \ 11 1 11 1
/‘l{ 2% /‘1{ \2' /F( \1
\ /
L o Lo ,} (A }
/ \
\‘ /-l'/ \hR 4 \8 4/
\L‘Q— 5 \1\\ ¢ //5,/ \.‘l\ \Q//s./

Figura 22. Comparacion de la tarea 13

En la figura 22, ademas de las diferencias mencionadas, se observa el cambio de la
presentacion en el disefio, sin embargo la instruccion se conservo, puesto que, se considera

adecuada para el objetivo planteado.
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A continuacion se muestra la tablal, que presenta de manera sintética los registros

de representacion ya descritos en cada tarea:

Registros de representaciones semioticas

Proporcionados en el

Esperados en las

respuestas de los

Tareas _ Proporcionados en las
redisefio con el o profesores de
tareas del redisefio -
GeoGebra matematicas en
formacion
Geométrico, grafico y ) . )
1 o Lenguaje natural y grafico Lenguaje natural
numeérico
Geométrico, grafico y ) o ) o
2 . Lenguaje natural y grafico Figural-icénico
numerico
3 Gréfico y lenguaje natural Numérico
Geométrico, grafico y ) o .
4 . Lenguaje natural y grafico Numérico
numerico
Lenguaje natural y figural- .
5 o Numerico
iconico
Geométrico, graficoy | Lenguaje natural y figural- )
6 . o Lenguaje natural
numerico iconico
Lenguaje natural y figural- _ o
7 o Figural-iconico
iconico
) Numérico y lenguaje
8 Lenguaje natural
natural
9 Lenguaje natural Numeérico y algebraico
Numeérico, lenguaje natural -
10 o Numerico
y gréafico
Geométrico, grafico y ) o .
11 o Lenguaje natural y grafico Numérico
numeérico
Geométrico, graficoy | Grafico, lenguaje natural, .
12 Numerico

numeérico

tabular y numérico
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” Geométrico, graficoy | Figural-iconico y lenguaje Numérico y figural-
numérico natural iconico

3.3 La experimentacion para apoyar el aprendizaje

El redisefio se aplicd con nueve profesores de matematica en formacion, que estan cursando
el sexto semestre de la licenciatura en matematicas en la Universidad Auténoma de

Guerrero ubicada en Chilpancingo, Guerrero.

En cuanto a las caracteristicas de los profesores de matematicas en formacion,
podemos destacar que son participantes por disposicion. Sus edades estdn comprendidas
entre 20 y 24 afios, 3 son mujeres y 6 son hombres. En adelante, para referirnos a ellos

usaremos las siguientes simbologias:

e PF1 e PF6
e PR2 e PF7
e PF3 e PF8
o PF4 e PF9
e PF5

El experimento se llevé a cabo en tres sesiones durante el mes de mayo de 2019, dos
de una hora y una sesién de una hora y cuarenta minutos, en las instalaciones de la

institucién educativa donde se encuentran estudiando.
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3.4 Analisis retrospectivo

En lo que refiere a esta tercera y Gltima fase de la metodologia, se basa en las producciones
escritas de los profesores de matematicas en formacion, asi como las grabaciones de audio

obtenidas durante el desarrollo de la experimentacion.

El conjunto de evidencias fue analizado con respecto a los objetivos planteados en
cada tarea, los cuales se describen en la fase dos de esta metodologia, para determinar si el
proceso de transicion de grados a radianes se favorecid con el implemento del redisefio que

se propone en este trabajo. Asimismo, se hizo un analisis descriptivo de sus producciones.
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4.1 Analisis retrospectivo

En este apartado se analizan las producciones escritas y verbales de los nueve profesores de
matematicas en formacion al resolver las tareas propuestas del redisefio. Se discuten las
tareas por bloque y se determina el grado de consecucion de cada objetivo planteado. La
simbologia que se estara usando para describir los extractos de los dialogos que tuvieron

lugar durante la intervencion seréan las siguientes:
Aplicadora = A
Los nueve profesores de matemaéticas en formacion = Todos

Resolucion de las tareas de B-I
Como ya se menciono, previo a que los profesores de mateméticas en formacion
contestaran la tarea 1, interpretaron y reflexionaron la informacion que se present6 sobre la

medida de los angulos a través del GeoGebra (ver Figura 23).

Ponga atencién en lo que sucede con los dngulos a y B (véase figura A).

Figura A. Angulos positivos y negativos

Figura 23. Creacion propia, referente a la tarea aplicada utilizando el GeoGebra.
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En la figura 23, se muestra un extracto de lo que se presentd en el GeoGebra. Se

considero contemplarlo en el redisefio para recordar lo que se realizo previo a la tarea.

A continuacidn, se presenta un extracto de la grabacion que da evidencia de que los
profesores de matematicas en formacion lograron moverse en los registros proporcionados
a través de la visualizacion del ambiente dindmico creado en el GeoGebra:

A: ¢{Qué pasa con el angulo cuando lo medimos en contra de las manecillas del
reloj?

Todos: es positivo.
A: ;Y sies afavor de las manecillas del reloj?
Todos: es negativo

Posteriormente, usando la informacion presentada en el ambiente dinamico, respondieron la
tarea 1, que consistio en estimar el valor de los angulos que se representan en las
circunferencias dadas y justificar las respuestas, de ahi que, siete profesores de
matematicas en formacion respondieron justificando el valor de la medida angular segun la
abertura y la direccion, moviéndose entre los registros representados en la tarea al registro
del lenguaje natural (realizado por ellos), como se esperaba en los objetivos planteados (ver
figura 24).

Figura 24. Produccién escrita de PF6

En la figura 24, se observa que a través de los ejes del plano cartesiano en la

circunferencia PF6 describid la medida angular sefialada.
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Ademas, los profesores de matematica en formacion PF7 y PF8, superaron las
expectativas de la tarea. Es decir, PF7 tomo los grados que tiene la circunferencia y la
dividié segin el angulo que se solicito (figura 25), moviéndose entre los registros
proporcionados el GeoGebra y entre los que facilita la tarea al numérico y lenguaje natural

(que él realizd).

a) b)
" y
Lw’ \
Luw 00
Se mide en Se mr"i‘ao
Senfido (onieac® D A ik
o les eoncctllef e (o€ pameOtlaf
dot  eolo. T o b:\'
Lo = (&
Crecon€, @mplefr=360° ;L { \
nz 262 -40° i o
ang > 22 - o G e
, ke
he
é\‘/ L%Ou

Figura 25. Produccién escrita de PF7

En la figura 25 se observa que, PF7 describio la medida del angulo sefialado y
realiz6 operaciones aritméticas de division, tomando en cuenta los grados que tiene la

circunferencia completa.

Mientras que, PF8 justificd la medida del angulo en grados solicitado a partir del
valor de 7. Las operaciones que realiz, son diferentes a las de PF7, pero también se movi6
entre los registro que facilita el software y entre los que proporciona la tarea al que el

realizd (lenguaje natural y numérico, ver figura 26).

aayan
ANy

a)-= 90° ,'ao_;j4.‘uo PO’ que  es en seNt/de opuvesto o las mane -

b)
v
|

%

grillas de/ /‘t’/oJ‘ y qo0” por goe tepresenta E 7 radrannes,
L) = -190° ynegativo por que 5 &n sed dide a las monesillos del

relo; y 180" por gve reifens€h . U rRiancEs

Figura 26. Produccion escrita de PF8

49



Capitulo IV

Como se puede observar en la Figura 26, PF8 describio los resultados para
establecer los valores del angulo sefialado en la circunferencia, tomando el valor de & y

realizando operaciones de multiplicacion.

Por lo que se refiere a la tarea 2, que radicd en representar en las circunferencias
dadas los angulos indicados, seis profesores de matematicas en formacion (PF1, PF2, PF3,
PF6, PF8 Y PF9) localizaron de forma correcta el angulo solicitado (ver figura 27),
moviéndose entre los registros proporcionados en el GeoGebra y entre los de la tarea al
registro figural-iconico (que realizaron). De esta manera, los objetivos de las tareas 1) y 2)

se lograron.

a)1° b)100°
|y

/ﬂ&\ WS ‘“’L:/\:9 D\
a / \
| w 4
< 4_—_%09 \ L o’

Figura 27. Produccion escrita de PF1

En la Figura 27 se observa que, PF1 localizo un bosquejo del angulo que solicitaba

la actividad.

Ademas, los tres profesores de matematicas en formacion restantes (PF4, PF5y
PF7), localizaron de forma correcta el angulo solicitado (ver figura 28), moviéndose entre
los registros proporcionados en el GeoGebra y entre los de la tarea al que ellos realizaron
(registro figural-iconico y numeérico). Superando el objetivo de la actividad.
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Figura 28. Produccion de PF7

Como se observa en la figura 28, PF7 realizd operaciones de suma, resta y/o

division, a partir de los cortes que forman los ejes en la circunferencia.

En cuanto a la tarea 3, consistio en estimar el perimetro coloreado de las
circunferencias que se les presentaron y justificar sus respuestas. A continuacion se
presenta un extracto de la transcripcion de la grabacidn que da evidencia de la forma en la
que procedieron los profesores de matematicas en formacion para resolverla, moviéndose

entre el registro de lenguaje natural al gréfico (que facilita la tarea).

Todos: No sabemos la medicion del radio.
A: Pero sabemos cual es el perimetro de una circunferencia.
Todos: 2m por radio.

A: Entonces ¢cdémo podemos calcular la longitud que les estan dando?
. 1 . . . .
Todos: 2m por el radio, por " (haciendo referencia al inciso a).

A: ¢Por qué?

Todos: Porgue solo estamos utilizando una cuarta parte.

Al mismo tiempo, en las producciones escritas, observamos que los nueve
profesores de matematicas en formacion resolvieron la tarea. De ahi que, seis se mueven
entre los registros que facilita la tarea, al numérico (realizado por ellos, véase figura 29);
de esta manera es como calcularon el perimetro sefialado en las circunferencias, logrando el

objetivo esperado.
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Figura 29. Produccién de PF8.

Como se puede observar en la Figura 29, PF8 realiz6 operaciones de multiplicacion

y simplificacion para encontrar el perimetro que esta sefialado.

Ademaés, PF2, PF4 y PF6, describieron y calcularon el perimetro solicitado,
moviéndose entre los registros proporcionados en la tarea al que ellos realizaron (numérico
y el lenguaje natural), como se muestra en la figura 30, superando de esta manera, la

expectativa de la tarea.

Lirr, Pus vl
/- Y O N
esta coloveado on
la

%3] lq pdv{é A
clreonkerenea.

;(;Tﬂ

Figura 30. Produccion escrita de PF6.

La figura 30 muestra que, PF6 realizé operaciones de multiplicacién, simplificacion

y describi6 el motivo por el cual obtuvo ese perimetro.

Antes de que los profesores de matematicas en formacion contestaran la tarea 4, se
les presento visualmente informacion sobre la medida fija de angulos en circunferencias
con diferentes radios, utilizando los registros: numérico, grafico y geométrico que el

GeoGebra proporciona (Figura 31).

52



Capitulo IV

Ponga atencién en el perimetro sefialado, el dngulo y los radios de las
circunferencias (véase figura B)

o i

=

L=
2]
"

n=e

Figura B. Angulos y arcos

Figura 31. Produccion propia de las instrucciones del redisefio aplicado que muestra lo que
se presento en el GeoGebra.

En la figura 31, se muestra un extracto de lo que se presentd en el GeoGebra. Se

consider6 contemplarlo en el redisefio para recordar lo que se realizo previo a la tarea.

A continuacion se presenta un extracto de la transcripcion de la grabacion que da
evidencia del pensamiento y las ideas que desarrollaron los profesores de matemaéticas en
formacion al moverse entre los registros proporcionados a través de la visualizacion del
GeoGebra:

A: Si dejo el &ngulo fijo y hago mas grande la circunferencia ¢qué pasa con el arco
que abarca el angulo?

Todos: Va creciendo.
(La aplicadora aumenta el radio de la circunferencia en el software)

A: ¢ Qué tienen en comun las dos circunferencias?

Todos: EI mismo angulo.

En lo que concierne a la tarea 4, consistio en calcular la razon de la longitud del
arco sefialado con el radio de las circunferencias que se presentaron por pares en el
redisefio, las cuales tenian el mismo angulo y distintos radios. Usando la informacion que
se proporciond en el GeoGebra, siete profesores de matematicas en formacion (PF1, PF2,
PF3, PF5. PF7, PF8 y PF9) se movieron entre los registros de representacion que facilita la
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tarea al numerico (que ellos realizaron), logrando el objetivo de la tarea, como se muestra

en la figura 32.

d) El radio mide Sem

¢) El radio mide 3 cm Y
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Figura 32. Produccion escrita de PF3.

Como se puede observar en la figura 32, PF3 realizd operaciones de multiplicacién

y divisién para encontrar la razon del arco que estd sefialado en las circunferencias

centradas en el origen obteniendo el mismo resultado en ambas.

Ademas PF6, logrd calcular la razon de manera correcta, moviéndose entre los

registros de representacion que se facilitd en el GeoGebra y entre los que proporciona la

tarea al realizado por él (registro numérico y lenguaje natural, ver figura 33), superando el

objetivo de la tarea.

b) El radio mide 6cm
v

a) El radio mide 2em

/?.’1 tme e o5

>
= P@]")TLZY""TD ey 2~ N r B
- fft’rr}:qr/-,-g es Il r, -/_A razen 3

- o F’"
- 2 . Rl 4
Seha raren €5 37 =) razén es r L - P

Porivichro

r

Figura 33. Produccion escrita de PF6.

En la figura 33, se observa que PF6 describio las operaciones de calculo que realizo

de acuerdo con las caracteristicas que observé en las circunferencias dadas.
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Ahora bien, solamente PF4, declara lo que esperaba en el objetivo de la tarea, sin
embargo, no logré moverse en ningun registro, por esta razon, se considera que no alcanzo

el objetivo, como se muestra en la figura 34.

d) El radio mide 5cm

¢) El radio mide 3 em o

J
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Figura 34. Produccion escrita de PF4.

Como se observa en la figura 34, las operaciones que realizé PF4 no corresponden a
lo sefialado en la representacion gréafica, pero declaré que ambas circunferencias tienen la

misma razon.

Como se menciond anteriormente, el primer apartado (B-1) tiene un objetivo, que se
cumple una vez que los profesores de matematicas en formacion, resuelven
consistentemente cada tarea planteada, con lo cual cumplen los propoésitos planteados para
cada una. Con ayuda de la visualizacion de los registros de representacion semiotica en las
tareas y en el GeoGebra, permitié que los profesores de matemaéticas en formacion
alcanzaran el objetivo planteado e incluso en las tareas 1, 3 y 4 hubo quienes superaron la
expectativa inicial. De manera general, se considera que los profesores de matematicas en
formacion recordaron conceptos como el perimetro y arco de una circunferencia, ademas,
del célculo de la razon de la longitud de los arcos que se sefialaron entre el radio de las

circunferencias que se presentaron en el redisefio.
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Resolucion de las tareas de B-11

Con relacion a la tarea 5 que consistio en calcular la razon de la longitud de toda la
circunferencia y el radio (generalizado), asi como estimar el angulo de la misma, cinco
profesores de matematicas en formacion calcularon dicha razon y el angulo de la
circunferencia, moviéendose entre los registros que proporciona la tarea al numérico (que

ellos realizaron, ver Figura 35), alcanzando el objetivo esperado.

tur 2
-

=30 :
2z n= 20yP)= 360°

Figura 35. Produccidn escrita de PF5.

La figura 35 muestra que PF5 realiz6 operaciones de multiplicacion y division, para
encontrar el &ngulo y la razén que pide la tarea, mediante de la circunferencia del redisefio,

tomando en cuenta la relacion de grados y radianes.

Ademas, PF6 se mueve entre los registros que facilita la tarea al que el realizé

(numérico y lenguaje natural), superando el objetivo planteado (figura 36).
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Figura 36. Produccion escrita de PF6.

Como se puede observar en la figura 36, PF6 describio los elementos que observé en la
circunferencia del redisefio y realizd una division para el calculo de la razén que se indico

en la tarea.
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En el caso de PF4 y PF8, lograron moverse entre los registros proporcionados en la
tarea al numérico (realizado por ellos), pero, sélo calculan la razén. Es decir, les falté el
valor del angulo de la circunferencia, como se muestra en la figura 37. En este sentido, se

considera gque no alcanzo el objetivo esperado.

b Ejﬂ &].'d,'pj'
S sevw 2TV ooqr

e =
v

Figura 37. Produccion escrita de PF4.

Como se observa en la Figura 37, PF4 realizé una division para encontrar la razon
de la longitud de toda la circunferencia y el radio, por medio de la circunferencia que se

presento en el redisefio.

Asimismo, PF2 no logra moverse entre el registro del lenguaje natural
(proporcionado por la tarea) al numérico (que él tenia que realizar, ver figura 38), puesto
que, si bien escribi6 la medida del &ngulo de la circunferencia (lenguaje natural), le falto
efectuar el célculo de la razén de la longitud de toda la circunferencia y el radio

(generalizado). Por lo tanto, no logré el objetivo esperado.

\Dn%l_lué de la eweonlerencia = 2907

ﬂ.ﬂau\a = 260

Figura 38. Produccion escrita dePF2.
La figura 38 muestra que, PF2 tomd en cuenta la circunferencia que se presentd en

el redisefio y describio lo que observd en ésta, pero le faltd usar el registro numerico para

encontrar la razén que se pide en ésta tarea.
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Antes de que los profesores de matematicas en formacion empezaran la tarea 6, se
les presentd la visualizacion en el GeoGebra, facilitando el registro grafico, numeérico y

geométrico, con la finalidad de representar y comunicar informacion sobre el nimero de

veces que entra el radio en la circunferencia (ver figura 39).

Ponga atencion lo que sucede con el radio en el arco
de la circunferencia (véase figura C).

Longitud del arco = 3

AN
N

Figura C. Radios en el arco

Figura 39. Produccidn propia, que hacen alusion a lo que se presento con el GeoGebra.
En la figura 39, se muestra un extracto de lo que se presentd en el GeoGebra. Se

considerd contemplarlo en el redisefio para recordar lo que se realizd previo a la tarea.
En seguida se presenta un extracto de la grabacion que da evidencia del

pensamiento y las ideas que desarrollaron los profesores de matemaéticas en formacion al

moverse entre los registros proporcionados a través de la visualizacién en el GeoGebra:

A: ¢ Cuantos radios entraron en la circunferencia?

Todos: 6 y un poquito.

A: ;Qué pasara si aumento el radio?
(La aplicadora aumenta el radio de la circunferencia en el software)

A: ¢Cuantas veces cabe el radio en la circunferencia?

Todos: Igual.
Posteriormente, usando la informacion que se proporciono en el GeoGebra, los

profesores de matematicas en formacion respondieron la tarea 6, que pide estimar el
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nimero de veces que el radio entra en la circunferencia en términos de m. Las
producciones escritas muestran que ocho de los nueve profesores de matematicas en
formacion respondieron la tarea. Por ejemplo, PF8 declaré en términos de m lo indicado,
moviéndose entre los registros que proporciond el GeoGebra y entre los que facilita la tarea

al que él realizé (lenguaje natural y algebraico, ver figura 40), superando el objetivo.

= 3.1416
Por la ecvacion
anteriormente tenemos que

obtens da

é—: 2 &> p=2Ir

ace el vadio c¢cabe en el perimetso
de I circon Ferents a 2l veces

Figura 40. Produccion escrita de PF8.

En la figura 40 se observa que, PF8 describid lo que observé en el GeoGebra y en la
circunferencia del redisefio. Ademas, estableci6 de forma generalizada la razon

mencionada.

PF4 y PF9 usaron el valor de mr para estimar el nimero de veces que entra el radio
en la circunferencia, moviéndose entre los registros de representacion que facilito el
GeoGebra y entre los que proporciona la tarea, a los realizados por ellos (lenguaje natural y

numeérico, véase figura 41), superando también el objetivo.

= 3.1416
1 2Ry
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Figura 41. Produccion escrita de PFO.

Como se puede observar en la figura 41, PF9 describio los elementos que observo
en el GeoGebra y en la circunferencia del redisefio, ademas realiz6 operaciones aritméticas
con el valor de 7, es decir 3.1416.
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Asimismo, PF2 declara en términos de 7 el numero de veces que entra el radio en la
circunferencia, moviéndose entre los registros que proporciona el GeoGebra y entre los que
facilita la tarea, al registro de lenguaje natural y figural-icénico (que él realiza, ver figura

42). Superando el objetivo de ésta.

T = 3.1416
Ectra €& vaces v sobra un gedoze de aveonferencia
R es Pu.:-!-%'u :

El vodio cie, la cireonfecencia cabe 29T veces

" en la cerun“Ce-ff-“cia

Figura 42. Produccion escrita de PF2.

La figura 42 muestra que, PF2 marco los radios que entran en la circunferencia, de

acuerdo con lo que observo en el GeoGebra y describi6 el resultado.

Ahora bien, PF3y PF6 declaran en términos de 7 el nimero de veces que entra el
radio en la circunferencia, moviéndose entre los registros que facilita el GeoGebra y entre
los que la tarea proporciona, al registro de lenguaje natural (realizado por ellos, ver figura
43), logrando el objetivo.

AUMEYO Ae NECEeD
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Figura 43. Produccién escrita de PF3.
Como se observa en la figura 43, PF3 describe el nimero de veces que entra el radio

en la circunferencia.

Y en el caso de PF1 y PF7, en lugar de utilizar el registro del lenguaje natural,
utilizo el numérico, expresando el resultado tanto en términos de 7 y usando su valor, sin

embargo, el objetivo de la tarea se logrd, como se muestra en la figura 44.
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n=31416
Endva 6+ 2(0.1416)

A

Figura 44. Produccion escrita de PF1.

Como se observa en la figura 44, PF1 sumo la parte decimal del valor de m, y
declard la respuesta en términos del mismo, mediante lo que observo en el GeoGebra y en

la circunferencia del redisefio.

Por el contrario, PF5, no logré moverse entre los registro proporcionados por el
GeoGebra, ni entre los de la tarea y por ende no logré el objetivo de la tarea (ver figura
45).

m = 3.1416

A G(‘Jrlgnr

Figura 45. Produccién de PF5

En la figura 45 se observa que, PF5 realiza una operacion aritmética que no

representa lo que pide la tarea.

La tarea 7 consistio en representar el angulo a para el cual el arco que se forma
sea igual al radio dado en la circunferencia. PF5, PF7, PF8 y PF9 lo representaron
moviéndose entre los registros que proporciona la tarea al figural-iconico (que ellos

realizaron), logrando el objetivo esperado (figura 46).

A

Figura 46. Produccion escrita de PF8.
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La Figura 46 muestra que, PF8 realizd un bosquejo del angulo a que forma el arco
de igual medida que el radio.

Ademas, PF1 y PF3 se movieron entre los registros que proporciona la tarea, al que

ellos realizaron (figural-icdnico y lenguaje natural), superando el objetivo de ésta, como se
muestra en la figura 47.

|

I Lvt‘ﬁ.\}\.)ci cicxl areo :%qA?O

Figura 47. Produccién escrita de PF1

Como se puede observar en a figura 47, PF1 describid la caracteristica del arco
formado por el angulo a.

Asi también, PF2 y PF4 superaron el objetivo, moviéndose entre los registros

facilitados en la tarea, al registro figural-iconico y numérico (realizados por ellos, ver
figura 48).

360 = 27y
/B0 =
st 80 =
'Bo =r
180
—-7—7:" = r

S 7 Z?fgl-j 58y
Figura 48. Produccion escrita de PF4.

En la figura 48 se observa que, PF4 realizé operaciones aritméticas relacionando lo

gue mide una circunferencia completa en grados y radianes, tomando en cuenta el dibujo de
la circunferencia del redisefio.

Asimismo, PF6 se movio entre los registros que la tarea proporciona, al figural-

iconico, lenguaje natural y numérico (que él realizd), superando asi también, el objetivo
planteado, como se muestra en la figura 49.
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Figura 49. Producciones escritas de PF6.

La figura 49 muestra que, PF6 describio los resultados para establecer el angulo «

que bosquejo, guiandose de la circunferencia del redisefio.

A continuacion, se presenta un extracto transcrito de la grabacién que da evidencia
del pensamiento que desarrollaron los profesores de matematicas en formacion, al moverse
en los registros de representaciones semioticas en esta tarea:

A: ;Qué tiene en particular el angulo que se trazo en la tarea 7?

Todos: Que el arco es igual al radio.

La tarea 8 consistio en representar cuantos radianes tiene una circunferencia en
términos de . Cinco profesores de matematicas en formacion (PF2, PF3, PF4, PF5 y PF6)
respondieron lo que se indica, moviéndose entre el registro que ésta facilita a los realizados

por ellos (numérico y lenguaje natural, véase figura 50), logrando el objetivo esperado.

‘ L0 = 2T
Tiene 2T J¥ e c://uJ qvéa_VCq\(f'k /a a{a 4 f-'rzuu/cv

evge
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Figura 50. Produccién de PF6.
La figura 50 muestra que, PF6 explicd detalladamente la respuesta que escribio en

términos de 7, relacionando la medida angular grados y radianes.

En el caso de PF1, PF7, PF8 y PF9 solo usan el registro numérico para dar respuesta
a la tarea como se muestra en la figura 51. Por consiguiente no lograron el objetivo de la
ésta.
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6 radianes Y=Y

Figura 51. Produccion escrita de PF1.

Como se puede observar en la figura 51, PF1 escribié s6lo numéricamente la
respuesta de la tarea, pero le falto justificar su respuesta.

La tarea 9 consistid en expresar en términos de grados un radian. Los nueve
profesores de matematicas en formacion respondieron, moviéndose entre el registro
proporcionado por la ésta, al algebraico (que ellos realizaron), obteniendo que 1 rad =

57.29° (figura 52), alcanzando el objetivo planteado.

24y [rafn/ta/? = 260° . [ff (vadr) =260
3 1 Nodian=X
1 radun = X

. T
@ gl Gedioy)-480° _ | - ‘}"ﬁo“‘f 522 17 44,81

o i 1 yclcif;w Z

Figura 51. Produccion escrita de PF7.

En la figura 52 se observa que, PF7 realizd operaciones aritméticas para encontrar el

valor de un radian, estableciendo ecuaciones de una incdgnita.

Por lo que refiere a la tarea 10, la intencion es representar las cantidades que se
dan, sobre el eje x (radianes), los nueve profesores de matematicas en formacion se
movieron entre los registros que ésta proporciona (lenguaje natural, numérico y grafico) al

numérico (que ellos realizaron), logrando el objetivo planteado (ver figura 53).

Radiahes

Figura 53. Produccion escrita de PF9.

Como se observa en la figura 53, PF9 marco en la grafica el valor en radianes que le

corresponde a la cantidad sefialada, en este caso g
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Antes de que los profesores de matematicas en formacion contestaran la tarea 11, se
les presento el registro gréafico, numérico y geométrico en el GeoGebra, con la finalidad de

comunicar informacion sobre la longitud del arco en el circulo unitario y los radianes

(figura 54).

Ponga atencidn lo que sucede con el arco del circulo
unitario y el gje “x" que representa a los radianes (véase

figura D).

ongitud del arco = 1.57

: | l
B=30" & m— 1.57 |
' ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 3
I 1

Figura D. Circulo unitario y radianes
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Figura 54. Produccidn propia que hace referencia a lo que se presento en el GeoGebra.

En la figura 54, se muestra un extracto de lo que se presentd en el GeoGebra. Se

consider6 contemplarlo en el redisefio para que recuerden lo que se realizé previo a la tarea.

La tarea 11 consistio en representar el angulo sefialado en las circunferencias en el
eje x. Ocho profesores (PF1, PF2, PF3, PF4, PF5, PF6, PF8 y PF9), lograron el objetivo
moviéndose entre los registros de representaciones que proporciond el GeoGebra y entre

los que facilito la tarea al registro numérico (realizado por ellos), como se muestra en la

figura 55.

Figura 55. Produccién escrita de PF9.

La figura 55, muestra que PF8 establecio el valor numérico aproximado que le

corresponde al angulo sefialado en el circulo en la tarea y lo marco en la recta de los

radianes.
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Ademas, PF7 se movié entre los registros de representacién proporcionados por el
GeoGebra y en los que la tarea facilito, al numérico y algebraico (que él realiz0), superando
de esta manera el objetivo planteado (ver figura 56).
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Figura 56. Produccion escrita de PF7.

Como se puede observar en la figura 56, PF7 establecié ecuaciones de una incdgnita
para obtener en radianes el valor del angulo que se muestra en el redisefio y sefialarlo en la

gréfica del mismo.

Puesto que, se lograron los objetivos planteados en cada una de las tareas de este
blogue y en algunos casos se superaron, se asume que los profesores de matematicas en
formacion, por medio de los registros de representaciones, identificaron la relacion que
existe entre las unidades de medidas angulares y radianes, favoreciendo de esta manera la

resolucion de las tareas del siguiente bloque.

Resolucion de tareas del B-111

Antes de empezar la tarea 12, se les presentaron los registros: numérico, grafico y
geométrico, a través de la visualizacion en el GeoGebra, con la finalidad de representar y
comunicar informacion, sobre el angulo formado en el circulo unitario y los radianes en una

funcién trigonométrica (figura 57).
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&

Ponga atencién en el angulo formado en el circulo unitario, y en el gje “x”

que representa los radianes (véase figura E).

_G

v

Raedianes

3

2

Figura E. Circulo unitario y funcion trigonométrica.
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Figura 57. Produccidn propia que hace referencia a lo que se presento en el GeoGebra.

La figura 57, muestra un extracto de lo que se presentd en el GeoGebra. Se

consider6 contemplarlo en el redisefio para que recuerden lo que se realizé previo a la tarea.

La tarea 12 consistio en encontrar los valores que faltan en la tabla que se les

Radianes

172

Valor de x en grados

37
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97 | 53
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S3° 13 duy® 1rad ve 1.8,
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Figura 58. Produccién escrita de PF9

presento6 (valor de x en grados, valor de x, en radianes y valor de y), mediante una gréfica
(sin mencionar la funcién). Seis profesores de matematicas en formacion (PF2, PF4, PF5,
PF6, PF8 y PF9), se movieron entre los registros proporcionados en el GeoGebra y entre

los que la tarea proporciona, al numérico (que ellos realizaron), logrando el objetivo, tal
como se muestra en la figura 58.
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En la figura 58 se observa que, PF9 localizo en la grafica los datos dados en la tabla
para encontrar los valores numeéricos de x faltantes.

Ademas, PF1, PF3 y PF7 superaron el objetivo de la tarea al moverse entre los
registros que proporciond el GeoGebra y entre los que facilité la tarea, al numérico y

algebraico (realizados por ellos), superando el objetivo planteado (ver figura 59).
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Figura 59. Produccidn escrita de PF3

Como se observa en la figura 59, PF3 establecié ecuaciones de una incégnita para

encontrar los valores numéricos faltantes en la tabla y localizé dichos valores en la grafica

que se presentd en la tarea.

Antes de que los profesores de matematicas en formacidn contestaran la tarea 13, se
presento la visualizacion de los registros grafico, numérico y geométrico en el GeoGebra,

con la finalidad de representar y comunicar informacion sobre los &ngulos formados con las

manecillas del reloj (Figura 60).

68



Capitulo IV

Ponga atencién en el dngulo que forman las manecillas
de reloj al marcar la hora (véase figura F)

12:20 hrs 12:20 hrs 12 : 20 hrs

12

11

Figura F. Reloj y angulos que forman las horas.

Figura 60. Produccion propia, que hace referencia a lo presentado en el GeoGebra.

En la figura 60, se observa un extracto de lo que se presentd en el GeoGebra. Se

considerd contemplarlo en el redisefio que recordaran lo que se realizo previo a la tarea.

Con relacion a la tarea 13, ésta consistio en expresar en radianes la magnitud del
angulo que forman las agujas del reloj cuando marcan las horas indicadas. PF2, PF4, PF5,
PF8 y PF9 contestaron la tarea moviéndose entre los registros de representacion que se
proporcionaron en el GeoGebra, asi como, entre los que proporciona la tarea, al numérico y

figural-icénico (que ellos realizaron, ver figura 61), logrando el objetivo.
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Figura 61. Produccion escrita de PF9.

La figura 61 muestra que PF9 localiz6é y determiné el angulo que se formo con las
manecillas de la hora sefialada en el reloj del redisefio, y con ello encontro la equivalencia
del éste, en radianes.

Ademas, PF1, PF6 y PF7 superaron el objetivo al moverse entre los registros
proporcionados en el GeoGebra y entre los que facilita la tarea, a los realizados por ellos

(figural-icénico, numérico y algebraico), como se muestra en la figura 62.
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AFigura 62. Produccion escrita de PF6.

Como se puede observar en la figura 62, PF6 localizo el angulo formado en el reloj
por las manecillas en la hora sefialada y establecié ecuaciones de una incognita para

encontrar el valor numérico asociado al mismo.

Por el contrario, PF3 no logro moverse en ningln registro. Solo usé el registro

numeérico, pero no logré el objetivo esperado, como se muestra en la figura 63.

12) Expresa en radianes la magnitud del 4ngulo que forman las agujas del reloj cuando
marcan las:

4:00hrs 1:15hrs 9:00hrs

- fl/'F\i‘\\ //n‘/é'i[q;\' D it D q0°=
/10 | 2% 10 r 2\ 0 o' 2
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Figura 63. Produccidn escrita de PF3

En la Figura 63, se observa que, en el altimo reloj si hace la equivalencia de grados
a radianes y en los demas solo sefiala el grado. Por consiguiente, se considera que no logro

el objetivo de la tarea.

Considerando que ocho de los nueve profesores de matematicas en formacion
lograron el objetivo de las tareas de este bloque, pasando de un registro de representacion
semidtica a otro, incluso en algunos casos lo superaron, se asume que, lograron transitar de
grados a radianes y relacionaron la equivalencia de ambas medidas angulares, como se

plantea en este bloque.
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5.1 Discusién

Las funciones trigonométricas involucran la relacion entre los circulos, las medidas
angulares y el arco que subtiende el angulo (Moore y LaForest, 2014). El redisefio de esta
investigacion contempla los grados, los radianes, el circulo y la razon de la longitud de

arcos entre el radio, a través de representaciones semioticas.

Con respecto a los registros de representaciones semioticas existen dos tipos de
transformaciones: el tratamiento y la conversion (Duval 2006a). La mayor parte de las
tareas desarrolladas durante la experimentacion se centrd en la conversion en el momento
en que los profesores de matematicas en formacion cambiaron de un registro a otro
permaneciendo en los objetos que denotaban. S6lo en la tarea 9 desarrollaron el
tratamiento, al realizar el célculo para expresar en términos de grados un radian, a través de
ecuaciones con una incognita, permaneciendo en el mismo registro algebraico. La
transformacion de representaciones semidticas, en especial la conversion, se evidencio

durante el analisis de las producciones.

En el redisefio aplicado en esta investigacion, se contempla los registros de
representaciones semidticas que describe Macias (2014), y se considera que los profesores
de matemaéticas en formacion se mueven de un registro a otro, sin importar que algunos son
proporcionados, debido a que, se debe comprender el objeto que se esta trabajando para

poderlo identificar o expresar en otros diferentes (Duval, 2006a).

En este sentido, la visualizaciébn se reconoce como componente clave del
razonamiento (involucrando lo conceptual) y la resolucién de problemas (Arcavi, 2003).
Por ello, que en esta investigacion se contempla la visualizacion de iméagenes estaticas en
papel (al igual que Santana, 2009) y a través del GeoGebra (incorporacion en el redisefio),

para la resolucion de las tareas.
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Asimismo, el GeoGebra en la ensefianza y aprendizaje de la matematica, en
especial de la trigonometria, es una herramienta poderosa y util (Zengin, Furkan y Kutluca,
2012). Ademés, la implementacion de las tecnologias en el aula permite construir,
combinar, reconstruir, examinar y manipular imagenes, asi también, observar cambios que
se efectlian en las relaciones representadas (Noss, Healy y Hoyles, 1997). Es decir, en la
visualizacion de las imagenes estaticas en papel que contiene el redisefio de esta
investigacion, no se observa ningin cambio efectuado en los circulos geométricos, es por
ello, que se incluye ésta a través del GeoGebra previo a las tareas: 1, 4, 6, 11, 12, 13; con el
fin de favorecer el proceso de transicion grados-radianes en los profesores de matematicas

en formacion.

Tuna (2013) sefiala en su investigacion que, de 93 profesores de matematicas en
formacion, el 90% definieron mal el radian y el 10% los grados. Sin embargo, el analisis de
las producciones de esta investigacion arrojo que 8 de los 9 profesores de matematicas en
formacion realizaron de manera correcta el proceso de transicion grados radianes y

alcanzaron los objetivos de las tareas del redisefio.

Por otra parte, Santana (2009) reporté dificultades con el calculo del perimetro de
los arcos, en el concepto de angulo, en la razon y con la relacion entre grados y radianes.
En esta investigacion, al redisefio se le incorpor6 la visualizacion con el GeoGebra, v el
analisis de las producciones de profesores de matematicas en formacion arroja que dichas
dificultades no se presentaron. Esto es, en la tarea 3 calcularon el perimetro del circulo; en
la tarea 1 y 2 trabajaron bien con los angulos positivos, negativos y mayores a 360°; y en

las tareas 4 y 5 calcularon la razon de la longitud de arco entre el radio.

Ademas, previo a las tareas 1, 4, 6, 11, 12, 13, se incluyo el uso de los registros
geométricos y graficos que promueve la visualizacion en GeoGebra, puesto que, existen
beneficios de usar la tecnologia para la ensefianza y aprendizaje. Por mencionar algunos:
favorece la resolucién de problemas (Barahona, Barrera, Vaca e Hidalgo, 2015) y la

comprension de conceptos (Gamboa, 2007). Sin embargo, respecto al proceso de transicién
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grados-radianes, las propuestas de ensefianza-aprendizaje que se reportaron anteriormente,

no la contemplan.

Cabe mencionar que, los resultados que se obtuvieron en esta investigacion pueden
variar al cambiar de contexto, al modificar el redisefio o simplemente al cambiar los
participantes, puesto que, no siempre lo que se pretende que hagan (los participantes)
sucede (Gamboa, 2007). Ademas, deben ser capaz (los participantes) de cuestionar y
refutar los resultados obtenidos al trabajar con la tecnologia (en este caso en el GeoGebra),
con base en sus conocimientos matematicos (Gamboa, 2007).

En este sentido, consideramos que la incorporacion de la visualizacién a través del
GeoGebra en el redisefio de este trabajo, favorecio el proceso de transicidn grados-radianes

en los profesores de matematicas en formacion

5.2 Conclusiones

En el planteamiento del problema se cuestiond por una parte el poco dominio que tenian
algunos profesores de matemaéticas en formacion en torno a las funciones trigonométricas,
en particular en el proceso de transicién de grados a radianes, y por otro lado, las rupturas
conceptuales que presentan los profesores en los mismos conceptos (Martinez, 2012 y
Tuna, 2013).

En este sentido, surge la interrogante ¢cémo favorecer el proceso de transicion
grados-radianes en profesores de matematicas en formacion? Consideramos que la repuesta
es: Incorporando la visualizaciéon a través del GeoGebra al disefio de Santana (2009).
Puesto que, por un lado, el analisis de las producciones de esta investigacion muestra que
los objetivos planteados en las tareas, fueron alcanzados por arriba de la mitad de los
profesores de matematicas en formacion; y por otro lado, permite apreciar cambios
efectuados en los registros graficos, geométricos y numéricos (que proporciona el
GeoGebra); logrando una mejor comprension de los objetos matematicos que se estén

trabajando.
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En cuanto a la metodologia Investigacion Basada en Disefio, nos permitio, realizar
el redisefio de la propuesta de Santana (2009). Este, se compone de 13 tareas, de las cuales
6 contempla el uso del GeoGebra, para ayudar a visualizar lo que en imagenes estaticas no
se percibe. En el analisis de estas, se observd que los profesores de matematicas en
formacion se movieron en diversas representaciones semidticas, es decir, en las realizadas
por ellos, en las que se proporcionan (en tareas o en el GeoGebra) y en ambas. Esto, indica
que comprendieron el objeto matematico. En este sentido, cumplimos con el objetivo que
establece dicha metodologia, es decir, aportamos una propuesta para la ensefianza-

aprendizaje del proceso de transicion grados-radianes.

A continuacion, en la tabla 2, se presentan el resumen por actividad. En este sentido,
los objetivos superados estan en cuadros color rosa, donde se describe el o los registros en
que los profesores de matemaéticas en formacion se movieron aparte de los que se tenian
contemplados. Los objetivos no logrados, estan de color naranja. Y en los cuadros verdes,
se describe el registro que éstos usaron, diferente al que se esperaba, pero logrando el
objetivo planteado en la actividad. Para mejor organizacién se utilizara la siguiente

simbologia:
Para los registros de representaciones semioticas:

e Registro de Lenguaje e Registro Gréfico (RG)
Natural (RLN) e Registro  Proporcionado

e Registro Numeérico (RN)

Registro  Figural-lcdnico
(RFI)

Registro Tabular (RT)
Registro Algebraico (RA)
Registro Geomeétrico
(RGe)

por el Software (RPS)
Registro ~ Proporcionado
por la Tarea (RPT)
Registro Esperado por los
Profesores de Matematicas
en Formacion (REPF)

Para los objetivos:

e Objetivo Logrado (L)
e Objetivo Superado (S)

74



e Objetivo No Logrado (NL)
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DEPR A O
PROPOR ONADO
PERADO
1
L L
RPS, RPT Y REPF (RLN)
2
L L | L
RPS, RPT Y REPF (RFI)
3
L | L | L
RPT Y REPF (RN)
4
L L | L | L
RPS, RPT Y REPF (RN)
5
L L
RPT Y REPF (RN)
6
RPS, RPT Y REPF (RLN)
7
RPT Y REPF (RFI) Lt |t
: L
RPT Y REPF (RN Y RLN)
9
RPT Y REPF (RA) L Lt |t
10
RPT Y REPF (RN) s L Lt
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11 S
RPS, RPT Y REPF (RN) L L L L L L (RA) L L
12 S S S
RPS, RPT Y REPF (RN) | (RFI) L (RFI) L L L (RFI) L L
1 S S S
RPS, RPT Y REPF (RN Y
ey ( (RA) L NL L L RA) | RA) L L

Como se puede observar en la tabla 2, fueron pocos profesores de matematicas en
formacion que no lograron el objetivo en ciertas actividades, sin embargo, en actividades
posteriores si lo alcanzaron, a excepcion de PF3. Por consiguiente se considera que con este

redisefio se favorece el proceso de transicion grados radianes.

En términos generales, los profesores de matematicas en formacion desarrollaron
ideas interpretando los registros de representaciones semidticas, estaticos y en movimiento,

que se presentaron en el redisefio, logrando relacionar las medidas angulares entre si.

5.3 Limitaciones y futuras investigaciones

Se espera que este redisefio facilite la tarea de los profesores de matematicas en
servicio en el proceso de transicién grados-radianes y se pueda minimizar las dificultades
reportadas por la literatura cuando los estudiantes realizan dicho proceso. Se asume en este
trabajo que, comprender la relacion que existe entre las medidas angulares puede generar

una ensefianza de calidad en las funciones trigonométricas en los alumnos.

Asimismo, si el profesor en servicio lo considera, podria aplicar este redisefio a los
alumnos o una adaptacion del mismo segun la competencia a desarrollar en sus estudiantes.
Resultados positivos permitirian minimizar en los alumnos las dificultades reportadas por

las investigaciones en el campo de la trigonometria.
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Finalmente, se cree que el redisefio de este trabajo podria encontrar como limitante
si en el contexto escolar no se cuenta con la tecnologia requerida (es decir, equipos de
computo con el software disponible), o bien si el profesor o los alumnos presentan

dificultades en su manejo.
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Anexos

1. Analisis de tres libros de texto

El primer libro que se analizé es el de Niles, N. (1991), Trigonometria plana, el cual expone

el tema de la siguiente manera:

DEFINICION

GRADOS

RADIANES

“Un angulo es la figura engendrada por
la rotacion de una semirrecta alrededor
de su extremo, desde una posicion
inicial hasta una posicién terminal. La
amplitud de la rotacién es la medida del
angulo” (p. 26). En la figura 1 se
muestra la representacion de angulo.
“Un grado es la magnitud de un angulo
cuyo veértice esta en el centro de un
circulo y cuyos lados interceptan un
arco de longitud igual a 1/360 de la
circunferencia” (p.27)

“Un radian es la medida de un angulo
con veértice en el centro de un circulo y
cuyos lados interceptan un arco de
circunferencia de longitud igual al radio”
(p. 28). En la Figura 2 se muestra la
representacion de radian.

REGISTROS DE REPRESENTACION

Grados

Registro Numérico

Registro Geométrico

“No hay limite para la magnitud de un
angulo. Si una semirrecta efectla una
revolucibn completa en sentido
levégiro, habra generado un angulo
de 360°. Dos revoluciones completas
en el mismo sentido generan un
angulo de 720” (p.27)

“‘Un angulo de un grado puede ser
dividido en 60 partes iguales, cada
una de las cuales recibe el nombre de
minuto; cada minuto puede a su vez
ser subdividido en 60 partes iguales,
cada una de las cuales recibe el
nombre de segundo” (p.27).

Lado terminal
Vértice

2 L) \\3 %
o Lado inictal

Figural. Representacion del angulo
(p-27)
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REGISTROS DE REPRESENTACION

Radianes

Registro Numérico Registro Geométrico

“En geometria se demuestra que
los angulos en el centro son
proporcionales a los arcos que
interceptan.

4A0C ABC

4A0B  AB

4A0C = 180° 4A0B = 1 radiany
ABC es una semicircunferencia
cuyo longitud es nr.

180° r

1radian r
w radianes = 180°

180° Figura 2. Representacion de un radian (p.28)

=57°

1 radian =

1° = ﬁ = 0.0175 radianes”
(p.28-29)

PROCEDIMIENTOS

Grados
Algoritmicos Heuristicos
Trace angulos 6 de 30°,—45 y 390°; designe por ¢ un angulo
coterminal del angulo 6. (Véase figura 3).
B B
b ==330°" 6 = 675° b= B R No tiene.
(0 <=—= A

=
Figura 3. Representacion de los angulos sefialados (p. 28)

- o &
Dr¥essapn obe LfmSgaioe 6F 4 Suiony S hensgen ol
o 49 \@N Jo=—s5° f (\\O//
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PROCEDIMIENTOS

Radianes
Algoritmicos Heuristicos
Usando m = 3.1416 se tiene
1radian = 2% = 57.3° aproximadamente _
n No tiene.

1° = L = 0.0175 radianes
180

El segundo libro es de Acevedo, V., Valadez, M. y Vargas, E. (1999). Geometria y

Trigonometria: Matematicas con aplicaciones 2, el cual expone el tema de la siguiente

manera.

DEFINICION

GRADOS

RADIANES

“Un angulo es la abertura comprendida entre dos
rectas que se cortan en un punto llamado vértice
y las semirrectas que se forman se llaman lados”
(p.41). En lafigura 4 se muestra la
representacion del angulo.

El sistema sexagesimal es el mas conocido y
mediante él se divide una rotacion completa en
360 partes iguales, cada una de las cuales se
llama grado.

‘un radian es el angulo
central de la circunferencia,
cuyo arco determinado por
los lados del angulo tiene
una longitud igual al radio
de la circunferencia” (p. 47).
En la Figura 5 se muestra
la representaciéon de un
radian.
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REGISTROS DE REPRESENTACION

Grados

Registro Numérico

Registro Geomeétrico

‘Los angulos de mas de 360° nos
permiten conocer el numero de
rotaciones completas que sufre un
cuerpo” (p. 43).

“ H 1

1 Grado sexagesimal = oo Parte de una

rotacion completa.
Cada grado se divide en 60 partes
iguales llamadas minutos; de esta
manera:

1 Minuto sexagesimal = % de grado.

El minuto se divide también en 60 partes
iguales y éstas se denotan como

Figura 4. Representacion de angulo

segundos:

(p.44).

. 1 . »
1 Segundo sexagesimal = s de minuto

(p.42)

REGISTROS DE REPRESENTACION

Radianes

Registro Numérico

Registro Geométrico

“El  perimetro del circulo esta
determinado por p = 2nr (2m veces el
radio); por lo tanto, en una rotacion
completa el radio cabe 2w veces y 1

., 1 .,
radian = Py parte de una rotaciéon

completa” (p. 47)

“Para convertir radianes en grados
sexagesimales y viceversa, utilizamos
“la regla de tres"; si una rotacion
completa en el sistema sexagesimal
equivale a 360° y en el sistema circular
a 2r radianes, esto quiere decir que:
360° sexagesimales equivalen a 2m
radianes” (p.48)

AB=r

Figura 5. Representacion de un radian (p.
47)
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PROCEDIMIENTOS

Grados

Algoritmicos

Heuristicos

“‘Dos angulos expresados en
grados completos se suman o
restan como sSi se sumaran o
restaran dos numeros enteros; por
ejemplo:

“El brazo de una grua de precision tiene un
angulo de 35°25' 46" respecto a la horizontal,
después aumenta su inclinacién un angulo de
18°45'32". ¢;Con qué angulo respecto a la
horizontal se encuentra el brazo de la grua?

35° + 15° = Para resolver el problema se suman
50°y 85° — 60° = 25°” (p. 44). 35°25'46" y 18°45' 32" (p. 44).
PROCEDIMIENTOS
Radianes
Algoritmicos Heuristicos
“Convertir % rad a grados sexagesimales.
360° —  2nrad
X° % rad
s
360 |+
X = (4) No tiene.
21
360
-8
X = 45°" (p. 48)
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Un tercer libro es el de Baldor, J. (2004), Geometria plana y del espacio: con una

introduccién a la trigonometria, el cual expone la transicion grados-radianes de la siguiente

manera:

DEFINICION

GRADOS

RADIANES

“‘Un angulo es la abertura formada por dos
semirrectas con un mismo origen
vértice. Las semirrectas se llaman lados” (p.24).
En la figura 6 se representan algunos angulos.

llamado

“Sistema circular. En este

Medir un angulo es compararlo con otro que
se toma por unidad. Desde muy antiguo se
ha tomado como unidad el grado
sexagesimal que se obtiene asi:

Se considera a la circunferencia dividida en
360 partes iguales y un angulo de un grado
es el que tiene el vértice en el centro y sus
lados pasan por dos divisiones consecutivas.
Cada division de la circunferencia se llama

sistema se usa como unidad
el &ngulo llamado radian”
(p.23).

“Un radian es el angulo cuyos
lados comprenden un arco
cuya longitud es igual al radio
de la circunferencia” (p.24).
En la figura 7 esta la
representacion de un radian.

también grados (p.23)

REGISTROS DE REPRESENTACION

Grados

Registro Numérico

Registro Geométrico

“Cada grado se considera dividido
en 60 partes iguales Illamadas
minutos y cada minuto en 60 partes
iguales llamadas segundos.
Los simbolos para estas unidades
son:

Grado °

Minuto °

Segundo “. (p. 23)

/

RS (R

Figura 6. Representacion de angulos.
(p.23)
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REGISTROS DE REPRESENTACION

Radianes

Registro Numérico

Registro Geométrico

“‘Como la longitud de la circunferencia es 2r
radios, resulta que un angulo de 360° equivale a
2m radianes, es decir: 6.28 radianes, dandole a
m el valor de 3.14.
Un radidn equivale a 57°18 (se obtiene
dividiendo 360° entre 2n” (p.24).
“Si representamos por S la medida de un angulo
en grados sexagesimales y por R la medida del
mismo angulo en radianes, podemos establecer
la siguiente proporcion:
S R

=—; mw=314
360° 2w

Simplificando:

L:g“ (p. 24)

180°

Figura 7. Representacion de
radian (p. 23)

PROCEDIMIENTOS

Grados

Algoritmicos

Heuristicos

Si un angulo ABC mide 38 grados 15 minutos 12

segundos se escribe: 38°15’12"

No tiene.
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PROCEDIMIENTOS

Radianes

Algoritmicos

Heuristicos

Expresar en radianes un angulo de 90°:
S R

9071 T
SR=—=-
180 2

Y como = 3.14, también podemos escribir:

R=3'2ﬁ=1.57

No tiene.

91



2. Rediseno

Nombre:

Edad: Sexo: Formacion profesional:

B-I

Ponga atencién en lo que sucede con los dngulos a y B (véase figura
A).

a,=79°
.
By = -119°
.

Figura A. Angulos positivos y negativos

Entonces, si suponemos que el angulo inicia sobre el eje x, realiza las siguientes ejercicos.

1) Estima el valor de los angulos que se representan en las siguientes circunferencias.
Justifique sus respuestas.

a) b) c) d)

M @ .—;C ‘ Pan x
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el

N

N

youWa
W&

N
W

N
dhW

N

N

Co ) (I
N

2) En las siguientes circunferencias representa los angulos que se te piden.

b)100°

c)36°

dhW
N>

d)720°

dh
N
dah

e)d

20°

A
=

)

N

— 405°

dh
N
-
N

dh)
L/
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3) Estima el perimetro coloreado (arco) de las siguientes circunferencias. Justifique sus

respuestas. - - ) ] ]
Y Pista: el perimetro de una circunferencia es 2mr
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Ponga atencién en el perimetro sefialado, el dngulo vy los radios de las
circunferencias (véase figura B)

Figura B. Angulos y arcos

4) Dado el mismo angulo, calcula la razén de la longitud del arco con el radio en las
siguientes circunferencias:

b) El radio mide 6em
Y

a) El radio mide 2em

Y
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¢) El radio mide 3 cm

-
N

D,
¥

e) El radio mide 4cm

Yy

d) El radio mide 5cm

£

™ x

f) El rad

-
N

10 mide 8cm
Yy

L
N
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Nombre:

B-11

5) Calcula la razén de la longitud de toda la circunferencia y el radio. También estima el

angulo.

[%

Ponga atencién lo que sucede con el radio en el arco
de la circunferencia (véase figura C).

Longitud del arco =3

€T

radio =3

Figura C. Radios en el arco

radio = 3

6) Estima el nimero de veces que entra el radio en la circunferencia. Expresa tu respuesta

en términos de 7.

m = 3.1416
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7) Representa el angulo «, para el cual el arco que se forma sea igual al radio dado en la
siguiente circunferencia.

A Y ! 4
~Q— Este angulo limitado por el arco de la circunferencia cuya longitud es igual al
- — ~  radio recibe el nombre de RADIAN, y generalmente se expresa como 1 rad.

8) ¢Cuantos radianes tiene una circunferencia? Exprésalo en términos de . Justifica tu
respuesta.

9) Expresa en términos de grados el angulo « del ejercicio 7.

-

4 Supongamos que el eje “x” representa a los radianes.

10) Representa las siguientes cantidades sobre el eje “x «.
a) w

‘ Radianes

¥

0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5

13

b)

‘ Radianes

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
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Radia‘ws

05 1 15 2 25 3 35 4 455

<
—

ongitud del arco = 1.57
s\

4
i

— 157 Radianes

NS
e

=
o
=
=
el
n
=
=1
o

11) Representa el angulo que se forma en las siguientes circunferencias unitarias:

Y

Rl:ldféunes

5
Ed

/ \
xr
Kj 0 | Uis i 1is |2 2i5 |3 3i5 i

0 ols 1l5 2 25 3 3l5

4

e s
N,
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Nombre:

B-111

Ponga atencién en el dngulo formado en el circulo unitario, y en el eje “x”
que representa los radianes (véase figura E).

L] Yy

/ \ Radianes
A N
2 2

Figura E. Circulo unitario y funciéon trigonométrica.

vl g

12) Considera la siguiente funcién y encuentra los valores que faltan en la tabla siguiente:

Y
/
//
A/
: Radianes
Liz T | 3¢ 27 é[ 3w m 4r éz 5
/ 2 2] p 2 2
Valor de x en grados Valor de x en radianes Valor de y
1rad
12
w
180
w
2
90¢
180¢°
/4
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Ponga atencién en el dngulo que forman las manecillas
de reloj al marcar la hora (véase figura F)

12 : 20 hrs 12:20 hrs 12: 20 hrs
e . p— P
1 f\ A1 12D et
‘ 0 2 \ / ) \ /’iO
F | o [
9 3 ‘
; ? P
\ / \
8 \8
\
7 . /j N _7

Figura F. Relojy angulos que forman las horas.

13) Expresa en radianes la magnitud del &ngulo que forman las agujas del reloj cuando
marcan las:

4 : 00hrs 1:15hrs
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